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Wstep

Wedlug encyklopedycznej definicji ,.kombinatoryka to dzial matematyki elemen-
tarnej zajmujacy si¢ badaniem réznych mozliwych zestawien i ugrupowar, jakic
mozna tworzyé z dowolnego zbioru skoriczonego”. Znajduje zastosowanie w Leo-
rii zbioréw, teorii graféw, rachunku macierzowym, ale tez w rozwiazywaniu pro-
bleméw transportowych i badaniu populacji. Mozna ja rozpatrywaé z réznych
punktéw widzenia, o czym bedzie mowa w tej ksiazce.

W latach siedemdziesiatych, kiedy po raz pierwszy oferowano wyklady doty-
czace kombinatoryki, byta ona traktowana jako tatwy przedmiot, chetnie wybie-
rany przez studentéw miodszych lat. Jednakze popularnosé wyktadéw z kombina-
toryki wynika przede wszystkim stad, ze rozwazane W niej zagadnienia sa jasno
formutowane i zrozumiate, cho¢ w wielu przypadkach odpowiedzi na stawiane
pytania nie naleza do tatwych, Ponadto dzigki réznorodno$ci omawianych tema-
6w, nawet gdy jeden dziat jest dla studenta niezrozumiaty, z nastepnym moze juz
nie mieé klopotow.

Istnieje oczywiscie niebezpieczeristwo, ze taki konglomerat bedzie jedynie ze-
stawem zagadnieri z wiedzy og6lnej. Jednakze, przygotowujac material do takiego
wyktadu, zaczyna si¢ rozumieé, jak wiele zagadnieit jest ze soba powiazanych.
Niektére z tych wzajemnych zaleznogci staja sie jasne dopiero po wieloletnim zaj-
mowaniu sie ta dziedzina. Ma si¢ wielka satysfakcje, kiedy student po raz pierw-
szy skojarzy, z¢ przyktad dotyczacy spoczekalni u lekarza™ z rozdziatu 1 moze
by¢ uzyty do rozwigzania problemu ,,pani domu” 7 rozdziatu 12, lub odkryje, ze
twierdzenie dotyczace turniejéw moze zostaé udowodnione w bardziej elegancki
spos6b dzigki wykorzystaniu prostego zastosowania twierdzenia o matzerstwach.

MG6j wybér aspektow kombinatoryki ma, oczywiscie, bardzo osobisty charak-
ter. Sktada si¢ nan duzo materiatu z teorii graféw oraz teorii ranswersal. Piszac
te ksigzke, przyjatem zasade, ze nie skupiam si¢ na danym temacie W jednym
tylko miejscu, lecz nawiazuje do niego wielokrotnie w réznych czesciach tek-
stu. Wydaje mi sig, ze jest to najbardziej atrakcyjny sposéb prezentacji materiaty,
a przerwa w wykladzie, zanim pozna si¢ kolejne zastosowanie pewnego twier-
dzenia, daje sposobno$¢ glebszego zrozumienia go. Chociaz nie jest konieczne
szczegblne przygotowanie merytoryczne, przyswojenie wiekszo$ci z omawianych
zagadnien wymaga pewnej matematycznej dojrzatosci i praktyki akademickiej.
Zamieszczony w ksiazce materiat jest wystarczajacy do pelnego rocznego wy-
ktadu. Prowadzacy zajecia moze jednak przenie§¢ niektore zagadnienia na kurs
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-dla bardziej zaawansowanych lub po prostu opuscié pewne trudnicjsze kwestie

i dowody. ‘

. ‘Na ll?ojc Se:rdecznc podzickowania w petni zastuguja Hazel Perfect oraz, nie-
zyjacy JuZ‘.dzn.é, Leon Mirsky. Oni to bowiem napisali pionierskie prace 1doly-
czace teorii transwersal, oraz bardzo fagodnic wprowadzali mnie w te tcn’latykc

gdy rozpoczynalem pracg jako wyktadowca. Serdeczne podzigkowania naleza si(;
vyszys%k'nn autorom, kidrych prace miaty pewien wpltyw na dob6r przeze mnie ‘te—
matyki i spos6b jej prezentacji. Stowa uznania kieruje réwnicz do Petera Brooks-
banka, absolwenta Uniwersytetu w Shelfield, zajmujacego si¢ teraz praca n;h
ukowa, za przeczytanic rgkopisu i wicle cennych uwag. Ale przede wézystkim
z catego serca dzigkuj¢ wiclu moim studentom Uniwersytetu w Sheffield, kiérzy
przcz e w.szystkic lata uczeszezali na moje wyklady z kombinatoryki i p(;dziclz;li
}I‘léj entuzjazm do (¢j dziedziny. Uczenie ich bylo dla mnie wiclka przyjemnogdcia
i prawdziwym zaszczytem, ‘ l

VICTOR BRYANT
1992

1

Wspoélczynniki dwumianowe

W kazdym wykladzie z kombinatoryki wielokrotnie wystepuje pojecie wybiera-
nia pewnej liczby obiektow. Pierwszy rozdzial méwi wigc o wyborach i liczbie
sposobéw dokonania takich wyborGw. Nie zawiera zadnych twierdzen, a po pro-
stu wachlarz réznorodnych poje¢ opisanych na przykladach. 1 chociaz pojecia te
s4 elementarne, a wiele z nich jest znanych, wickszo$¢ czytelnikéw zapewne od-
najdzie wéréd nich jakie$ nowe aspekty.

Dia danych n obiektéw niech (',L) oznacza liczbe wybor6w k obiektéw sposréd
n: kolejno§é, w jakiej sa wybierane te obiekty, jest bez znaczenia.
Przyklad: W ksiazce tej jest 16 rozdzialéw: ile jest ré6znych wyboréw dwéch
rozdziatéw sposréd nich? Ogdlnie, na ile sposobéw mozna wybra¢ dwa obiekty -
sposréd n?
Rozwiqzanie:

16 16 <15 -
(15) =505 2

Jest kilka sposobéw, aby si¢ o tym przekonaé. Na przyklad mozna wypisac
wszystkie pary rozdziatéw, majac 16 mozliwosci dla pierwszego elementu pary
i 15 pozostatych mozliwosci dla drugiego elementu pary:
1,2
1,3
1,4  Na tej ligcic jest oczywiscie 16 x 15 par, ale
zauwazmy, ze kazde dwa rozdzialy pojawiajq si¢
’ na niej jako dwie rézne pary. Na przyktad 7 ill
1,16 pojawi sie raz jako ,,7, 117, a potem ponownie
2,1 jako ,11,7”". Poniewaz dla nas nie ma znaczenia
2,3 uporzadkowanie, wyslarczy, ze policzymy tylko
2, potowe par z tej listy, a otrzymamy, Ze (*9) jest
réwne 120, jak powyzej.

16, 14
16, 15



10 Rozdziat 1

[nnym sposobem weryfikacji, Ze ( '26) = 120, jest ponowne wypisanie par, przy
czym, chcac uniknaé powtdrzen, zapisujemy jedynic te, w ktSrych pierwszy ele-
ment jest mniejszy od drugicgo (jak ,,7, 117):

1,2
1,3
15
1,16
2,3
: 14 Na tej ligcie kazda z mozliwych par wystepuje doktadnie
2,16 raz, a wiec musimy po prostu zliczy¢ pary, otrzymujac
34 (") =15+ 1413424 1= £ x 15x 16
' tak jak poprzednio.
: 13
3,16
14, 15 )
14,16
15, 16} 1

Oczywiscie, oba rozumowania rozciagaja si¢ na wyb6r dwéch sposréd n, dajac

(D = In(n—1) D

Przykiad: Na ile sposobéw mozna wybraé trzy sposréd 16 rozdziatéw? Wykazad,
ze w og6Inosci

(n _ (n.—— 1) <n—2> <n—3 (3 2

3) =L2 )T 2 )T 2 ) oot 2)"”(2)
Rozwigzanie: Postepujac lak jak w pierwszym podejsciu poprzedniego rozwigza-
nia, otrzymujemy listg ztozona z 16 x 15 x 14 w6jek rozdziatéw; 16 mozliwosci
dla pierwszego elementu tréjki, 15 pozostatych mozliwosci dla drugiego elementu
i 14 pozostatych mozliwosci dla trzeciego. Jednakze kazdy poszczegdlny zbidr
trzech rozdzialéw bedzie wystepowal na tej dhugiej liscie szes$é razy (na przyklad
7biér zlozony z trzech rozdziatéw 7, 11 i 15 pojawi si¢ na niej jako 7,111,157,
,7.15,117, 11,7157, ,11,15,7", ,,15,7,1 1 i ,,15,11,7). Stad liczba réznych wy-
boréw trzech rozdzialéw sposréd 16 wynosi

16\  16x 15x 14
( A ) e = 560
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Drugie podejicie w poprzednim rozwigzaniu polegato na wypisan'i u iqgianych wy-
poréw tak, ze pierwszy element byt mniejszy od drugieg(?. Umkggh.émy w ten
spos6b powtdrzei par. Podobniec mogliby$my teraz wyplsa.é Lréﬁg, z kt§rych
kazda bytaby w rosnacym porzadku: aby okredli¢ liczbe takich tréjek, mozemy
skorzystaé z rezultatu poprzedniego przykladu:

1,2,3
1,2,4 15 .
( 2 > tréjek zaczynajacych si¢ od 1
1,15,16

2,3,4 l
: (l;) tréjek zaczynajacych si¢ od 2
2,15,16

3,4,5 l
: (l;) réjek zaczynajacych sie od3
3,15,16

13,14, 15 .
13,14,16 <2> wréjek zaczynajacych sig od 13
13,15,16

N

14,15,16} (2> r6jek zaczynajacych sig od 14

W konsekwencji

(5)-(2)+ () () ()2 =

Pozostawiamy czytelnikowi do wykazania, ze podobne rozumowanie wyboru
trzech obiektéw sposréd n datoby zalezno$§é

0-(3) () C) (0 3

Ten subtelny wstep naprowadza na mysl, ze w przypadku wyboru k ob.iektéw
sposr6d n, gdzie jest istotna kolejnos$é wybierania, liczba wyboréw wynosi

nx(n—1)x(n—-2)x...
~— ——
k ticzb
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Jc?eli jednak kolejnogé, w kidrej sa wybicranc obiekty, nie ma znaczenia, (0 kazdy

2biér 7tozony z k obiektéw bedzic wysigpowat w tej globalnej ilosci
kx(k—1)x{k—-2)x - x2xl

razy. Hoczyn ten jest zapisywany krétko k! (i jest nazywany k silnia). Tak wigc
liczba réznych wybordéw k obiektdw spoSréd # jest dana wzorem

(n) _nn=1)(n-2)...(n—k+1) n!

k Kk—U(k~2). 1 kK(n—k)

Zatozylis$my oczywiscie, z¢ n oraz k sq dodatnimi liczbami catkowitymi, takimi
z¢ k < n. Przyjmujac konwencjg, iz 0! == 1, powyzszy wzdr ma w dalszym ciagu
sens w przypadku, gdy albo &, albo n jest rowne zero. Jezeli zas k > nlub k <0
(o przyjmujemy, ze (}) jest 0. ,

?rzyk&ad: Niech k oraz n bedag liczbami catkowitymi takimi, 7ze 1 < k& < n. Stosu-
jac argument wyboru pokazaé, zc

(n) _ (n—l>“ <n~2 | n-3 K\ (k-1

k k—1 k—1 k— 1 ~""'”'“<k-—1) " (k-l)
Ro.zwiqzanie: Lewa strona wyrazenia jest po prostu iloscig wyboréw k liczb ze
’/,bl()l‘ll. {1,2,. - ,r.z}.. Iie spodréd tych uktadéw ma | jako najmniejszy element? Ile
ma 2 jako najmniejszy clement? Rozwigzanie, ktdre uogdlnia koncepcje wyko-
rzystang w poprzednich przykiadach, pozostawiamy teraz czytelnikowi. ]

Przyklad: Ile razy otrzymamy x* w rozwini¢ciu wyrazenia (1 -+ x)"?
Rozwiqzanie:
()" = (L) (L4 x) (T x) . (] - x)

-
horazy

Mpglibyémy udowodnié¢ ten rezultat metody indukcji wzgledem n, ale za-
miast tego zastosujemy argument wyboru. Wymnozenie czynnikéw w wyrazeniu
(1 ~i.—x)" polega na dodaniu wszystkich sktadnikéw, otrzymanych przez pomno-
'.'),eme jednego elementu z pierwszego nawiasu (mianowicie albo 1, albo x) przez
Jeficn element z drugiego, przez jeden z trzeciego ild. Aby otrzymad XX, nalezy
wigc wybrac x z doktadnie & sposréd # nawiaséw. Stad globalna liczba x* w roz-
wgianym rozwinigciu jest rowna liczbie wyboréw k nawiaséw sposréd i, miano-
wicie (}). , O

Z przykiadu tego wynika, 7c

(14x)" = (:;) + (’;) X (’2')9 R (Z) P (2) o

Jest to dobrze znane rozwinigcie dwumianowe, dlatego liczby (Z) $4 nazywance
czesto wspdiczynnikami dwumianowymii.
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Przyklad: Pokazac, Ze

(5) () ()0 ()=

Rozwigzanie: Najprostszy spos6b otrzymania (Cgo wyniku to podstawienie w roz-
winigciu dwumianowym za x jedynki. Alternatywna metoda, wykorzystujaca ar-
gument wyboru, jest zliczenic wszystkich podzbioréw zbioru n-clementowego.
Mamy (g) podzbioréw nic zawicrajacych zadnego elementu (4., po prostu, zbi6r
pusty), ('l') podzbioréw jednoelementowych, ('2') podzbiordw dwuelementowych,
itd. Lewa strona wyrazenia reprezentujc wige liczbe wszystkich podzbioréw
zbioru n-clementowego. Czy istnieje szybsza metoda zliczenia tych podzbioréw?
Aby utworzyé podzbidr nalezy, po prostu, dla kazdego sposréd n obiektéw za-

- decydowad, czy nalezy on do podzbioru, czy nie. Jest 10 dwuwartoéciowy wybor

i jest on dokonywany niczaleznie dla kazdego z n obiektow. Konsckwentnie liczba
sposobéw wybrania jakiego$ podzbioru wynosi 2", co implikuje powyzszy rezul-
tat. 0

Przyklad: Wyobrazmy sobie, Ze len rysunck —eB
przedstawia prostokatna krat¢ ulic. Cheemy
przejéé ulicami od A do B, idac najkrét-

szq 2z mozliwych drég. Ilc jest takich drég?
Uog6lni¢ otrzymany wynik na krat¢ o dowol- A
nych wymiarach. '

. . . B
Rozwiqzanie: Dwie typowe drogi od A do

B przedstawiono na rysunkach. Kazda naj-

krétsza droga od A do B musi skladaC sie

z dziewieciu odcinkéw w kierunku B, in- AT GPPPGGPPP

nymi stowy: kazda droga musi zawiera¢ dzie-

wigé odcinkéw, z kiérych dowolne trzy mu- : —eB

sza byé ,do gory” (G), a pozostale musza

byé ,.w prawo” (P). Dla przyktadu pokazane

dwie drogi moga by¢ opisane za pomoca cia-

géw ztozonych z ,do g6ry” i .w prawo”, AT PGPPPPGPG

tak jak zostalo to przedstawione. Stad liczba

mozliwych do przyjecia drég od A do B jest n -

réwna liczbie sposobéw wskazania, kidre trzy , I

gpodréd dziewigciu odcinkéw musza byé ,do

gory”. Mamy (3) = 84 takich wyboréw.
Podobne rozumowanie pokazuje, ze liczba l

najkrétszych drég od A do B w kracie przed- A

stawionej po prawej stronie (koniecznic trzeba przej$é n odcinkow, z ktérych do-

wolne k musi by¢ ,.do géry™) wynosi (}). o

k
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Przyklad: Niech & oraz n beda liczbami catkowitymi takimi, 7e | < & < n. Poka-

zaé, 7¢e
(n) B (n. -1 n n—1
k) k k—1

Rozwiqzanie: Zaleino$é ¢ mozna udowodnié¢ na wiele sposobéw. Najbardziej
nudne byloby rozpisanie kazdej swrony za pomocy silni i pokazanie, ze Q)erymu-
jemy e same rezullaty. Inny sposéb polegatby na zbadaniu, ile razy uzyskamy
sktadnik ¥ w (14 x)" i (14x)(1 +x)""" (kiSre sa tym samym wyrazeniem). Jed-
nak rozwiagzanie, kiére zaprezentujemy, wykorzystuje omawiane powyzej drogi
w kracie.
W przedstawionej obok kracie mamy
Z) najkrétszych drég od A do B. Drogi
te sa dwojakiego rodzaju: te, w kto-
rych ostatni odcinek jest ,,w prawo™ (4.
te, ktére dochodzg do B z By), oraz
te, w ktérych ostatni odcinek jest ,,do
g6ry” (4. te, ktére dochodzy do B « By).
W ten sposéb

By B
By

o, e e e

n
(k) = liczba drég od A do B
= (liczba drég od A do By) -1 (liczba drég od A do B,)
B <n—1> ! n—1
k k-1
¢o nalezato pokazad. O
Zalezno$¢ przedstawiona w tym przyktadzie jest baza tworzenia trdjkata Pas-

{;a.la. dla wspétczynnikéw dwumianowych, w ktérym kazdy kolejny wspéiczynnik
jest sumg dwdch stojacych tuz nad nim:

Przyklad: Ile rozwigza ma r6wnanie

Xt 4+ X34 X3+ x4 =6

Wspélczynniki dwumianowe 15

gdzie kazde x; jest nieujemnay liczba catkowita? lle rozwigzan ma réwnanie
xypA-xptb X =0

gdzie kazde x; jest nieujemna liczba catkowity?

Rozwigzanie: 1 tym razem odpowiedZ mozna znaleZé kilkoma sposobami (jeden

7 nich zobaczymy w zadaniach). Tak jak poprzednio wybieramy rozwigzanic wy-

korzystujace drogi w kracie. Z przyczyn, ktére wkrétce stana si¢ jasne, bierzemy

krate z czterema ulicami poziomymi i szescioma odcinkami ,,w prawo”.

Dwie najkrtsze drogi od A do B
sa przedstawione na rysunkach. Je-
zeli teraz potraktujemy liczbe prze- rzad 3 =1
bytych odcinkéw w rzedzic i jako

rzad 4 B x4=0

. . . vzad 2 x3 =4

x;, to drogi te daja si¢ »przettuma-
czyé” na podane rozwigzania row- vzad | x =1
nania x| + X2 -+ x3 x4 = 6.

Istnieje w_l@c \:vzaj‘cmme _]CdﬂOj rzad 4 B xa=1
znaczna zalezno$é miedzy drogami
a rozwiazaniami i stad wynika, ze rzad 3 x3=3
. . ’ . 4
liczba rozwiazar wynosi (3) = 84. rzad 2 X =
Podobne rozumowanie pokazuje, z¢ read | : X =

liczba rozwiazar réwnania
x14+x+. . AXxe=n

jest réwna liczbie najkrétszych drég od jednego naroznika do drugiego w kracie
ztozonej z k ulic poziomych i n odcinkéw ,, w prawo”. Na takiej drodze trzeba
przej$é n+k — 1 odcinkéw, z ki6rych dowolne k — 1 musi by€ ,w gére”. Stad
wiec liczba rozwigzan wynosi (";’f?' . 0

Do tej pory rozwazaliSmy wsp6lczynniki dwumianowe. Przedrostek ,dwu”
wskazuje, ze mamy do czynienia z dwuwarto$§ciowym wyborem, tj. zaliczy€ lub
nie zaliczyé danego elementu. Mozemy w prosty sposéb rozszerzyC en pomyst
na wsp6tczynniki wielomianowe.
Przyktad: Ile réznych dziesigciocyfrowych liczb mozna utworzy¢, zapisujac
w dowolnej kolejnosci dziesigé cyfr 4, 4, 4, 4,3,3,3,2,211?
Rozwigzanie: OdpowiedZ brzmi

10!
41 x 31 x 2!

Aby si¢ o tym przekonaé, mozemy wzorowad si¢ na rozwigzaniu pierwszego prey-
kiadu, dotyczacego wspStczyniikéw dwumianowych. WyobraZzmy sobie dtuga li-
ste, ztozong z 10! liczb utworzonych z danych dziesigciu cyfr, zapisanych w do-
wolnej kolejnosci: na tej licie bedzie mnéstwo takich samych liczb. Na przyklad
liczba

= 12600

4231442343

THARI
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wystapi na nicj 4! x 3! x 2! razy, gdyz przestawianic migdzy soba czwérek w ob-
rebie ich czterech migjse, tréjek w obrebic ich miejsc i dwdjek w ich obrebie, nie
zmieni samej liczby. Podobnie kazda z innych mozliwych liczb bedzie wystepo-
wata na tej liscie 41 x 3! x 2! razy, co daje powyzszy rezultat.

Zauwazmy allernatywnic, z¢ zagadnienic Lo jest rGwnowazne wyborowi czie-
rech miejsc z dziesigciu moziiwych dla czwdrek, nastgpnie trzech miejsc z po-
zostatych szedciu dla tréjek oraz dwdch miejse z pozostatych trzech dla dwdéjek:
ostatnie wolne micjsce jest dla jedynki. Liczba sposob6w wykonania tego wyboru

GRS

tak jak poprzednio. O

am - (4) (3) 6) ()

moze by¢ takze interpretowana jako liczba sposobow rozmieszezenia dziesigciu
obiektéw w czterech pudetkach, z kiérych pierwsze zawiera cztery obiekty, drugie
lrzy, rzecie dwa, a czwarte jeden obickt. Ogdlnie, jezeli r > 2 oraz ki, ka, ... ,k,
sq liczbami catkowitymi takimi, zec &y -} ko - ... -+ k, = n, to liczba sposobow
rozmieszezenia n obiektéw w r pudetkach z k; obiektami w pierwszym pudetku,
ka w drugim, ... oraz k, w r-tym, jest nazywana wspdiczynnikiem wielomianowym
i jest oznaczana symbolicznic
e )
ki ke ke

Jezeli kidrakolwiek z liczb &; jest ujemna, to wspSlczynnik ten jest zerem. Jezeli
za$ wszystkic k; sq nieujemne, to kitdry badZ z argumentéw uzyty w ostatnim
rozwigzaniu doprowadzi do

Ta odpowicdz,

" B n! L
kv ky o k) klkglee-k !

Wspdétezynniki wielomianowe stosujemy tylko wéwezas, gdy r > 2 oraz r liczb
stojacych w dolnym rzedzie sumuje si¢ do liczby z gérnego rzedu. Zauwazmy, ze
w szczegolnosci, gdy r = 2, wspélezynniki wiclomianowe redukuja si¢ do zwy-
kiego wspélczynnika dwumianowego, gdyz

H . n! . n! N n
ki k) kitk! T kM n—ki)! T\

Réwniez pewne wlasnodci wspétezynnikéw dwumianowych przenosza sig tatwo
na wspétczynniki wielomianowe.
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Przyklad: Pokazaé, ze

n _‘( n—1 ) N
(kl k2 k‘3 st kr - k] —1 k2 k3 . kr
n—1
- 4
! <k1 k2 -_ ] k3 PN k,>

n—1 )
ek ki ky ks - k1

Rozwiqzanie: Musimy rozmiescic n obiektéw w r pu.delkach, przy CZ‘le.l kf obiek-
6w ma byé w pierwszym pudetku, k; w drugim, ... i k, w rttym. Jezeli pler'wszy
obiekt jest umieszczony w pudetku i, t0 pozostate n — 1 obiekty musza by¢ roz-
mieszcezone w r pudetkach, 2 ki obicktami w pierwszym pudetku, k; w drugim,

k; — 1 w i-tym oraz k, w r-tym. Poniewaz i moze przyjaé kazda z wartoSci o[g

sasy

| do r, zatem zadana zalezno$¢ wynika juz w spos6b oczywisty.

Przyklad: Rozwinigcie dwumianowe moze by¢ zapisane w postaci

n n n n n—1p | n )an—2b2+'“
(a+b) :<h. O>a + (n——l l)a bk(u—Z 2
n n Ky ko
+ b= ( )a b
(() n.> K ,kzz:;o ki ko

kyt-ka=n

Pokazad, ze w ogbinosci

n ki ka ok

(a-l +as -|““—|—a,.)" — Z ok agay ...a,

ki - .
Ky 20
kytoot-ke=n

Rozwiqzanie: Ponownie mozemy wzorowac si¢ na metodzie uzytej dia rozwinie-

cia dwumianowego:

(@ +ar+--+a) =
=(ay+ay+--+a)(a+at-+a)...(atapt- -ar)
h n razy

v . ky k; k, .
Po wymnozeniu tych nawiaséw wsp6iczynnik przy.a,‘azZ ...asr bedzie réwni
liczbie sposobéw wyselekcjonowania ay z ki nawiasow (wybranych spo$r
wszystkich), wyselekcjonowania a; z kz nawiaséw (wybranych sposréd pozosia-

tych) itd., az do otrzymania Zzadanego wyniku, O

Zakoriczymy ten wstepny rozdziat duzym wyborem zadan; do Lth, ktére ozna-
czono przez [W], mozna znaleZ¢ pomocna (7) wskazéwke w czc.éfn zaczynajacej
si¢ od strony 248, a do tych, ktére wymagaja gﬁpg\yiedzn liczbowej (oznaczone sa

.‘\:“J‘ o JECAE] icg: 5

2 — Aspekty kombinatoryki . ,:r;>\»

i : )
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one przez [O]), konkretne wyniki sq zamieszczone w czgsci zaczynajacej si¢ od
strony 273.

ZADANIA

1. Stosujgc rézne metody, pokazac, ze

G)quQ | (W]

2. W kolejce do kina stoi n os6b (przy czym, przynajmniej w Anglii, kolej-
nosé 0séb w kolejce nigdy sig nie zmienia). Osoby te sg wpuszczane do kina
w k grupach, z kt6rych kazda sklada si¢ z jednej lub wigcej 0s6b. Na ile

sposobéw mozna utworzyé tych k grup? [W,0]
3. Ile rozwigzan ma réwnanie
Xypbxgtee b xes=n
gdzie kazde x; jest dodatnig liczbg catkowity? [W.,0]

4. (i) Zastosowaé odpowiedz do zadania 3 w celu przedstawienia innego uza-
sadnienia znanego nam juz faktu, ze liczba rozwigzan réwnania

Xy 14 X2 _i., N ' X == N
gdzie kazde x; jest nieujemna liczba catkowita, wynosi (",’(kj') (W]
(ii) Biorac pod uwage liczbe tych x;, kt6re sa zerami w (i), oraz stosujac
odpowied# do zadania 3 dla dodatnich x;, pokazad, ze

-G OC DO
+Qﬁ005ﬁ

5. W poczekalni do lekarza, w rzedzie ztozonym z n krzeset, siedzi k pacjentéw,
w kolejnoéci od lewej do prawej, w ten sposéb, ze zadni z nich nie znajduja
si¢ na sasiednich krzestach. Na ile réznych sposobéw mdgiby by¢ wybrany
odpowiedni zbi6r k krzeset? [W,0]

6. Rozwazajac kolorowanie k sposréd n obiekiéw, majac do dyspozycii dwa
kolory, pokazaé, z¢c

(6 OB ()0

LT
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7.

9.

10.

Stosujac kazdg z podanych metod, pokazac, ze

() () () e () - )

(i) Zastosowaé rozwinigcie wyrazenia (1+x)2". [W]
(ii) Rozwazyé wybor n 0s6b ze zbioru 2n 086b, ki6ry sktada sigzn mgiczyzn
i n kobiet. (W]
(iii) Zliczyé najkrétsze drogi w odpowiednicej kracie. (W]

. (i) Z grupy 2n osobowej, zlozonej z n mezezyzn i n kobiet, chcemy wybrac

podzbi6r przy jednym tylko zastrzezeniu, ze liczba wybranych mezezyzn jesf
réwna liczbie wybranych kobiet. Stosujac wynik zadania 7, pokazaé, ze taki
podzbiér moze by¢ wybrany na (*") sposoby.

h
(it) Tym razem chcemy wybra¢ podzbi6r tak jak w (i), a nastcpnit.: wska-
zaé przywédce spodréd mezczyzn i przyw6dczynie sposréd kobiet tego
podzbioru. Obliczy¢ liczbe sposobéw wybrania najpierw konkretnego pod-
zbioru, a nastgpnie odpowiednich przyw6deow, a takze obliczy¢ liczb¢ spo-
sob6w wybrania najpierw przywo6deow, a nastepnie pozostatych nalezacych
do podzbioru. Wywnioskowac, Ze

2 2 2 2 o —2
o (n 2 (N (N (Y (P )
1 <1> -2 <2> 3 (3 - -1 n n n1

(iii) Stosujac rézne metody, pokazac, ze

I H H R n — n—1 W
<l> -+ 2<2> + 3<3> | HL(n) n2 (W]

(i) Jezeli narysujemy na plaszczyznie n prostych, z kt6rych zadne dwie qic
sa réwnolegte oraz zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie, to ile
bedzie wszystkich punkiéw przecigcia? [0]
(ii) Jezeli narysujemy na plaszczyznic n prostych, z kt6rych x jest réwnole-
ghych w jednym kierunku, x; réwnoleglych w innym kierunku ... i.xk 'r()\/\'/—
nolegtych w jeszeze innym kierunku oraz zadne trzy prosie nie przecinaja si¢
w jednym punkcie, to pokaza¢, ze liczba punktéw przecigcia wynosi

L= (B ) (W]

(iii) Narysowaé zbi6r 17 prostych przecinajacych sie¢ w 101 punktach, przy
czym Zadne trzy proste nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. [W,0]

(i) Ile ré6znych prostokatéw mozna wyznaczyé W przedstawionej na nastep-
nej stronie kracie wymiaru n x n? (Jeden z takich prostokalow jest zakresko-
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wany: oczywiScie prostokaty muszg mie¢ dtugodé i szeroko$é co najmniej
jednego odcinka, dopuszczalne sq takze kwadraty). [W,0]
Al

(ii) Korzystajac z odpowicdzi do (i), poka-
zaé, ze liczba prostokatéw lezacych w le- - n >
wym, gérnym narozniku wymiaru r x r roz- ]
wazanej kraty, ktore dotykaja co najmniej

jeden z dwéch wewnetrznych brzegéw na- 7
roznika (jak pokazany dolny prostokat), wy-
nosi r3. W]

(iii) Pokazac, ze w rozwazancj kracic jest
P23 pgn?
prostokatéw, a nastgpnic wywnioskowad, ze

P2 437 b = (dn(n+ 1)) -—

|

(iv) Ile sposréd 13+ 23 4 3% 4 ... 4 1 pro-
stokatow jest kwadratami? 10}

(i) Pokazaé, Zze suma liczb stojacych w r-
-tym rzedzie ,tréjkata”, przedstawionego
ponizej, wynosi ("5') i, korzystajac z tego,
wyrazi¢ sumg wszystkich liczb zawartych
w ,tréjkacie” w postaci jednego wspélezyn-
nika dwumianowego. (O}

AN

(if) Sumujac na rézne sposoby liczby stojace
w ,,trojkacic” wywnioskowaé, ze A

Len+-2-(n=1)+3-(n=2)f -

el = (n + 2)
3

(iii) Ile wéjkadw zorientowanych do gory,
w ten sam Sposéb jak tréjkat ABC, mozna
wyznaczyC w kracie takiej, jak pokazano, ale
skladajaccej sie z n rzedéw? [W,0]

C B
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(iv) Przedstawi¢ w postaci sumy wspGtczynnikéw dwumianowych liczbe
tréjkatow zorientowanych odwrotnie niZ w (iii). [W,01]

12. Jezeli na obwodzie kota jest rozmieszczo-
nych n punktéw i kazda para punktow
jest potaczona linig prosta, to koto dzieli
sie na pewna liczbg obszaréw. Pokazal,
ze jezeli-zadne trzy prosic nie przetng sie
wewnatrz kota, to liczba obszar6w bedzie

o (2)+(2) N

2 4

13. W kolejce po lody w cenic 50 pensow ustawito si¢ m - n 0s6b. Sprzedawca
nic ma pienigdzy. Doktadnie m spoéréd\czekajqcych ma tylko monete pigc-
dziesieciopensowa, a kazda z pozostatych n os6éb tylko banknot jednofun-
towy. Rozwazajac drogi w kracie, znaleZé prawdopodobieiistwo, ze w kaz-
dym momencie sprzedawca bedzie mial odpowiednia ilo§¢ drobnych pienig-
dzy, aby obstuzy¢ kolejnego klienta. {W,0]
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Ile jest drzew?

Teoria graféw bedzie drugim waznym tematem tej ksiazki. W tym wprowadzaja-
cym rozdziale zbadamy jednak szczegStowo tylko jeden specjalny typ grafu. Zli-
czajac za$ grafy tego typu, zastosujemy nieklére 7 metod opisanych w picrwszym
rozdziale.

Graf G == (V,E) sklada si¢ ze skoriczonego, niepustego zbioru wierzchotkéw V
i zbioru krawedzi E, ki6ry jest dowolnym podzbiorem par {{v,w} i vw € V,v 5
# w}. KrawedZ {v,w} jest zwykle zapisywana symbolicznie vw (lub wv). M6-
wimy wéwczas, ze fqgezy ona wierzchotek v z wierzchotkiem w, a v oraz w nazy-
wamy koricami (lub wierzchotkami koricowymi) krawegdzi vw.,

Przyklad: Niech G = (V, E) bedzie grafem na zbiorze wierzchotkéw V == {Meryl
Streep, Dustin Hoffman, Jeremy I[rons, Anne Bancroft, Robert Redford} i niech
»Zbidr krawedzi” bedzie zdefiniowany nasigpujaco:

E = {vw:vyw €V zagrali razem w filmie przed rokiem 1992}

W grafie tym na przyktad Meryl Streep jest potaczona z Jeremy Irons, gdyz oboje
grali w filmie Kochanica Francuza. Mozemy zilustrowaé G, przedstawiajac wierz-
cholki jako punkty na ptaszczyZnie i taczac dwa wierzcholki linig prosta (lub
krzywa), jezeli w grafie sa one polaczone krawedzia;

Robert
Redford

J Anne
rons Bancroft
Irons

Mery} Dustin
Streep Hoffman

O

Zauwazmy, ze w grafie jakakolwick para réznych wierzchotkéw moze, ale nic
musi, by¢ polaczona krawedzia: nie dopuszczamy jednak sytuacji, w kiérej wierz-
chotek jest polaczony z samym sobg, jak réwniez takiej, w ktérej dwa wierzcholki
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sa boiaczone kilkoma krawedziami. NiektOrzy autorzy nazywajq takie gra’fy wgra-
fami prostymi”: te proste struktury $3 wystarczajace dla wielu zastosowan.

Zanim bedziemy mogli przej$é do studiowania réznych agpektéw. teorii graféw,
potrzebujemy pewnych fachowych okreslen. W grafie szlak jest to c1ag wierzchot-
kéw

VI, V2, V3, Va-13Vn

(w kt6rym sa dozwolone powtérzenia) taki, ze wszystkie vy v2,'V2\)3, e Vi1V 1:3
r6znymi krawedziami grafu. Jezeli dodatkowo zatozymy, ze wnerzchoikl' w szla
nie moga si¢ powtarzaé, to mamy do czynienia ze Sciezkq. Szlak postacl

Vi V2,y-ee V- 13 Vi Vi

gdzie vi,vz,. .,V jest Sciezka, jest nazywany cyklem (lul,), obwod'em):. 'Il‘:\k w:g;:i
na rysunkach przedstawiajacych grafy, ,szlaki przenosza ‘na’s wzdh;(zé raweze—
od jednego wierzchotka do innego: mozna przy t.ym przec.lqc‘tras.e, _’.t'rg wcra?
$niej wybrano, ale nie wolno przej$é zadnego odcinka drogi wxccre) niz ée e“um;;
LCykl” jest obejsciem dookota nie przechodzacym po drodze przez zaden p
wiecej niz jeden raz.

Przyklad: (oparty na cz¢Sci potaczen kanatowych w Birmingham)

wyrley

anglesey °

Przykladami szlakéw sa

horscley ¢Sl p, h,b,v,p, 8
i

v,,¢Lb,v,ph

Przyklady cykli to

salford b,h,p,v;b
i

h,p, s, 66 b, h

lane

O

7Z natury rzeczy graf w fym przykladzie ma (¢ wiasnoé(:,. ze jest mozliwe [?I"L;]_](—'
écie z dowolnego wierzchotka do kazdego innego, wzd.luz pewnego szlaky. t . i
graf nazywa si¢ spdjny. Jezeli wlasno$é ta nie zaghpdzn, to graf naz;c;vla glcsgz_ _
spdjny. w tym przypadku graf sktada sie Z pewne} hczby. ,,kawalkéwd lé g_ -~
dowych”. (Chcac zdefiniowac to w spos6b formalpy, musimy wprowaczi pwjii e
podgrafu grafu G = (V,E), ktéry jest po prostu innym gr'fxfcm, ) szoré?b.orem ,
chotkéw bedacym podzbiorem zbioru V i zbiorze krawedzi bedz}cym podz lf )
zbioru E. Wéwczas sktadowa grafu jest jego maksymalnym spéjnym podgrafem.
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W rozdziale tym bedziemy si¢ zajmowaé ,drzewami”, kidre s szczegblnym
typem grafu. Z pewnoscia czytelnik spotkat si¢ juz zc stowem ,,drzewo”, uzytym
do opisania pewnych grafowopodobnych struktur: ’

Przykiady:
Jerzy V O

ROO

RO

~ Poczitek
Jerzy V1 Edward VI ROR
R RRO
Matgorzata Elzbieta U

' RR

Dawid Sara  Karol ' Anna RRR

Czesc drzewa genealogicznego rodziny kedlewskicj Drzewo probabilistyczne:
rzut monetg do trzech razy, koficzac
wezednicj, gdy liczba oriéw
przewyzsza liczbe reszek

(]

Zauwazmy, ze struktury te majy dwie wspélne whasnosci: po pierwsze skla-

daja si¢ z jednego ,.kawatka”, a po drugie jakakolwick wytyczono by na nicj trasg

(szlak), zawsze dojdzie si¢ do ,$lepej uliczki”. Te dwic whasnosci sa charaktery-
styczne dla ,,drzew”: dokladnie, drzewo jest to graf spéjny bez cykli.

Przykiad:

, (11 wierzehotkdw; 10 krawedzi)
(]

WspomnieliSmy powyzej, ze kazdy szlak w drzewie doprowadzi w koricu do
»Slepej uliczki”. Ogdlnie, w grafic G = (V,E) stopiert wicrzchotka v € V jest to
liczba wierzchotkéw, z ktérymi v jest potaczony; jest on zapisywany symbolicznie
Sv. W powyzszym przyktadzie wierzchotek 7 ma stopicn 87 == 4, a suma wszyst-
kich stopni wynosi 20, co jest réwne podwojonej liczbic krawedzi. Stosujac te
nowa terminologig, korice ,.$lepych uliczek™ (o, po prostu, wierzchotki o stop-
niu 1. Jezeli drzewo ma wigcej niz jeden wicrzchotek, to wyobraZzmy sobic ,,naj-
dtuzsza” mozliwa Sciezke, 4j. taka, ktéra ma najwigcej krawedzi. Nic jest trudno

R
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zauwazyé, ze jezeli §ciezka ta prowadzi od wierzchotka v fio wierzchot'ka vg ;Lo
oba v i w maja stopieii 1. Skorzystamy z tego faku w zz.xdamach, al?y pok?za_ » 28
drzewo o n wierzchotkach ma dokladnie n — 1 krawedzi, a zatem, ze suma stopni
zystkich jego wierzchotkdw wynosi 2n — 2.

Wgﬁglltﬁ:y;g& przejsé do zliczania drzew na zbiorze wierzchotk6w {1,2,...,n},
7 kiérych kazdy ma zadany stopien.

Przyklad: Ile jest drzew na zbiorze wierzchotkow {1,2,3,4,5}, w ktérych ﬁolp;
nie wierzchotkéw wynosza odpowicdnio $1=23,82=2,83=1,84=1i05=17
Rozwiazanie: Sa tylko trzy takie drzewa. Aby wyznaczyC je w §po§6b systema-
tyczny, zauwazmy, ze wierzchotek 5 musi by¢ potqczony dokiadn'ne Z JIv-.:dnym zpo-
zostatych. WyobraZzmy sobie, ze jest on polaczony z wierzchotkiem z,.nar.}"su_]my
drzewa, kidre otrzymamy po usunigciu wierzchotka 5 wraz z krawedzia 5

i=1 i=2
zbidr wierzchotkdw {1,2,3,4} | zbidr wierzcholkéw {1,2,3,4}
$1=282=283=158=1 §1=382=183=184=1

lub

i=3 i=4

zbiér wierzchotkéw {1,2,3,4}
51=382=283=084=1

nie ma takiego drzewa

zbidr wierzchotkéw {1,2,3,4}
hit :352:253::184:0

nie ma takiego drzewa

Majac te mniejsze drzewa, tatwo jest juz skonstruowac qu:.mc drzewa na zbiorze
wierzchotkéw {1,2,3,4,5}, dodajac dodatkowg krawedZ 5i:
5

O

Zastosujemy teraz t¢ ogélng regule do zliczania drzew o zadanych stopniach
wierzchotkéw:
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Twierdzenie: Niech n > 2 i niech d,, ... ,d, beda dodatnimi liczbami catkowi-
tymi, ktére sumuja sie do 2n — 2. Wdéwcezas liczba drzew na zbiorze wierzchol-
kéw {1,...,n}, z ktérych kazdy ma stopien, odpowiednio, 81 = d,,... ,8n = d,
wynosi
(n—2)!
(di — DNy — 1)1 Ad,, — 1)

Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze (dy — 1) + ...+ (d, — 1) = n — 2 oraz ze wzér
podany w twierdzeniu jest wspéiczynnikiem wielomianowym

n—2 '
dy—ldy—1---d,—1

Scifle rzecz biorac, twierdzenie jest rownowazne faktowi, ze jezeli dy,...,d, sa

dowolnymi liczbami catkowitymi (nieckoniecznie dodatnimi), kiére sumuja sie
do 2n — 2, 1o liczba drzew na zbiorze wierzchotkéw {l1,... ,n}, ze stopniami
d,...,dy jestréwna temu wspétczynnikowi wielomianowemu. W przypadku gdy
kidrekolwiek d; jest mniejsze badZ réwne zeru, wéwcezas zaréwno liczba drzew,
jak i dany wspoétczynnik wiclomianowy sq réwne zeru.

Udowodnimy teraz twierdzenie przez indukcje wzgledem n. Przypadek n =2
jestoczywisty. Woéwczas bowiem d) = dp = 1, czyli istnieje doktadnie jedno takie
drzewo, i warto$¢ wspétczynnika wielomianowego réwna si¢ w tym przypadku
takze 1, o

Zalézmy wige, ze n > 2, dy,... ,d, sa dodatnimi liczbami catkowitymi, su-
mujacymi si¢ do 2n — 2, oraz ze wynik jest prawdziwy dla wartosci mniejszych
od n. Poniewaz n dodatnich liczb catkowitych dy, ..., d, sumuje si¢ do wiclkosci
mniejszej niz 2n, o jedna z tych liczb (powiedzmy d,,) jest réwna 1. W ten sposéb
w drzewach, kt6re staramy si¢ zliczyé, wierzcholek n bedzie potaczony z doktad-
nie jednym z pozostatych wierzcholkéw, powiedzmy i, Wyobrazmy sobie (tak
Jjak czyniliSmy to w poprzednim przykladzie) drzewa olrzymane przez usunigcie
wierzchotka n oraz krawedzi ni. Drzewo takie bedzie mialo zbiér wierzchotkéw
{1,...,n—1} istopnic 81 =d,,...,8i =d; — |,... oraz 8(n— 1) = d,, ;. Ponie-
waz i moze przyjac wszystkie mozliwe wartosci, otrzymujemy zatem

liczba drzew na zbiorze liczba drzew na zbiorze
wierzchotkow {1,...,n} z "X‘:' wicrzchotkéw {1,... ,n—1} z
31 =dj, e 3l =dy,... 8 ==

52;_—d2,‘..,5n:d,, mdi— 1,0, 8(n—~1) = dy_y

A ile jest drzew na zbiorze wierzchotkéw {1,...,n— 1}, z 81 = dy,..., & =
=d;~1,... oraz 8(n — 1) = d,_, ? Poniewaz dy,... ,d; — 1,... ,d,- sumuja si¢
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do 2(n — 1) — 2, wigc zalozenie indukcyjne i nasze wstgpne komentarze stwier-
dzaja, ze liczba takich drzew wynosi

(n—1)-2 )
(d]-l d,»—2 (l,,_1—1

liczba drzew na zbiorze ne3

wierzchotkéw {1,...,n}z |= ’Z“l <dl N di 2 eyt — 1)
31 =dy,82 =dp,... ,On=dy B

Stad

n—1

Ale wiasnoéé sumowania wspéiczynnikow wielomianowych udowodniona
w przykladzie na stronie 17 pokazuje, ze suma ta wynosi

n—2 . (n—2)!
(dl -1 cl,,._; — 1> - (dl b 1)!'--((!,,_1 ~—1)!
(n—2)!

T = D) (dpy — D1 (dn — 1)!
=1

dajac zadany wynik dla n. To, na mocy zasady indukgji, koficzy dowéd. G

Zastosujemy {eraz powyzszc twierdzenie do zliczeni.a yvszystkich' drzew.‘na
zbiorze wierzchotkéw {1,...,n}: ten zachwycajacy wynik )es‘t nazywany ,,twicr-
dzeniem Cayleya”, kt6ry pierwszy je sformutowat (i udo.wodmi'w przypadku g(j%'
n = 6) w 1889 r. Wigcej szczegdtow o historii tego twner(*tzenla.rr.xozpa znaleZ
w fascynujacej ksiazce Graph theory 1 736-1936, cytowanej w spisie literatury.
Twierdzenie: (Cayleya) Dla n > 2 liczba drzew na zbiorze wierzchotkéw
{1,...,n} wynosi n""2.

Dowdd: Zauwazmy najpierw, iz rozwinigcie wielomianqwe, wyprowadzone
w ostatnim przykiadzie poprzedniego rozdziatu, méwi nam, ze

' n—2 k X
-2 a L. ~an
ay+---+a )” = § , ( ) 1 n
( i n W s kl ce kn

ky Atk =n—2

Z ( "'—2 )a‘{l“l...adn“]
= n
dyendi 2t dl -1 dn -1

(dy ~ D oeot{dn— =02

W szczegblnodci, przyjmujac kazde a; réwne 1, otrzymujemy

n—12
-2 e n»—2:
W= (14144 1) d“};,"?l <d1m1 d,,._1>

dyecbdy =20-2




28 Rozdziat 2

Aby wyznaczy¢ liczbe drzew na zbiorze wicrzchotkéw {1,...,n}, musimy
zsumowac drzewa o zadanych ciagach stopni dy, ... , d, po wszystkich mozliwych
warto:s‘ciach di. Wielkosci dy, ... ,d, muszy by¢ dodatnimi liczbami catkowitymi
sumchymi sig do 2n— 2. W ten sposdb, na mocy poprzedniego lwierdzenia,
olrzymujemy ’

liczba drzew liczba drzew na zbiorze
nl H H Tl ’ .
a zbiorze wierzcholkéw | .. Z wicrzchotkéw {1,... ,n} z
Leooyn A2t
{1,...,n} gzl | 8l =d1,82 = dy,... ,n =+ d,
_ Z < n— 2 >
dy el 2 dy—=1:-d,—1
dy At dy=s 20 -2
. nu—-2
i twierdzenie Cayleya jest udowodnione, O

Przyklad: Jest 16 drzew na zbiorze wierzchotkéw {1,2,3,4}, Réwnicz jest 16
prorzad'kowanych par liczb catkowitych postaci ab, przy czym a i b sa dowolnymi
hcizbamn ze zbioru {1,2,3,4}: mozna wige ,nazwac” te 16 drzew za pomoca 16
olp1§anych par liczb. Powdd, dla ktdérego wybralismy takie wtasnie nazwy, stanic
si¢ jasny za chwile, h

I

AT Z
1N2 t 21
4% g 4>3343 4
1 2
P
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Ten bardzo wdzieczny wynik 12 okreslajacy liczbe drzew na n wierzchotkach
doprowadzit do szerokiej gamy interesujacych dowodéw twierdzenia Cayleya. Je-
den z nich, z 1918 r., nalezacy do Heinza Priifera, wskazal na wzajemnie jedno-
snaczng zalezno$¢ miedzy rodzing wszystkich drzew na zbiorze wierzcholtkéw
{1,...,n} arodzing ciagéw ztozonych z n—2 elementéw, wybranych w dowolny
spos6b (4. z dopuszczalnymi powtSrzeniami) z lego samego zbioru. Jego metoda
umozliwia uzycie tych ciagéw do ,nazwania” kazdego drzewa w taki sposéb, jak
to zrobiliémy w poprzednim przykladzie. Przedstawimy teraz algorytm Priifera
nadajacy ,,nazwe” danemu drzewu, znang jako ,.kod Pritfera”.

Algorytm: Aby wyznaczy¢ kod Priifera dla danego drzewa T na zbiorze wierz
chotkéw {1,...,n}, nalezy:
I. Znale#¢ najmniejszy wicrzcholck o stopniu 1, powiedzmy v. Niechw bedzie
wierzcholkiem polaczonym z v.
I1. Zapisaé w oraz usunaé wierzchotek v wraz z krawgdzia vw.
1L Jezeli w drzewie pozostata wigcej niz jedna krawedz, to przej$é do kroku It
w przeciwnym razie zakonczy¢ algoryum.

Otrzymany ciag liczb jest kodem Priifera dla drzewa T'. 0

Poniewaz drzewo T ma n wierzchotkéw oraz algorytm wypisuje za kazdym
razem jedna liczbe dopdty, dopdki nie pozostang dwa wierzchotki, zatem wynika-
jacy ciag bedzie oczywiscie ztozony z n — 2 liczb ze zbioru {1,...,n}.

Przyklad: Stosujac algorytm do przedstawionego drzewa T, otrzymujemy jego
kod Priifera w postaci 2332:

4 5 4 5 5
3 3 3 3
T — 21— 23 —» kaiB - 2332
2 ) 2
1o 6 6 6 6 \6

Zauwazmy, z¢ W powyzszym przyktadzic kazdy wierzchotek v wystepuje w ko-
dzie v — 1 razy. Jest jasne, ze wlasnos¢ ta zawsze bedzie zachodzié, gdyz algo-
rytm zapisuje wierzchotek v za kazdym razem, gdy usuwamy pewng krawedZ
z nicgo wychodzaca, tak dlugo, az stopien wierzchotka v nie osiagnie 1.

O

Twierdzenie: Kazdy ciag n — 2 liczb wybranych w dowolny spos6b ze zbioru
{1,...,n} jest kodem Priifera dokladnie jednego drzewa na zbiorze wierzchotkéw
{1,...,n}

Dowdd: Mamy n"~? drzew na zbiorze wierzchotk6w {1,...,n} oraz mamy n
ciagéw ztozonych z n— 2 liczb wybranych dowolnie z tego zbioru. Zatem je-
zeli pokazemy, ze opisany algorytm daje dla réznych drzew rézne kody, to be-
dziemy mogli wnioskowag, iz kazdy takl ciag jest kodem Priifera doktadnie jed-
nego drzewa.

n—2
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Zatézmy wigc, ze oba drzewa 7" i 17 na zbiorze wierzcholkéw {1,... ,n} maja
ten sam kod Priifera ayay . ..a,-2: naszym celem jest pokazanie, 2e 7 =17, Z po-
wyzszych komentarzy wiemy, ze kazdy wicrzcholek v wystepuje w kodzie 8y — 1
razy. Poniewaz T i 77 majq taki sam kod, wynika stad, ze stopien kazdego wierz-
chotka v w T jest Laki sam jak jego stopied w 1. Ponadto algoryum zapisat w kaz-
dym przypadku na pierwszym miejscu a), wige T i 17 maja nastepujaca strukture:

J

najinniejszy
wierzehotek
stopnia 1w 77

i

najinmniejszy
wierzcholek
stopnia lw T

T 7

Pokazemy, ze i = j. Zaldzmy nie wprost, ze i < j. Poniewaz j jest najmnicjszym
wierzchotkiem stopnia 1 w 77, wynika stad, ze wierzcholek i (kt6ry jest mniejszy
niz j) ma w 77 stopieft wigkszy od 1. Ale wierzcholek i ma w 7' stopieri réwny
1, co jest sprzeczne z uczynionymi powyzej uwagami o stopniach wierzchotkéw:
stadi = j.

Po usunigciu w obu przypadkach krawedzi a;i algorytm jest kontynuowany,
moglibySmy wigc zastosowaé podobne rozumowanie do kazdego z pomniejszo-
nych drzew. Kontynuujac w ten sposéb, staje sig jasne, ze 7' i 7' maja identyczne
krawedzie, a wige sg takimi samymi drzewami, co byto do udowodnienia, O

Czy majac kod Priifera jakiego$§ drzewa, mozna zrekonstruowaé z niego kon-
kretne drzewo? W ostatnim dowodzie mozna bylo juz zauwazyé, jak wygladataby
taka rekonstrukcja: jezeli a) ...a, -7 jest zadanym kodem, to jego drzewo musi za-
wieraé krawed? a i, gdzie { jest najmniejszym wicrzcholkiem stopnia 1. Poniewaz
kazdy wierzcholek v wystigpuje w kodzie dv —~ | razy, wynika stad, Ze i jest naj-
mniejszym wierzchotkiem nie wystepujacym w kodzie. Ta kluczowa obscrwacja
pozwala opisa¢ algoryum, ktéry wykonuje odwrotng procedurg do poprzedniego
algoryunu; (j. wychodzgac z kodu Priifera konstruuje odpowiadajace mu drzewo.

Algorytm: Dla zadanego ciagu liczb a; ...a,-; wybranych w dowolny $poséb ze
zbioru {1,...,n}, aby wyznaczyé drzewo T, dla ktérego ciag ten jest jego kodem
Priifera, nalezy:

- L. Zapisa¢ dwie listy, pierwszg ay ... a,.-o oraz drugg 1,2, ... ,n, i rozpoczaé ze
zbiorem wierzchotk6w {1,...,n} i pustym zbiorem krawedzi.

1. Wyznaczy€ z drugiej listy najmnniejsza liczbe, powiedzmy i, kiéra nie wy-
stepuje na pierwszej liscie. Usunaé pierwszy element z pierwszej listy, po-
wiedzmy j, usunaé { z drugiej listy oraz dodaé do zbioru krawedzi kra-
wedZ ij.

IIL. Jezeli pierwsza lista zawiera co najmniej jedna liczbe, to przej$é do IL
W przeciwnym razie, jezeli pierwsza lista jest pusta, to druga lista bedzie
sktadala si¢ z doktadnie dwdch liczb. Dodaé do zbioru krawedzi ostatnig
krawedZ, ktérej wierzchotkami koricowymi sq te wlagnie liczby i zakoriczyé
algorytm,

R
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Przyklad: Rekonstrukcja drzewa T' o kodzie Priifera 2332 (takim jak w poprzed-
nim przykladzie):

2332 123456 dodaj krawed? 12 ) A S
332 : 23456  dodaj krawedz 34
32 ! 2356 dodaj krawedZz 35 p =
2
2 ! 236 dodaj krawed?Z 23 , .
— ' 26 dodaj krawed?Z 26 '

(]

Gdy iliczaliémy drzewa na n wierzchotkach, oznaczyliSmy wic.rzchqﬂ'd licz-
bami 1,2,...,n. Jedli wierzcholki nie sq oznaczone, problem przeliczania drze\fv
jest zupelnie odmienny (i, dla duzych n, nieco Lrudniejszy).' Dla przykladp na li-
Scie 16 drzew na zbiorze wierzchotkéw {1,2,3,4} sq zasadniczo tylko dwie rézne

struktury, mianowicie

W wiekszoéci naszych przysziych rozwazan o grafach, faktyczne etykiety przy-
porzadkowane wierzchotkom nie beda miaty znaczenia.

Przykiad: Niech G’ = (V', E') bedzie grafem skladajacym sie z wierzchotkOw
| v’ = {Francja, Niemcy, Hiszpania, Szwajcaria, Holandia}
i niech zbiér krawedzi bedzie zdefiniowany nastgpujaco:
E' = {vw :v,w maja wspSlna granice }

Woéwezas G’ moze by¢ zilustrowany jako:
Szwajcaria

Holandia
Hiszpania

FrnT\cju Niemcy




Jezeli pominiemy etykiety przy wierzchotkach, (o graf ten bedzie mial taka sama

strukturg jak .aktorski” przykiad G = (V, £), na poczatku tego rozdziatu:

Robert
Redford

Jeremy Anne
Trons Bancroft

Meryl Dustin
Streep Hoffman

E()rxn?lnic te dwa graly sq izomorficzne (tzn, istnicje bijekcja z V na V/ — prze-
k.sz,lalcaj.aca na przyktad v = Robert Redford na ' == Szwajcaria — aka, ze vw jest
llzlrawcdzxq w G wiedy i tylko wtedy, gdy v'w’ jest krawedzig w G'). Inne przy-

ady gra.fé.w izomorficznych to drzewo gencalogiczne i drzewo probabilistyczne
2z wcz.e.'f;r.ucjszcgo przyktadu na stronic 24,

\ ;)(?Jccna te mglpowinny nas przesadnie niepokoi€: w nastgpnych rozdziatach

edziemy w ogélnodci interesowaé si¢ tylko struktury graf i k i
. . . ' ) u, ° K

ctykietami wierzchotkéw., '8 # e konletnym

Przyklady: Graf peiny K, sklada si iery
. Y Ky S si¢ 7 n wierzchotkéw, z ktérych kaz
potaczona jest krawedzia: ryeh karda para

: ZA 4

KZ K3 Ka K5

Dwudzielny graf petny K, , sktada si¢ z m -1- n wierzchotkéw i mn krawedzi, przy

czym kazdy z m wic ¢ iog . o Teas ;
chZ)tkéw: y z m wierzcholkOw jest polaczony z kazdym z pozostatych n wierz-

Kia ’ Ko K4 I ,}3 R ' I

ZADANIA

L. (i) Ile jest krawedzi w gralie petnym K,, ? [O]

(i) Hle jest graf6w na zbiorze wierzchotkéw {1 ; o
m krawedzi ? ) {1,... n maja(}ych d()k;z\];/hgcl

(iii) Ile jest wszystkich graléw na zbiorze wierzchotkéw {1,...,n}? [W,0]

T
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2. (Lemat o usciskach dtoni). Pokazaé, ze w dowolnym grafie G = (V,E)

Y &y ==2|E]

veV
gdzic |E| oznacza liczbe krawedzi. (Og6lnie stosujemy zapis |X| do ozna-
czenia liczby elementéw w zbiorze X). (W1

3. Niech G = (V, E) bedzie grafem, w ktérym E 3 01 w kiérym kazdy wierz-
chotek ma parzysty stopier. Rozwazajac nictrywialne sktadowe (a wiec ta-
kie, w ktérych kazdy wicrzchotek ma stopier co najmniej 2) pokaza¢, ze G
zawiera cykl. Pokaza¢ réwnicz, Ze jezeli usuniemy z grafu krawedzie nale-
zace do tego cyklu, to w nowym grafie kazdy wierzcholek w dalszym ciagu
ma parzysty stopiefi. Wywnioskowaé, ze w G istnicje zbior cykli zawicraja-
cych kazda krawed? z E dokladnie jeden raz. Wl

4. (i) Udowodnié, ze dla kazdego drzewa G = (V, E) zachodzi |E| = V]i—1.TW]

(ii) Pokazaé, ze jezeli G = (V,E) jest grafem spéjnym i |[E| = [V|—1,t0 G
jest drzewem. w

5} Dla n > 2, ile spoéréd n"—2 drzew na zbiorze wierzchotkéw {1,2,... ,n} ma:

(i) wierzchotek stopnian—17 [0]
(ii) wierzchotek stopnia n—2 7 [wW,01
(iii) wszystkie wierzchotki stopnia 1 lub 27 [(wW,0]
(iv) stopien wierzchotka 1 réwny jeden ? [W,0]
Pokazac, ze proporcja tych sposréd "2 drzew, dla ktérych 81 = 1, dazy do
1/e, gdy n dazy do nieskoniczono$ci. w1}

6. Czasteczki weglowodoru sktadaja si¢ z atoméw wegla (0 wartosciowosci 4)
i atoméw wodoru (o wartogciowo$ci 1) i moga byé przedstawione jako grafy
spéjne. Dla przyktadu zaréwno czasteczki butanu, jak i 2-metylopropanu
(izobutanu) -zawieraja, cztery atomy wegla i dziesigé atoméw wodoru, tak
jak zostato zilustrowanc:

Te dwic nieizomorficzne struktury o tym samym wzorze chemicznym Catlo

sa przykladami izomerdw.

3 — Aspekty kombinatoryki
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(i) Pokazaé, ze kazda czasteczka weglowodoru o wzorze postaci C,Hay, 1o
(z2wana parafing lub alkanem) ma strukiure drzewa, natomiast czqslec"zki
o wzorze postaci C,Hy, (alkeny) nie majg strukwry drzewa. (W]
(111) Pol.mzaé, Ze powyzsze dwa przykltady sa jedynymi izomerami postaci
CaH,o | wyznaczy€ najwieksza mozliwg liczbe izomer6w postaci C3Hg i po-
staci CsH, . W0

7. Pokazad, ze dla grafu G = (V, E) o k sktadowych zachodzi
VI =k <IEI< 3V = 0)(V] —k+1) (W]

AR

3

Twierdzenie o malzenstwach

Poprzednie rozdziaty dotyczyly zliczania réznych wyboréw, w obecnym bedzie
mowa o istnieniu okre§lonych typéw wyboréw elementéw ze zbior6w. Zagadnie-
nie to koncentruje si¢ wokot stynnego twierdzenia, sformutowanego przez Philipa
Halla w 1935 r. Najtatwicej zrozumiec je, gdy jest prezentowane W wersji ,,matzeni-
skiej”, w ktorej selekcje polegaja na wybieraniu zon dla mez6éw (lub na adwr6t).
Potem jednak wyprowadzimy rézne inne postacie tego twierdzenia, a w nastgp-
nych rozdziatach przedstawimy wiele jego zastosowan.

Przyklad: W grupie zlozoncj z siedmiu chiopcéw i szegciu dziewczal w wieku
matzerskim:

dziewczyna 1 zna chtopeéw 17,213
dziewczyna 2 zna chtopcéw 2’ i 3’
dziewczyna 3 zna chtopcow 3',5"i 7’
dziewczyna 4 zna chtopeow 1712’
dziewczyna 5 zna chiopc6w 1/,2"1 3

dziewczyna 6 zna chiopeow 4, 5" i 6’

Czy jest mozliwe znalezienie meza dla kazdej z dziewczat (4j. dla kazdej innego
chtopca sposréd tych, ktérych zna)?

Rozwiqzanie: Znalezienie meza dla kazdej z dziewczat jest niemozliwe. Przeko-
nujemy si¢ o tym, gdy zauwazymy, ze cziery dziewczyny 1,2,4 i 5 znaja tylko
trzech chtopeéw 17,2’ i 3’: nie ma wigc oczywiscic Zadnej nadziei na znalezienie
meza dla kazdej 2 tych czierech dziewczat. g

Jest jasne, Ze, aby zaistniala jakakolwiek szansa snalezienia kazdej dziew-
czynie meza, musi zachodzi¢ sytuacja taka, iz dowolny podzbiér dziewczat (po-
‘wiedzmy r spogréd nich) zna co najmniej r chiopcow. W rzeczywistodci okazuje
sie, ze mezowie moga by¢ znalezieni wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony ten’
warunek.
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Prazykiad:
Dziewezyna 1 zna chiopcow 17 3
dziewczyna 2 zna chiopcéw 2 i 3
dzicwezyna 3 zna chlopedw 1,3, 4'i5
dziewczyna 4 zna chtopcw 24,617
dziewczyna § zna chtopeow 17 5
dziewczyna 6 vna chiopeow 1 2/

W tym przypadku kazdy zbiér dziewczal zna €O najmniej tylu chtopcéw, ile jest
w nim dziewczal. Na przyklad dziewczela {1,2,6} znaja chtopcéw {1',2/,3'}.
Czy mozemy dla kazdej dziewczyny smalezé meza spoéréd chtopedw, kté-
rych zna?

Rozwiqzanie: Mozna tatwo snalezé mezow dla dziewezat, stosujac metode préb
i btedéw. My jednak uzyjemy procesu, ktéry w istocie rzeczy bedzie funkcjo-
nowaé w ogélnym przypadku (jak zobaczymy 0 W dowodzic nastepncgo twier-
dzenia). Zacznijmy wybiera¢ w dowolny spos6b réznych chtopedw dla kazdej
7 dziewczal tak diugo, jak diugo nic znajdzie si¢ dziewczyna, dla kiérej nie pozo-
stat do wyboru zaden chtopak. Na przyktad dziewczyna 1 mogtaby zargczyé si¢
z chtopcem 1/,2722/, 323, 424152 5’ Lecz wGwczas dziewczyna 6 zna tylko
chtopcéw 1712’ a oni sa juz zargczeni. W jaki sposdb moze ona znaleZ€ partnera?

Dziewczyna 6 urzadza przyjecic. Zaprasza wszystkich chlopcéw, kiérych zna:
ci zapraszaja, swoje narzeczone: dziewczyny te zapraszaja wszystkich znajomych
chtopeéw, ktérzy nie zostali jeszeze zaproszeni: ci chiopey zapraszaja swoje na-
rzeczone: dziewczyny (e zapraszaji wszystkich znajomych chtopcow, ktdrzy nie
zostali jeszcze zaproszeni: ... . Procedura ta trwa tak dlugo, az zostanie zapro-
szony chlopiec (powiedzmy C') . ktory nie jest jeszcze zargczony. W naszym przy-
padku takie postepowanie doprowadza do sytuacji
{6} zaprasza {1',2'} zaprasza { 1,2} zaprasza {3'} zaprasza
{3} zaprasza {4',5'} zaprasza {4,5} zaprasza {6',7'}
Zatrzymali§my si¢ w tym miejscu, bo na przyklad C' =7’ nie jest zargczony.

Zaczynaja si¢ taiice. Chtopak C'(7') tariezy ze znajoma dziewczynag, kidra go za-
prosita na przyjecie (4). Jej narzeczony (4') jest trochg strapiony, wicc taficzy
7 dziewczyna, ki6ra go zaprosita (3): jej narzeczony (3) jest trochg wylracony
:‘Lréwnowagi, wiec taficzy z dziewczyna, kidra go zaprosila (1): jej narzeczony (1)
jest trochg zirytowany, wigc taficzy 7 dziewczyna, ktdra go zaprosilz (6). W efck-
cie poruszamy si¢ z powrotem poprzez zbiory wypisane powy7cj: {

ol " ] v 1
(6} — {12} — {1,2} - {3'} - (3} ~ {45} = {43} - {6'.7'}
Nicktére zargezone pary (1, 1';3,3",4,4') wraz
7 dzicwezyna 6 i chlopeem 7" wtworzyly nowe pary

" Twierdzenie o matieristwach .37

Ten ,,pcten stodyczy” tanicc jest tak udany, Zc taficzace pary zrywaja wszystkie
poprzednie zargczyny i zareczaja sie migdzy soba. Zadna 2z pozostatych par nie
ulegta rozpadowi. To daje

1zarcczonazB’ﬂzZ':3'/,4’:4'1,7’:515'i6z1'

i udato si¢ nam znaleZé mezow dla wszystkich dziewczat. O

Twierdzenie: (Twierdzenic Halla - wersja matzenska) W grupie dziewczat kazda
moze wybraé meza sposrod chtopcow, kidrych zna, wtedy i tylko wiedy, gdy
w kazdym podzbiorze dziewczal (powiedzmy r spodréd nich), dziewczyny te
znaja co najmniej r chtopcéw.

Dowdd: (=) Jezeli kazda dziewczyna moze znalezé mgza, O oczywicie kazde r
dziewczat musi znac co najmniej r chtopcow, (0 jest swoich mezow.

(«=) Niech dziewczgta bedy oznaczone symbolicznie 1,2,...,1 i zal6zmy, ze
kazdy ich podzbior (powiedzmy r clementowy) zna co najmniej r chtopcéw. Po-
kazemy metoda indukcji wzgledem m (1 < m < n), 7e wszystkie dziewczyny
1,2,...,m moga znalefé mezéw sposréd chtopcow, kt6rych znaja.

Przypadek m = 1 jest banalny, gdyz dziewczyna | zna o najmniej jednego
chtopca, ktérego moze wybraé na meza. Zatézmy wiec, ze m > 1, ze dziewczyny
1,2,...,mznalazly juz narzeczonych (nazwanych symbolicznie 1/ 2, m)ize
chcemy teraz znaleZé narzeczonych dla dziewczyn 1,2,...,mim+1 Tychm+1
dziewczatl zna co najmniej m -+ | chiopcow i tylko m spoéréd tych chlopcoéw
jest zargczonych. Tak wigc cheiatoby si¢ powiedzieé, Ze dziewczyna 0zZnaczona
przez m -+ 1 musi znaé chtopca, ktory nie jest zar¢Czony: jezeli rzeczywiscie zna,
to mozemy znaleZé dla niej narzeczoncgo i dow6d jest zakoficzony. Jednakze
(i to jest tlen moment, ki6éry czyni rezultat nicoczywistym), mimo ze dziewczyny
1,2,...,m,m-+1znajaco najmniej m -1 chtopcow, dziewczyna m + 1 moze 0s0-
bidcie znaé tylko chlopcéw sposréd 1,2/,...,m', z ktbrych wszyscy 5a juz zarg-
czeni. Jak wigc znajdzie ona narzeczonego dla siebie?

Tak jak w poprzednim przykladzie, dziewczyna m -+ 1 urzadza przyjecie. Zapra-
sza wszystkich chtopcow, kt6rych zna: oni zapraszaja swoje narzeczone dziew-
czyny (e zapraszaja, wszystkich znajomych chtopcéw, kiorzy nic zostali jeszcze
zaproszeni: chtopcy ci zapraszaja Swoj¢ narzeczone. dziewczyny e zapraszaja
wszystkich znajomych chtopcéw, ktérzy nie zostali jeszcze zaproszeni: ... . Pro-
ces ten trwa tak diugo, az zostanie Zaproszony chtopak (powiedzmy N, kiéry nie
jest jeszeze zargczony.

Czy musi si¢ tak sta¢? Czy W koicu bedzie zaproszony chlopicc, kt6ry nie jest
zareczony? Zaprezentjmy (¢ sytuacje za pomoca pewnych zbioréw, przy czym
dla prostoty oznaczert zakladamy, iz ,nazwiska” chtopcow sa dobrane tak, aby
byli oni zapraszani W porzadku numerycznym:

{m+ 1} zaprasza {V,...,{'} zaprasza {1,...,i} zaprasza {(i -+ 1, .., J'}

zaprasza ... zaprasza {(k-+ 1),...,U'} zaprasza {k-+ 1,...,1} zaprasza {...C"...}
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Skad wiemy, ze proces ten trwal bedzie tak dlugo, az zostanie zaproszony ja-
ki§ nowy nic zargczony chtopicc? Gdyby zaden nowy nie zargczony chlopiec nie
zostat zaproszony, w charakterystycznym momencie tego procesu, kiedy mamy
zbidr nowo zaproszonych dziewczuyt {k-1,...,1}, kto bytby wéwcezas nastep-
nym zaproszonym? Do tej pory na przyjeciu mamy dziewcezyny m-+ 1i 1,2,...,1
oraz chtopcéw 1',2',... I’ (i sq wiréd nich wszyscy chlopey znani dziewczy-
nom 1,2,... i k), lecz w sumie jest to mniej chlopcéw niz dziewczat. Stad, na
mocy zadanego warunku o dziewczynach znajacych co najmniej tylu chtopcéw,
ile jest dziewczat, w dalszym ciggu pozostaje do zaproszenia chtopice znany jed-
nej z tych dziewczat (a wige jednej sposréd k- 1,...,1). W konsekwencji pro-
ces bedzie kontynuowany. Jest tylko skoriczona liczba zareczonych chtopcéw, tak
wigc w pewnym momencie proces ten obejmie chtopea €', kiéry nie jest jeszcze
7argezony.

Przyjecie jest bardzo udane, chiopiec C' tafczy z jedna z dziewczat, kiéra
go zaprosita. Jej narzeczony jest trochg wytracony z réwnowagi, wiec tafczy
z dziewczynag, kidra go zaprosila: jej narzeczony jest troche strapiony, wiec tani-
czy z dziewczyna, kidra go zaprosita: ... i (tak jak w poprzednim przykladzie)
wyznacza (o droge powrotng poprzez zadang powyzej liste zbioréw, doprowadza-
jac w koricu do chtopca tariczacego z dziewczyna m - 1:

v ] I v
{m+l}-—{“.z'...}——{‘.‘z...}—..‘-{...c"..‘}—{...(:...}—{...C’.‘.}

‘Tworzenie si¢ nowych zargczonych par, w sktad
ktérych wchodzi dziewczyna m -1 i chtopiec C’

Ten taniec jest tak udany, ze taficzace pary zrywaja wszystkic poprzednie zobo-
wiazania i zargczaja si¢ migdzy soba. Pozostate (nie tariczace) pary nie ulegaja
rozpadowi. Krétka chwila namystu pokazuje, ze efektem tego procesu jest za-
miana par wéréd os6b taficzacych wraz z dziewczyng m + 1 chtopcem C’ w inne
zargezone pary. Tak wigc znaleZliSmy narzeczonych dla wszystkich dziewczat
1,2,...,m+ 1,1 dowéd przez indukcje jest zakoniczony. O

Dowdd ten nie jest ani kr6tki, ani bardzo wyrafinowany, ma on jednak (¢ zaletg,
ze faktycznie pokazuje, jak mozna dokonaé wyboru mezéw. Co wigcej, pokazuje
on trudnos¢, jaka napotyka sig przy podziale na nowe pary, jezeli bierze sig pod
uwage w danym momencie tylko jedna z nich. To jest wlagnie (0, co studenci Ccze-
sto prébuja robi€, dostarczajac whasne ,,dowody” twierdzenia, kt6re wydaje si¢
im proste. W rzeczywistosci jest (o skomplikowany wynik z szcrokim wachla-
rzem zastosowar. Inny dowdd twierdzenia Halla bedzie mozna znaleZé w zada-
niach, a jeszcze dalsze mozna odszukaé w ksigzkach Leona Mirsky’ego Transver-
sal theory i Robina Wilsona Introduction to graph theory oraz. w specjalistycznej
pracy Independence theory in combinatorics, wszystkic one sg cytowane w Spi-
sie literatury. (Jako wskaznik waznoéci twierdzenia, warto podkreslié, ze ksiazka
Transversal theory moglaby mieé podtytut , Twierdzenie Halla i jego wnioski”

39

Twierdzenie o matieristwach

{ ze zawiera ona 255 stron wynikéw). Teoria transwersal bazuje na twierdzeni‘u
Halla w jego teoriomnogosciowej postaci. Przejdzie.my wigc teraz do zbadania
transwersalowej” i teoriografowej postaci twierdzenia.

] 1 jest ‘ adkowana lista zbioréw 2 = (Ay,... ,As)
Rodzina zbiordw jest 10 pewna uporzac 76 ,
(do naszych celéw wystarczy, ze Zbiory zawsze l?cda skonf,Lone). T'r{zn.siv;(?rial’iz
(lub system réinych reprezentanidw) rodziny 2 jest to zbior X, g@ztgzm ; :
ktéregc elementy moga zosta¢ zapisane W pewnym poz:zadku‘, Powne ro};n o

= {ay,...,an}, wlen sposob, ze ay € Ay,... 0, §A,,: innymi stowy, n \
clementéw zbioru X ,reprezentuje” n zadanych zbioréw.
Przykiady: Niech rodzina A = (Al,Az,A3,A4,A5,A6) bedzie okreslona nastgpu-
jaco:

Ay = {173}

Az = {2‘ 3}

Az ={1,3,4,5}

A4 = {2,4,6,7}

As = {1,5}

Ag = {1,2}

Wéwezas rodzina ta ma transwersale X = {1,2,3,{1,5,7} glub, zv b'argmgi) or(é
powiednim uporzadkowaniu, {3,2,4,7,5, 1}:5gdy'f‘ 3'mlozee :y j :;ypOkamno
i A € As i 6 4
srezentowania Aj, 2 € Az, 4 € Az, 7 € Aqg, : € Ao, - °
ga pomoca cyfr wyréznionych pismem pétgrubym. Natomiast rodzina 2

= (Al ,AZ,A3,A4,A5,A6), gdZie

Ay ={1,2,3}
Az = {2,3}
Az =1{3,5,7}
As=1{1,2}
As ={1,2,3}

Ag = {4)5)6}

. . e 1Ko
nie ma transwersali, bo na przyklad zbiory A; ,Ay,Aq i As W sumie zawieraja ty
trzy elementy; 4. D
AlUARUALUAs = { 1,2,3}
dzieje na znalezienie systemu
Aun), koniecznie potrzeba, by
A6 zawierala co

W og6lnosci jest jasne, ze, aby miec¢ jakakolwiek na
féZnych reprezentantéw dla rodziny A = (,.41 e
suma kazdych r sposréd tych zbior6w, powiedzmy Aj,Ap, .
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najmniej » elementéw; 4.

U A=,

f(f{f] [ )il)

Mozna (o zapisa¢ bardziej zwigzle jako

Ui
il
gdzie / jest dowolnym zbiorem indekséw wybranych z {1,...,n}

Jak zapewne nickiérzy zauwazy, warunck ten oraz dV\:a p(’)wy"‘z,sze przyktad
54 bz}rdzo p(’)c.lobne do wcezesniejszych przyktadéw matzesiskich, R'/ccvywiécicy
jezeli ppmysh si¢ 0 zbiorze A, jako zbiorze chtopeéw, kiérych znav‘dyiicwc:l nz;
I,o ZblOl‘Z(? A? jako zbiorze chlopcéw, kiérych zna dziewczyna 2 ildJ to wgw-
czas znalezienic r6znych reprezentantéw zbioréw jest tym samym co '1.;1alc7icnic
mc’zz‘l dla kazdej z dziewczat. Ta obserwacja pozwala wywnioskowa¢é i;:ori();nno-
gosciowa wersje twierdzenia Halla:

= |1

Whiosek: (Twierdzenic Halla — postaé transwersalowa) Rodzina 21 = (A, A,)
ma transwersalg wtedy i tylko wiedy, gdy T
UJai| = 1|

icl
dla wszystkich 1 C {1,... ,n}.
Dowdd: Wyobrazmy sobic n ,dziewczal” oznaczonych symbolicznie 1,2,... ,n

xv&ﬁech’ dla kaici'cgo i zbidr A; obejmuje ,.chtopcéw”, kiSrych zna dziewczyna i
Owczas, stosujac do tych dziewcezat i chtopcéw (wicrdzenie Halla, otrzymujemy
2 ma transwersale <> dziewczyny 1,...,n mogg znalezé
mezow sposréd chtopeéw, kidrych znaja
<> dziewczyny 7 dowolnego zbioru /
znaja co najmnic;j |/| chtopcéw
¢ dla kazdego / zbior (_JA; zawiera
icl
¢o najmnicj || chlopcéw

Ui

icl

< 2 1] dlakazdego I C {1,... ,n}

a

' W;/prow'adzimy t'erz_r/‘ chriografowq wersje twierdzenia Halla, Graf G == (V, E)
Jjest dwudzielny, jezeli zbidr jego wierzcholkéw moze by¢ podzielony na dwa
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zbiory Vi i Vo w ten sposéb, zc kazda krawedZ grafu G laczy wierzcholek na-
lezacy do Vi z wierzchotkiem nalezacym do V,. Kiedy wystapi potrzeba nazwania
tych dwdéch zbioréw wierzehotkow, bedziemy stosowali dla takiego grafu nota-
cie G = (Vi,E,Va). Skojarzeniem z Vy do Vo, w takim grafie jest zbiér zlozony
z |V} | krawedzi, ktdre nie maja wsp6lnych wierzchotkéw koficowych. (W ten spo-
s6b kazdy wierzchotek z V| bedzie potaczony jedng z krawedzi skojarzenia z in-
nym wierzchotkiem z V,). Dwudzielny gral petny Kin . zdefiniowany w rozdziale
2, jest przykladem grafu dwudzielnego z m wierzchotkami tworzgcymi zbiér Vi
i z pozostatymi n wierzchotkami tworzacymi zbiér V,. Jezeli m < n, to graf ten
bedzie zawierat skojarzenie z V; do V5. :

Przyklad: Pewne grafy dwudzielne i pewne skojarzenia:

Vi
Va
Skojarzenie z V) do V, Podobne skojarzenie Nie istnicje zadne skojarzenie
wyrdzniono pismem pélgrubym w Ka4 2 Vi doVp

O

Pomyslmy teraz o wierzchotkach z Vy jak o ,dziewczynach”, a o wierzchotkach
z V5 jak o ,.chtopcach™, przy czym krawed? taczaca dziewczyne z chiopcem ozna-
cza, 7¢ dziewczyna zna chiopca. Latwo wéwczas zauwazyé, iz skojarzenie z V; do
V; jest niczym innym jak zbiorem zwigzkow matzenskich, otrzymanych przez wy-
branic dla kazdej dziewczyny meza. Obserwacja ta pozwala nam wywnioskowac
teoriografowy, wersje twierdzenia Halla, bez jakiegokolwiek dalszego dowodu.
Sformutujemy réwniez macierzowa postaé Llego twierdzenia, a jego dowéd pozo-
stawimy jako jedno z zadafi.

Whiosek (Twicrdzenie Halla — posta¢ grafowa) Nicch G bedzie grafem dwudziel-
nym (Vi,E, V). Wéwczas G ma skojarzenie z Vi do V, wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego zbioru I wierzchotk6w z V), istnieje co najmniej |/ wierzchotkéw
w V,, potaczonych z elementami zbioru /. 0

Whiosek (Twierdzenic Halla — postaé macierzowa) Niech M bedzic zero-
jedynkowq macierza wymiaru m X n. Wéwezas w kazdym wierszu macierzy M
wystepuje jedynka, sposréd kidrych zadne dwie nie sa w tej samej kolumnie
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego r wszystkie jedynki dowolnego podzbioru
wierszy macierzy M mocy r, si zawarte w €0 najmniej r kolumnach. 0o

Bedzic nam potrzebne p6Zniej uogélnicnie twierdzenia Halla, ktére dotyczy
problemu znalezienia mezéw dla danego zbioru dziewczyn z dodatkowym wa- -
runkiem, ze wéréd wybranych mezéw sa pewni, z gory ustaleni chtopcy.
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Przykiad:
Dziewczyna [ zna chtopedw Ay == {1,2,7)

dziewczyna 3 zna chtopcéw Ay = {1,3,7}
dziewczyna 4 zna chlopcéw Ay == {2,3,4,7}
dziewczyna 5 zna chtopcow As == {1,2,6,8}

Jest oczywidcie mozliwe znalezienie tym dziewczetom mezéw spodréd chiop-
c6w, ktérych znaja: jeden z takich uktadéw wyrézniono pismem pétgrubym. Jed-
nak, czy jest mozliwe znalezienie dla kazdej dziewczyny meza w ten sposéb, ze
w szezegGlnosci chtopey 5, 6, 7 i 8 ozenig sig? Ni¢, poniewaz na przyklad dziew-
czyny 1,314 znaja chlopeéw 1,2, 3,417, azatem te trzy dziewczyny mogg wyjsé
za maz tylko za jednego wyszczegGlnionego chtopea, 4. 7. Stad pozostate dwie
dziewczyny (2 i 5) musialyby wyj$é za maz za pozostatych trzech wyréznionych
chtopeow (5, 61 8), co jest niemozliwe. O

Tak, jak ilustruje to ten przykiad, aby istniata jakakolwiek szansa na znalczienie
mezOw dla grupy dziewczal w ten sposéb, ze dodatkowo wyszczegdlniony zbiér P
chtopcdw jest wréd mezéw, musi dla kazdego podzbioru dziewczat [ zachodzié
oczywidcie nastepujacy warunek:

liczba chiopcéw w P nie znajacych liczba dziewczat
zadnej dziewczyny z [ = nie zawartych w J

Pokazemy (eraz, Ze te warunki sq konieczne i dostateczne. Sformutujemy i udo-
wodnimy ten wynik w postaci transwersalowej.

Twierdzenie: Niech 2 = (A, ... ,A,) bedzie rodzing zbioréw i niech PC A, U. ..
...UA,. Wéwczas A ma transwersale, ki6ra zawiera zbidr P wiedy i tylko wtedy,
gdy

(i) %l ma transwersale,

oraz
il

(D)
Dowdd: (=) Zat6zmy, ze potrafimy wyznaczyC dla % zadang transwersale. Wéw-
czas, oczywiscie, natychmiast wynika (i). W terminologii dotyczacej maltzeristw
zakladamy, ze mozemy znalez¢ ,,dziewczetom” mezéw, wéréd kiérych sg chtopey
ze zbioru P, Jak widzieli$my powyzej, 10 oznacza, ze dla kazdego zbioru dziew-
czat I, chtopey z P, kiérych one nie znaja, muszgq mieé zony nie nalezace do 1.
Stad liczba takich chtopcéw w P jest mniejsza badZ réwna liczbie dzicwczat nie
bedacych elementami zbioru 7. W jezyku teorii mnogosci oznacza (o dokladnie
warunek (ii). '

(«=) Zatézmy, ze rodzina 2 spetnia warunki (i) oraz (ii), a ponadto, 2¢
ArU...UA, = B, gdzie |B| = m. Utwérzmy teraz nowa rodzing 2*, zlozona

< n—|I| dlakazdego 1 C {1,... ,n}

! NURAYERG
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7 m zbioréw, okreslong nastgpujaco:
A = (Ay,... AL B\P,B\P,... ,Bﬁ)

I
m—n razy

Twierdzimy, ze zadane warunki (i) oraz (ii) zapswniaj.a, iz A* ma Ha:?;:ﬁﬁ‘ig:
musimy sprawdzi¢, ze dowolne r zbiorév‘v w ‘21 zawiera W sumleAc jA [ (J)
r elementéw. Jezeli te zbiory sa wybrane Jed.yme: s‘poéréd zbioréw / 11".”(’111;‘;‘,@'
na mocy (i) jest jasne, ze zawierajg one co najmniej r el’e.meméw. Jécgcz[ x;‘z g,A 3]
strony, na tych r zbioréw z 2* sktadaja si¢ zbiory {A;riel} Zp'o. ra[ Clh, ”t;,on
oraz r— 1| (> 0) zbioréw sposréd pozostatych, to suma mnogosciowa ty

r6w wynosi

(iLGJIA,) U(B\P) =B\ (P\ <'L&J,A,>>

ki6ra, na mocy (ii), zawiera

()

element6w. Ale r— |I| jest liczby kopii zbioru B\ P wybranych z 20*, a wigc nic
moze ona by¢ wigksza niz m — n. Stad
=) <m—n czyli m—(n=|1l)2r

2m—(n—\1)

n—

ji tych r zbi 2 2* zawiera co najmniej r elementow.
W konsekwencji tych r zbiorow z 2 zawiera co naj ’ ) ]
Stosujac do 2A* transwersalowq posta¢ twierdzenia Halla otrzymujemy, z¢ ro
dzina A* sktadajaca si¢ z m zbioréw ma nastepujaca transwersale:
A* = (Ay,..., A, B\P,B\P,... ,B\P)
T T T T
ay ... Qn Qpy1 Qg2 - Qo
Ta transwersala ztozona z m réznych reprezentanéw z 2A* jest pqdzblorcrfx merx
A|U...UA, = B, kt6ry zawiera tacznie'tylko m elementéw. Wynika .stgd, ze tfan.
wersala rodziny 2* musi byé dokladnie zbiorem B i, w szczeg6lnodci, ze mqsn'o;x):;
zawieraé zbiér P. Ale, ktdre zbiory w 2* sq reprezentowane przez elementy z P?
Oczywiscie zaden ze zbioréw B\ P. Mamy wigc
A* = (Ay,...,An, B\P,B\P,...,B\P)

T T T
ap ... Qp Qpyl Qupz -+ Gm
(S

zawiera P

i zbior {ay,...,an} jest transwersala rodziny % zav.vicrajz\ca zbié.r Pa,S::?G erii(f
warunki (i) oraz (i) rzeczywidcie zapewniaja istnienie transwersali rodziny "
wierajacej P, co byto do udowodnienia.
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ZADANIA

I.W k}érej z nastgpujacej sytuacji moga zostaé znalezieni mezowie dla kazdej
z dziewczgt, sposrod chtopedw, kiérych znajy? A
(i) Dziewczyna 1 zna chtopeéw {1, 2}
dziewczyna 2 zna chtopcéw {1,2,4}
dziewczyna 3 zna chtopedéw {1, 2,3}
dziewczyna 4 zna chiopcdw {1, 3}
dziewczyna 5 zna chlopeéw {4, 5,6}
dziewczyna 6 zna chtopeow {1, 2,5}

(ii) Dziewczyna | zna chtopcdéw {1, 3, 5}
dziewczyna 2 zna chlopcow {1, 3}
dziewczyna 3 zna chiopcéw {1, 5}
dziewczyna 4 zna chlopcéw {1, 2, 3,4, 5}
dziewczyna 5 zna chtopesw {3,5}
dziewczyna 6 zna chiopcéw {2, 4, 6, 7} [0]

2. (Alterngtywny dowdd twicrdzenia Halla: nie stosowaé lego twierdzenia

w rozwigzaniu !) Niech 2 = (A(,...,A,) bedzie rodzing zbi ajac
wlasnogé typu Halla i sblordw majaca

Uai
iel
g}lilngegodl 5 { 6l,...l, n}.sNicch B = (By,...,B,) bedzic rodzing mini-
é odzbiordw zbiordw A,,... A, majacych ¢ sam fas P
Bi CAL,...,B, C Ay jacych ¢ sama whasnosc; j.

> ||

Usi

il
dl‘a kaicfc;go 1C{,... .,n.}, ale usunigcic dowolnego clementu z kidregokol-
wiek zbioru B; powoduje niezachodzenie wlasnosci typu Halla,

2 |/

"(i) Pokazad, ze kazdy B; zawiera doktadnie jeden element. [W]

(ii) Wywnioskowaé, Ze rodzina 2L ma transwersalg.

3. Rozvi/a';),my '{.biér ztozony 7z n dziewczat i m chlopcéw, spelniajacych wia-
sno:éq, ze kazdy podzbidr dziewczat (powiedzmy r $poérdd nich) zna co naj-
mnicj r chlopcévxf. Dodatkowo niech C bedzie chlopcem, kiéry zna co naj-
mmqd )edr;\a z dziewczal. Stosujac jedna lub wszystkie z przedstawionych
metod, pokazad, ze mozna znaleZé dziewcezelom mezow, pre ‘

piec C jest jednym z nich, ¢ pry erym chlo
) D(')SL(.)SOWﬂC dow6d (wicrdzenia Halla w wersji malzeriskicj oparty na
~przyjeciu’. . IW]

9.

10.
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(ii) Zaprosié m — n nowych dziewczat, 2 kiorych kazda zna wszystkich chtop-
c6w z wyjatkiem C i do tej nowej sytuacji zastosowaé twierdzenie Halla. [W]

(iii) Zastosowaé ostatnic twicrdzenie tego rozdzialu, przyjmujac P = {C}.
W]

_Pokazaé, ze w dowolnej grupie ztozonej z n dziewczat i m chtopcéw ist-

nieje k dziewczat, kiérym mozna znalezé mezéw wiedy i tylko wiedy, gdy
dowolny podzbiér sposrod n dziewczat (powiedzmy r spo$r6d nich) zna co
najmniej k -+ r — n chlopedw. [W]

. Rozwazmy uktad dziewczat i chtopcow, w ki6rym kazdy podzbiér dziewczal

znia co najmniej tylu chtopcdw, ile jest dziewczat w podzbiorze. Zalézmy
ponadto, zc wszystkich dziewczal jest n i ze kazda z nich zna co najmniej
m (< n) chiopcéw. Pokazaé, ze n par matzeriskich moze by¢ dobranych na
co najmniej m! SposobOw. [W]

_Udowodnié¢ macierzowa posta¢ twierdzenia Halla, przedstawiong jako wnio-

sek na stronie 41. [W]

. Niech 20 = (Ay,...,A,) bedzie rodzing zbioréw, w ktérej kazdy z nich za-

wiera co najmniej d elementéw (gdzie d > 0) i w ktérej zaden element nie
wystepuje w wigcej niz d spodréd zbioréw Ay, ..., An. Pokazaé, Ze 2 ma
transwersalg, [W]

. Niech G bedzie grafem dwudzielnym (Vy, E, V1), w ktérym kazdy wierzcho-

tek w V; ma stopieri co najmniej d (> 0), a kazdy wierzchotek w V, ma sto-
pieii co najwyzej d. Pokazaé, ze G zawiera skojarzenie z Vy do Va. Wywnio-
skowaé, ze jezeli kazdy wierzchotek w G ma stopiei d, to zbiér krawedzi E
moze byé wyrazony przez sumge d roztacznych skojarzeii z V| do Va.

Niech M bedzie zero-jedynkowq macierza wymiaru m X n, w ktorej kazdy
wiersz zawiera co najmniej d jedynek (gdzie d > 0), a zadna kolumna nie
zawiera wigcej niz d jedynek. Pokaza¢, ze istnieje m jedynek, po jednej
w kazdym wierszu macierzy M, z ktérych zadne dwie nie naleza do tej same;j
kolumny.

Macierz permutacyjna. jest o kwadratowa zero-jedynkowa macierz z do-
kladnie jedna jedynka w kazdym wierszu i kazdej kolumnie. Pokaza¢, ze
zero-jedynkowa macierz kwadratowa z doktadnie d jedynkami w kazdym
wierszu i kazdej kolumnie jest sumg d macierzy permutacyjnych.

Macierz wymiaru . x n jest bistochastyczna, jezeli jej elementy sa nieyjemne
oraz suma elementéw w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest réwna 1.
Pokazaé, ze macierz M wymiaru n X n jest bistochastyczna wtedy i tylko
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wtedy, .gdy istnieja macicrze permutacyjne M,,... ,M,, wymiaru n X n oraz
dodatnie liczby Ay, ..., A, dajace w sumie 1, takie 2e

M = 7\.1M1 A "7\4an (Wi

11, Zbiér X jest podzielony na n jednakowej mocy zbior6w na dwa sposoby:
X=XuU---UX, =Y U---UY,
Pokazaé, ze istnieja rozne element | ,
s Y X100 1K KU zbio-
o s obu pdziitach ) n» ktore nalezg do réznych L;)\x;/)]

(J'ezcl;l czytelnik wie cokolwick o lewostronnych i prawostronnych war-
stwa(,” grupy, by¢ moze potrafi zilustrowaé zastosowanic tego rezultatu
w teorii grup). ‘

4

Trzy podstawowe zasady

Rozdziat ten jest ilustracja trzech prostych zasad, ktore wielokrotnie bedziemy
stosowaé w nastgpnych czesciach tej ksigzki.

Zasada szufladkowa

Zasada szufladkowa stwierdza Loczywisty” fakt, ze jezeli roztozy sig wigeej niz n
obiektéw w n szufladkach, to co najmniej jedna szufladka bedzie zawieraé wiecej
niz jeden obiekt. Nastgpujace przyktady ilustruja kilka spodréd wielu zastosowan
tej zasady. '
Przyklad: Majac danych dowolnych dziesie6 réznych dodatnich liczb, mniej-
szych od 107, pokaza¢, ze beda istniaty dwa roztaczne podzbiory tych liczb, kt6-
rych elementy daja taka sama sume.
Rozwiqzanie: Najwigksze liczby bylyby 97,98, ..., 106. Daja one w sumie 1015.
Rozwazmy wiec pewne szufladki, ktére sa ponumerowane od 0 do 1015.

O 0o o o

0 1 2 3 1014 1015

Teraz, majac danych dowolnych dziesigé dodatnich liczb catkowitych, mniejszych
od 107, weZzmy pod uwage wszystkie ich podzbiory (jest ich 210 = 1024). Wy-
obrazmy sobie, ze kazdy podzbior jest zapisany na kartce papieru i ze kartka ta z0-
staje umieszczona w szufladce odpowiadajacej sumie elementéw tego podzbioru.
Wéwezas 1024 kartki sa umieszezone w 1016 szufladkach i, na mocy zasady szu-
fladkowe;j, jaka$ szufladka bedzie zawierata wigcej niz jedna kartke. Oznacza (o,
7e elementy dwéch podzbioréw zadanych dziesigciu liczb catkowitych beda da-
waly t¢ sama sumg. Podzbiory te nie musza byé roztaczne, ale mozemy, oczywi-
4cie, usunaé z obu wspélne clementy, otrzymujac dwa rozigczne podzbiory z taka
sama suma elementéw. Alternatywnie, jezeli bedziemy przegladaé wszystkie szu-
fladki w kolejnosci od 0 w gore, to pierwsza szufladka z wiecej niz jedna kartka
bedzie zawieraé dwa roziaczne podzbiory z taka samg suma. O

Przykiad: Pewna grupa Arabow wita sie, podajac sobie rece. Nikt nie wita si¢

ARG

]

7z samym sobg, i Zadna para 0s6b nie wita si¢ wigcej niz jeden raz. PokazaC, ze

w grupie musza by¢ dwie osoby, ktére Sciskaty taka sama liczbe dtoni.
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Rozwiqzanie: Niech bedzic n ArabGw i nicch ma micjsce jakies powitanie. Wéw-
czas kazda osoba udci$nie od 0 do n — 1 dloni. WeZzmy szufladki oznaczone licz-
bami od 0 do n — 1 i niech kazda osoba, po napisaniu na karlce papicru swojego
nazwiska, umiesci ja w szufladce odpowiadajacej liczbic wykonanych przez nig

usciskéw.

Oog - 00

0 1 2 n-2 n-—1
Aby pokazaé, ze dwie osoby §ciskaty taka sama liczbe dloni, wykazemy, Z¢ jedna
z szufladek zawiera wigeej niz jedng kartke. Jest n kartek wpadajacych do n szufla-
dek, a wigce stosujac tylko zasade szufladkowa, nie mozemy byé pewni, e tak si¢
stanie. Wszystko bytoby w porzadku, chyba Zc do kazdej szufladki wpadnic do-
kladnie jedna kartka. Lecz gdyby tak byto, to kartka Szejka Znicnawidzonego by-
taby w szufladce oznakowancj przez 0, a Szejka Uwiclbianego w szufladce ozna-
kowanej przez n — 1. Oznacza to, ze Znienawidzony nic przywilal si¢ z zadnym
innym szejkiem, a Uwielbiany podat reke kazdemu (tacznie z Znienawidzonym),
€0 jest oczywiscie niemozliwe,

Wynik ten w prosty sposéb przettumaczyé mozna na jezyk teoriografowy,
stwierdzajac, ze w kazdym grafic istnicjy dwa wierzchotki o tym samym stop-
niu. Rzeczywidcie, jezeli potraktujemy wierzchotki grafu jako osoby, przy czym
dwa wierzchotki sq polaczone, jezeli odpowiadajace im osoby podaty sobie rece,
to liczba usciskéw dioni dancj osoby jest, po prostu, stopaiem tego wierzcholka.

' 0

Przyklad: Pokazad, ze jezeli na tarczy kotowej o promieniu 1 umicécimy siedem
punkiéw w ten sposob, ze zadne dwa nie s4 odlegte od siebie 0 mniej niz jeden, to
Jjeden z punkiéw bedzie w $rodku tarczy, a pozostatych szesé bedzie tworzyé na
obwodzie tarczy szcéciokat.

Rozwiqzanie: Podziclmy tarczg na siedem czesei, lak jak to pokazano. Jezeli sie-
dem punk(éw jest umieszczonych na tarczy w ten sposob, ze zadne dwa punkty
nic $g w odlegtosci mniejszej niz 1, Lo wéwcezas zadne dwa punkty nie moga by¢é
w jednej czedci. W ten sposob, w kazdej czeécei bedzie znajdowat sig jeden punkt.
Oznacza to, ze jeden punkt bedzie w $rodku, a pozostale na obwodzie. Kazda
sysiednia para punkiéw lezacych na obwodzic musi tworzy¢ luk pod katem 60°
lub wiecej, a poniewaz tych sze$é katéw musi da¢ w sumic 360°, wynika stad, ze
kazdy z nich wynosi dokladnie 60°,
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Przyklad: Pokaza¢, ze dla dowolnych n @damich liczb catkowitych istnieje pod-
zbiér, ktérego suma elementow jest podziclna przez n. ‘ o
Rozwiqzanie: Nicch ay, ... ,a, beda dowolnymi dodatnimi liczbami catkowitymi.
Rozwazmy n szufladek

o oo - 0o

0 l 2 n—-2 n-1
iesémy w szufladkach n podzbioréw {a1 },{a1,a2},--- ,{al,az,.:. ,'a.,,} ze
8111;;16;;1111‘2'& reszte z dzielenia sumy clementéw podzbioru przez n. ngell klg?gu
kolwiek z tych podzbioréw bedzie w szuﬂac}cc 0 to suma .elememéw ngo 6ZW o
dzieli sie przez n. Jezeli jednak taka syluacja nie zachodzi, wtedy n zblor oce
dzie rozmieszczonych w pozostatych n — 1 szufladkach., W ten .sposé , na m }y
zasady szufladkowej, dwa z nich, powiedzmy {a1,a2,... a} i {ay,a2,... a5}

e i szufladce owaz a1 +ag + ... -ay i ay -+ az -+ ... +as daja
beda w tej samej szufladce. Ponicwaz ai 4 ag . a2 3
tc sama reszte z dzielenia przez . wynika stad. ze (gdy powiedzmy r < 5) m‘;\
r6Znica @y +arq2 ...+ G5 jest podzielna przez n.

Przyklad: Udowodnié, ze w dowolnym ciq_gu zaw?crajqcym wmcgj mlz b(r;n —alle)_
(g — 1) réznych liczb, istnieje rosnacy podciag, ztozony ’z r \;v(y.ri\iz g uzmiOny
jacy podciag, ztozony z g wyrazéw (l\'lb oba). (Na przyk‘tad ':;z.y azgczwreCh
2 wiecej niz szesciu liczb bedzie zawieral rosnacy podciag, L'olzong o
wyrazéw, lub malejacy podciag, ztozony z trzech wyrazéw,.np. cnafg 1 ém ’o’{-
zawiera malejacy podciag, ztozony z trzech wyrazéw, wyr6znionych pismem p
grubym). . . '
Rozwigzanie: Majac zadany ciag ai, ... @ przyp_orzqdkujmy. kazdemu wyrazowi
aj dwa ,wyniki”, i; oraz d;, okre§lone w nastepujacy ﬁposéb.

ij = liczba wyrazéw w najdluzszym rosnacym podciagu
koficzacym Si¢ W a;;

d; = liczba wyrazéw w najdtuzszym malejacym podciagu
zaczynajacym $i¢ w a;.

Tak wiec, na przyklad, ciag 5, 1, 6, 3, 2, 7, 4 mialby wyniki

a; 5 1 63 2 1 4
i, 1122233
d; 31321 21

W ogélnym przypadku zadne dwa wyrazy nie beda miaty tej samej pary wynikow.
Rzeczywidcie, jezeli mamy
0 aj Y ak DI

4 — Aspekty kombinatoryki
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to albo a; < ax i najdluzszy rosnacy podciag korczacy si¢ w a; moze by¢ roz-

szerzony przez dodanie ay (tak, Ze ij < i), albo a; > ay i nai(éu’lszy malejacy

podciag zaczynajacy si¢ w ax moze byé poprzedzony przez a; itak zed; > dy)
Utwérzmy teraz krate zlozona z n? szufladek ' Y v

n

| LS I

Pm?lewai kazde i; oraz d; jest pomigdzy | a n, to kazdy wyraz ciagu moze byé
umieszczony w szufladce odpowiadajacej jego dwém wynikom. Co wiecej, po-
niewaz zadna para nie powtarza si¢, zatem w kazdej szufladce bedzic co najv&yiej
jeders wyraz. W szczeg6lnodei, jezeli n > (r—1)(g — 1), to wyrazy nie zmiesz-
cza sig do (r—1)(g — 1) szufladek zacieniowanyéh na powyzszym rysunku, Czyii
ktérys wyraz a; bedzie miat i; > r lub d; > g; (j. j-ty wyraz bedzie albo ostatnim
WYrazem pewnego rosnacego podciagu o co najmniej r wyrazach, albo pierwszym
wyrazem jakiego$ malejacego podciagu o co najmnicj g wyrazach. O

Byé mf)ie nie jest czytelnikowi obca nieskoriczona wersja tego wyniku, mia-
nowxf:le, ze kazdy nieskoriczony ciag liczb rzeczywistych zawiera nieskoﬁé:zony
podciag rosnacy lub nieskoriczony podciag malejacy. Istnicje zabawny dowéd
tego.fakm (zwany ,hiszpariskim hotelem”), kiéry mozna znaleZé na przyktad
w ksiazce Yet another introduction to analysis, cytowanej w spisie litcratur);.

Zasada dwoistosci

Nie istnieje 2adna scile okreSlona zasada dwoistosci, ktéra mozna by jasno
sformutqwa?. O.gél.me méwigce, zasada ta jest stosowana do wykluczania pew-
nych sytuacji dzigki swoistego rodzaju przeciwstawnosciom (takich jak nicparzy-
sty/parzysty czy czarny/bialy).

Przyklad: Pokazaé, ze w kazd afie lic: i i
: , zdym grafie liczba wierzchotkéw s icparzy-
ot oo parayas w stopnia nicparzy

Rozwiqzanie: Przypomnijmy, ze z lematu o ugci i i
: Prz , 2e 7 0 usciskach dtoni (zadanie 2 na ic
33), dla dowolnego grafu G = (V,E) ( o % nastone

Y ov=2lE]|

veV
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co jest parzyste. Tak wigc

Y ovi ), dv=2lE|

VeV eV —~

By picparzyste B parzyste parzyste
[SE——"

parzyste

Stad wynika, ze suma stopni nieparzystych jest parzysta, czyli musi ich byC pa-
rzysta liczba. Jest o przyktad uzycia przeciwstawnodcei w zliczaniu nieparzy-
sty/parzysty. ‘ i

Przykiad: Rozwazmy tablice wymiarun xn (np. szachownice) i pewna liczbe ko-
stek domina, z ktérych kazda bedzie pokrywata dwa przylegle kwadraty tablicy.
Pokazaé, ze tablica moze by¢ pokryta nie nakladajacymi si¢ kostkami domina
wiedy i tylko wtedy, gdy n jest parzyste. Pokazaé réwniez, e tablica z usunigtymi
dwoma przeciwlegtymi naroznikami nigdy nie moze byé pokryta nie nakladaja-
cymi si¢ kostkami domina.

Nastepnie rozwazy¢ dowolne pokrycie
tablicy wymiaru 6 x 6 za pomocg 18 ko-
stek domina. Pokazad, ze dla kazdego la-
kiego rozlozenia kostek domina zawsze
jest mozliwe przecigcie tablicy na dwie
prostokatne czesei tak, ze linia cigcia nie
przechodzi przez zadng kostke domina.

Rozwiqzanie: Eatwo jest pokry¢ kostkami
domina tablice majaca boki o parzystej
liczbie kwadratéw i sporzadzenie takiego
ukladu pozostawiamy czytelnikowi. Jed- —
nakze, jezeli n jest nieparzyste, to zadana
liczba %nz kostek domina nie jest liczba

catkowitg!
W przypadku tablicy z usunigtymi dwo- Nieparzysta liczba
L . ot . T kwadratéw
ma przeciwleglymi naroznikami mamy S Ol (S I
do czynienia z problemem, przypomina- bl Bl ciecie

jacym starodawna famigléwke dotyczaca
szachownicy. Jezeli n jest nieparzyste, to
potrzebna do pokrycia liczba kostek do-
mina nie jest znowu liczba catkowita.
W przypadku gdy n jest parzysie, wy-
obrazmy sobie pokratkowang tablice, tak
jak ta przedstawiona na rysunku. Woéwczas dwa usunigte narozniki sg tego sa-
mego koloru, a wigc pozostata czgs¢ tablicy ma r6zna liczbe biatych i czarnych
kwadratéw. Poniewaz kazda kostka domina pokrywa dokladnie jeden bialy i je-
den czarny kwadrat, pokrycie ponownie nie jest mozliwe. Zauwazmy, %¢ W tych
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uzasadnicniach zastosowali$my dwa testy dwoistosci; nieparzysty/parzysty oraz
czarny/bialy. .

Rozwazmy teraz pokrycie tablicy wymiaru 6 x 6 za pomocy 18 kostek domina.
§rodkowy rysunck pokazuje jedno z takich pokry¢ i wskazuje linig, ktéra roz-
cina tablicg na dwa prostokaty bez przecinania kostki domina, W ogdlnodci jest
pie¢ linii w kazdym kierunku, kiére rzeba rozwazy¢ jako potencjalne rozciecia,
i kazda kostka domina lezy na doktadnic Jjednej linii cigcia, Nieparzysty/parzysty
lest dwoistodci pokaze za chwile, ze w zadnym z takich uktadéw nic ma Sytuacji,
iz ktérekolwick z tych dziesigciu cig¢ przechodzi przez doktadnie jedna kostke
domina (lub, w rzeczywistosci, przez dowolng nicparzysta liczbe kostek). Gdyby
tak byto, to jak pokazuje dolny rysunck, datoby to nicparzysta liczbe kwadra-
w pokrytych przez kostki domina. Jak wiec 18 kostek domina mozna rozdzielié
pomigdzy 10 linii ciecia? Jedna z linii cigeia nie moze przechodzi¢ przez zadna
kostke domina, co byto do pokazania. O

Warlo zauwazyé, ze test dwoistosci moze by¢ zastosowany tylko do odrzucenia
pewnych mozliwosci, Wiasnic widzieli$my, ze proste nieparzyste/parzyste zlicze-
nie wyklucza mozliwogé pokrycia za pomocy kostek domina kwadratowcj tablicy,
majacej po bokach nieparzysty, liczbe kwadratéw. Jednakze, aby pokazac, ze ta-
blica majaca po bokach parzysta liczbe kwadratow moze by¢ pokryta kostkami,
trzeba przedstawic pewnego rodzaju konstrukeje lub dowdd. Taka Syluacja bedzie
wystgpowata w kombinatoryce wiclokrotnic: prosty test dwoistosci pozwoli nam
stwierdzi¢, kicdy jaki§ uktad jest nicmozliwy. Jednak udowodnienic, ze jest to
mozliwe we wszystkich pozostatych przypadkach, wymaga czasami skompliko-
wanego dowodu.

Przykiad: Pokazaé; ze nasiepujaca figura nie moze by¢ narysowana za pomoca
Jednej ciagtej linii bez przechodzenia przez jakis odcinck krzywej wigcej niz je-
den raz:

Rozwiqzanie: Wyobrazmy sobie dowolng
figure, narysowanga za pomocy ciaglej linii
bez przechodzenia przez ktdrykolwiek od-
cinek krzywej wiecej niz jeden raz: jedna
7. takich figur zostala pokazana na ry-
sunku. Rozwazmy dowolny punkt, rézny
od punktéw poczatkowego i koricowego,
w kitérym linia przecina si¢ sama z soba,
Jezeli linia przeszta przez ten punkt r razy,

punktu. ‘
beda najwyzej dwa punk
7 nieparzysta liczbz} odcxpk W &
w tym przykladzie jest wigce} miz e
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‘bedzie 2r odcink6éw krzywej, prowadzacych do lub wychodzacych z tego
to ¢

7 i sowana,
Tak wiec w kazdej figurze, ki6ra moze by¢ w ten sppséb ;gxi(ysﬁcow ;
kty (mianowicie punkt poczatkowy 1 punkt ko \ ¥)
6w dochodzacych do nich. W ﬁgur.z?, rozwazanej
dwa ,,nieparzyste skrzyzowania”, a wigc mie
moze ona byé narysowana w opisany sposdb. —
L . ardziei skorr i
Ta prosta obserwacja nacechowana dwoistodcia ma o wnelelbardzn.cgijs on ;)arzy“
g ) icie kazda spdjna figura z dwoma lub mniej ., .
$¢, mianowicie kazda spojn na | ) rlobatey
stymi skrzyzowaniami” moze by¢ narysovyaqz}n\ blez. olc\lry(\i\:::g;\ oéf;;livej peo&em
l' < izenia przez jakikolwiek o - .
bez dwukrotnego przechod : orzez jakik < S
lLen bedziemy rozwaza¢ w teoriografowe; terminologii w rozdzial

. . e
Przyklad: Pokaza(, ze w grafic dwudzielnym kazdy cykl sktada si¢ z parzyste]

wang odwrotno

;tj;?iqkzjz:ii?i\lhiech G = (Vi,E,V,) bedzie grafem dwudzielnrym iw l;tgtr)r/g; ;:;f;
wierzcholk6éw jest podzielony naVy i Vo, a ka').,da krawc;c}i lzéczy 1?1 em
do V; z elementem nalezacym do V,). Rozwazmy w grafie y

V1 V2, V3ge ey Vs Vs VI o
Zalézmy na przyktad, ze v, € Vi. Wéwczas istnienie krawedzi vyv, zapewnia, €
v, € Vy: podobnie vy € Vy itd. Tak wiec mamy

' N T Vi
Vi V2, Vi, .een Vi

EV’l, ev,, €V, eV, €V, eV _

co oczywidcie implikuje, ze n jest parzyste. .
je si : Zi mia .

) iku okazuje si¢ by¢ prawdziwa, :

ol 5 iopa ; awedzi, 1o musi by¢ dwu-
jak to zobaczymy, po zilu-

I tym razem ' azuje 8
jeieliy graf nie zawiera cykli o nnepqrzystej l}czbne kri
dzielny. Jednakze dowdd jest bardziej skomphlfowany,
strowaniu tego rezultatu pewnymi przyktadami.

23 4 1 3 5 7Vl
—
Va
5 2 4 6 8

8 7 6 5

Przyklad:

T N ——
Ten graf zawiera nieparzysty cykl: Tutaj ;\:1? lnexr.‘x Jcc)::l(‘j ngzdllm; yc
pgwy'zézy rezultat stwierdza, g
7e nie jest on dwudzielny
i ie zawiera cykli
Twierdzenie: Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie
jac iepars liczbe krawedzi. o
majacych nieparzysta . ( | ‘ corysei mie
Dowdd: (=) Jezeli graf jest dwudzielny, (o, jak zaobserwowaliSmy powy

moze mieé ,nieparzystych” cykli.
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(¢=) Zatézmy (eraz, e gral G = (V,E) nic zawiera nieparzystych cykli. Za-
16zmy takze, ze G jest spdjny (bo gdyby nie byt, o mogliby§my zastosowad ten
dowdd do kazdej z jego sktadowych, a jezeli kazda sktadowa jest dwudzielna, to
réwniez caty graf jest dwudzielny). Niech vy € V i zdefiniujmy V|,V C V w na-
stepujacy sposdb:

Vi = {v €V: istnigje szlak w G od v do v,
ktéry ma parzysta liczbe krawedzi }

Vo = {v €V: istnieje szlak w G od vg do v,
kt6ry ma nieparzysty, liczbe krawedzi }
Poniewaz G jest spéjny, (o jest jasne, 7e V = Viuvw,,
ze VNV, =0 i ze kazda krawed#
kiem nalezacym do V,? )
Aby pokazaé, 7e V, NV, = @, zatozymy, ze v € Vi NV,
sprzecznosci. Poniewaz v € V|, zatem musi istnicé szlak od vy do v, kiéry ma kra-
wedzie ze zbioru, powiedzmy, £, gdzie [E1] jest parzyste. Podobnic, poniewaz
v € Vo, zatem musi istnieé szlak od vy do v, ktéry ma krawedzie ze zbioru, po-

wiedzmy, Ey, gdzie |E,| jest nieparzyste. Niech E* bedzie »réznica symetryczng”
zbioréw £ i Ey; . ‘

ale czy mozemy by¢ pewni,
taczy wierzchotek nalezacy do V, z wierzchot-

i doprowadzimy do

E* = (ELUE)\ (£ NE;)

i niech G* bedzie grafem (V,E*). Po chwili zastanowieni
ze stopient dowolnego wierzchotka w G* Jest réwny sumie jego stopni w (V,E})
i (V,E2), pomniejszonej o podwojony stopnier w (V, E, ME3), oraz 2¢ jest on za-
wsze parzysty. Tak wigc, na mocy wyniku zadania 3 na stronie 33 w G* (a tym
samym w G) istnieje zbi6r cykli, kt6re nie maja wspélnych krawedzi i ki6re mig-
dzy soba wyczerpuja wszystkie krawedzie z E*, Poniewaz, na mocy zalozenia,
kazdy taki cykl jest parzysty, zatem [E*| tez jest liczby parzysta,

Chceemy teraz wyznaczyé liczbe krawedzi w E*, Jezeli dodamy po prostu liczbe
elementéw w E; do liczby elementow w ks, to kazdy element w E| N E; bedzie

policzony dwukrotnie, podczas gdy nie powinno si¢ byto policzy¢ ich wcale. Tak
wigc jest jasne, ze

a dojdziemy do wniosku,

|E¥] = |Ei| + |Ea| —2E\NE,|
parzyste  parzyste  pieparzyste parzyste
i doszlismy do sprzecznosci. Wynika stad, ze Vi N V4 jest zbiorem pustym, tak jak

twierdzili$my.

Na koniec nie trudno zauwazyé, ze kazda krawedZ grafu G taczy wierzchotek
nalezacy do V| z wierzchotkiem nalezacym do V,. Rzeczywidcie, jezeli v, € Vi
iviva e E o istnieje szlak P od vy do Vi, majacy najmniejszy z mozliwych parzy-
st liczbe krawedzi i nie jest trudno zauwazy¢, Ze istnieje wowczas »hieparzysty”
szlak od vy do v,. Jezeli bowiem P nie koriczy si¢ krawedzia vov,, to szlak skia-
dajacy sie z P oraz krawedzi vy vy jest nieparzystym szlakiem od vp do v,. Na od-
wrot, jezeli szlak P koriczy sig krawedzia vavy, (0 Pz usuniety krawedzig v, v| daje

R
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{ istnienie ni stego szlaku
W obu przypadkach istnienie nicparzy )
a st[';d wynika, iz G jest grafem dwuduelnyrg

nieparzysty szlak z vo do vs.
2z vo do va pokazuje, 7€ V2 € Va,

(V1,E,V2).

Zasada w{aczania/wy{qczania

. . zbioru
. " zie), ze, aby policzy¢ elementy Z
idzielismy juz (tak jak w ostatnim dowodzie), Ze, aby p - liczone
y:jl)ilc:xzr:nfnjyu d(()daéjte 2 X do tych z Y, a nastgpnie Od_l'il;lz let" ktére byty poli
dwukrotnie, mianowicie te, ktdre sa w obu zbiorach X i ¥ 4.

1XuY\:=1X|—t—tY\~iXmY}

» uogblnia te ide¢ i moze byé ona sformutowana

S . ziej dogodne dla nas, W terminologit

w terminologii zbioréw lub, co jcsf pard
iektéw majacych ustalone wlasnoscl. ‘ ‘
- . ych w tenisa i 15 grajacych

Jdubic jes s6b grajac L5 graja
Przyklad: W pewnym klubic jest 10 0s6b graj e wia o0 najmic] s

w squasha: 6 sposrod nich gra w obie gry. Ile 056
dyscypling? . 5 o
R):)zu):iqzanie: Tak jak w teoriomnogosciowym wyniku fgzcdstawxonym
7adana liczba w tym przypadku wynosi 10+15-6=19.

powyzej,

bie jéqt 10 os6b grajacych w tenisa, 15 graj:x}c:
' . ¥ .‘ S S ,
squasha i 12 grajacych w badmintona. Spo:éréd mf:h 5 ‘;,ra A utz)m;e; qlo [?y -
:/ &2‘ w tenisa i badmintona, 3 gra w squasha i badmm(tiona(,ia ty prm@?‘
: l : awia co najmniej jedng dyscy !
szystkie trzy gry. Ile oséb uprawia o najn
e Zactyn 0. 15 i 12. Jednakze tc osoby, ktdre upra,-,
dwukrotnie. Musimy wiec wykluczy€

Przykiad: W pewnym klu

Rozwiqzanie: Zaczynamy od doc}ania 1
wiaja dwie dyscypliny beda policzone
5,413, otrzymujac '

10+ 15+12—-5-4-3 ‘
a »wlaczeni” trzykrotnie

iajacy rz scypliny bed otni
Ale wéwczas gracze uprawiajacy tezy dyscypliny b¢ e w wyraeniu

w wyrazeniu 10 -+ 15 4 12, a nasigpnie Lwylaczeni

. . I
5 —4 —3, a wigc nie bedg weale policzeni. Musimy zatem ponownié doliczy
wszystkie te osoby, otrzymujac
104+154+12-5-4-3+2=27 D

iaj imniej jedna dyscypling.
s rawiajacych co najmniej jedna ’
- J zaobserwowaé praktyczne za-

dadach mieli§ 7nosé
W powyzszych przyktadach mieliSmy moz O o sform-

stosowanie zasady wiaczania/wytaczania. Przejdziemy
towania tej zasady.

i s AC? o zbioru
Twierdzenie: (Zasada wlaczania/wyltaczania) Dla danego skoriczoneg
obiektéw, ktére moga,

W i s i i i r WlaSHOQCi
1 gy br

ale nie musza mieé jakiejkolwiek wlasnosci 1,2,...,8, .
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ity 5. Wowezas liczba obicktéw w zadanym zbiorze majacych co najmnic;j
jedna z wlasnodci wynosi

N+ N@2) - - - - N(n)
=N(1,2) =N(1,3) — - = N(n—1,n)

FN(1L,2,3) +N(1,2,4) 1+ N(n—2,n— 1, n)

.A}_(.—l)""lN(liz"" ,H-)

Dowdd: Jest jasne, ze jezeli jakig obiekt ze zbioru nic ma zadnej z wlasnosci, to
nic nie bedzie wnosit do ogélnej sumy przedstawionej w twierdzeniu, Pokazemy
teraz, ze kazdy obiekt ze zbioru, kiéry ma co najmniej jedng z whasnosci, wnosi
Jjedynke do tej sumy: wyniknie z tego wowezas, ze réwna si¢ ona liczbie takich
obicktéw. WeZmy wigc pod uwage obiekt majacy co najmniej jedng z wiasno-
Sci. Zal6zmy, ze obiekt ten spetnia doktadnic r sposréd rozwazanych wiasnosci.
(Jezeli chcemy byé bardziej precyzyjni, mozemy zatozyé, ze ma on dokladnie
wlasnodci 1,2,...,r.) lle wéwczas wnosi ten obickt do nastgpujacej sumy ogél-
nej?

N(1)+NQ@)+-+N@n) rzad 1
=N(1,2) =N(1,3) —--- = N(n—1,n) . rzad 2
+N(1,2,3)4-N(1,2,4) 4 - FN(h—2,n—1,n) rzad 3
F=D)TINL2 ) (= TINQL2, = 1)+ - rzad r

+(=1)""'N(1,2,... ,n) czad n

W rzedzie 1 obiekt ten wnosi -+1 r razy, w rzedzie 2 wnosi on —1 (;) razy,
wrzedzie 3 wnosion -1 (5) razy, ... i w rzedzic r wnosi on raz (()=1) (=)
dalej nie wnosi nic wigcej. W ten 5posob jego ogdlny wktad wynosi

- rer()
0 Qer oo

' Rozwinigcie dwumianowe wyrazenia [14 (=D}, ktére oczywigcie ma wartoéé zero
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Wynika stad, ze obiekt majacy co najmnicj jedna z whasnoSci rzpczymécne wnz':lt
doktadnic jedynke do zadanej ogdlnej sumy i zasada wlaczania/wylaczania j ;3
udowodniona. .

Przykiad: llc liczb od 2 do 1000 jest kwagr)atami, gzedcianami lub innymi wigk-
szymi potegami pewnych liczb catkowitych’ o

Royzwiqzanie: Rozwazmy zbidér obiektow {2,.'.. , 1000} i mcc.:r;. elgms:{tk(t)c‘:ficf
zbioru ma ,,whasnosé 7, jezeli jest on rOwny l.-l(.'lj potcd:Le pgwnej icz .y.ed o
tej. Poniewaz 210 > 1000, wicc nie ma w tym zbiorze dznemzuyc’h po;cg 121 A yny :
whasnoéciami, ktére naprawde dotycza lego pr'{‘ykludu, 54 wlasno.. ci ,h Lo n ,a
W takim razie, stosujac notacje z twierdzenia, liczba obiektow majacyc J

mniej jedna z tych whasnosci wynosi
N@2)+N@3) -+ N©O)
—N(2,3)—N(2,4) —---~N(8,9)
+N(2,3,4)--N(2,3,5)+---+N(7,8,9)

—N(2,3,...,9)
Kazda z tych wielkogci mozna tatwo policzy¢. Na przyktad
N(2) = [¥/1000] — 1 =30 N(3) =[V1000} - 1=9

N(2,3) = N(6) = [V1000] -1 =2 N(2,4) =N(4) =4
N(2,3,4) =N(12) =0 N(2,3,6) =N(6)=2
(gdzie |x] oznacza ,,cz¢$¢ caikowita”. liczby x). l‘(om.yr‘u.xujqc w ta(lid sax;x :v;;(;::g:
whnioskujemy, ze liczba obiektéw majacych co najmnicj jedna z zadanyc
§ci jest rOwna

W R g O
30+9+4+2+2—-H+1+l——2—-4—2—1~2—-1—1—I2!1 40

Przyklad: (Funkcja Eulera) Niech m bedzic dodatnia ligzbg ca}kf)w;ta, };;(érfvji :‘6;—)
nymi czynnikami pierwszymi sa pi,-.. , Pa. Pokazaé,- ze .110§é .hcz hca so()ango
pomiedzy 1 a m, ktbre sg wzglednice pierwsze z m ({j. nie majacycn wsp
dzielnika z m wigkszego niz 1) réwna si¢

(=) (-3) (-3

(Wyrazenie to jest zwykle oznaczane ¢(m) i w teorii liczb definiuje ono Junkcje
Eulera). ‘ ' N
Rozwiqzanie: Niech rozwazanym zbiorem obiektéw bcc.lzne {1,2,... ,n\zz/ 61 Vi/x:;ez; '
dla 1 <i< n,whasno$é i oznacza, z¢ liczba jest podzxeln‘a przez p,-.k{ owe Lé
w zbio\rze tym liczbami catkowitymi, wzglednie pierwszymi z m, 53 dokta .
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kt6re n?e maja Zz'ldncj z wlagnodci 1,... ,n. Musimy wiec od m odjaé ilogé liczb
calkowgych, x}1ajqcych co najmniej jedng z wlasnosci, otrzymujac (przy uzyciu
typowej notacji) .

n
~N(1) = N(2) = -~ N(n)
FN(L2) 4 N(L3) A4 N — 1,n)
~N(1,2,3) = N(1,2,4) —--- = N(n—2,n— 1,n)

EEERR

F(=1)"N(1,2,... 1)

Tutaj N(i). jest ilodcia liczb catkowitych w {1,... ,m}, kiére sq podziclne przez
pi- Wynosi ona doktadnie m/p;. Podobnie N(i, j) = m/p;p; itd. Stad zadana ilo§¢
liczb catkowitych wzglednie pierwszych z m jest dana wyrazeniem

m

n m

- ~-——.-.‘
Pip2 pips
_ i _ m e
pipaps Pipapa
-.. e

(1) — m
P1P2-"Pn
Mozna bezpoSrednio sprawdzié, iz zgadza sie 1o 2 ia i
X ! R rgadza sig to z podane St ., ,
funkcji ¢(rm). € podana postacia xl.oczynowg

N . T
¥ rzyktad: lle permutacji zbioru {1,2,... ,n} ma wlasno$é, ze 1 /41,2 /42

¥ ’ YD H H H X o
inAn? ’I‘ak'a permutacja, w ktdrej nie ma ,zgodnoscei” na zadnym micjscu, jest
nazywana nieporzqdkiem zbioru {1,2,... n}.
Ro.zwuujame: Niech rozwazanym zbiorem obiekiéw beda wszystkie n! permu-
’t‘dcj.e zblgru {1.,2,...,,11}. Dla dowolnej permutacji niech ,,wlasnosé i oznacza,
ze l.l. — I, gdzie 1 < i < n. Woéwezas liczba nieporzadkéw zbioru {1,2,... n}
jest lCLl?q permutaq.l nie posiadajacych zadnej z tych whasnosci. Na mocy zasad
wiaqczania/wylaczania jest ona dana wyrazeniem '

n!

~N(1) =N(2) —---—N(n)

A
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IN(1,2) +N(1,3) 4+ N(n—1,n)
~N(1,2,3) = N(1,2,4) =+ =N(n=2,n—1,n)
,.1,‘. .o

F(=1)"N(1,2,... ,n)

Ale, dla przyktadu, N(1,2,...,r) jest liczba tych permutacji zbioru {1,...,n},
w ktérych 1 — 1,2 = 2,...,r =r, 2 pozostate n — r elementy $a dowolnie
permutowane: stad liczba (a wynosi (n— r)!. To samo jest prawda dla kazdego
uktadu r wtasnogci spo§réd n i w konsekwencji powyzsze wyrazenie okrelajace
liczbe nieporzadk6w przyjmuje postac

nl — (':) (n— 1)1 (g) (n=2)l =+ (1) <nfl> 1 -s-(—1)”<2>oz

Proste zastosowanie silniowej postaci wspdtczynnikéw dwumianowych redukuje

to wyrazenie do
1 1 1 ol
"’(‘z‘s"a"*‘a'z"“”“(“” "‘v) .

Zasade wiaczaniag/wyltaczania bedziemy ponownie stosowaé w dalszych roz-
dziatach, a w szczeg6lnosci wykorzystamy ja w rozdziale 12, rozwazajac ,,wielo-
miany szachowe”.

'ZADANIA
1. Pokazad, ze:
(i) zyja w Londynie dwie osoby, ktére posiadaja taka sama liczbe ksiazek,
(i) zyja na $wiecie dwie osoby majace Laka samg liczbe wloséw.

2. Zalézmy, ze danych jest -+ 1 rGéznych dodatnich liczb catkowitych mniej-
szych badz réwnych 2n. Pokazac, ze:

(i) istnieje para liczb, kidrych suma wynosi 2n+ 1, wl
(ii) musza istnie¢ dwie liczby, ki6re sa wzglednie pierwsze (4. nie maja
wspélncgo dzielnika wigkszego od 1), wi
(iii) istnieje liczba, kidra jest wielokrotnogcia innej liczby. [W1]

3. Udowodnié, ze wéréd dowolnych n--1 liczb catkowitych bedzie istniata para
liczb rézniacych sie o wielokrotno§¢ n. W]
. 4. Niech T bedzie tréjkatem réwnobocznym o boku réwnym 1. Pokazad, ze:

(i) jezeli w T umiedcimy pig¢ punktéw, to odlegtos¢ miedzy dwoma z nich
powinna by¢ mniejsza badZ réwna 5 (Wl




i g
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(ii) jest niemozliwe pokry¢ 7' trzema kotami, z kidrych kazde ma $rednice
mniejsza niz 1//3. [W]

5. Udowodnic¢, ze dla dowolnej dodatnicj liczby catkowitej n, kidras z jej wie-
lokrotnodci musi mieé posta¢ 99 ... 900 ... 0. [W]

6. Kazdego dnia wrzucamy do skarbonki albo 1 albo 2 pensy i po n dniach
uzbierana liczba penséw wynosi m. Pokazaé, 7e dla dowolngej liczby cat-
kowitej &, gdzie 0 < k < 2n — m, bedzie okres nasigpujacych po sobic dni,
podcezas kirych wlozyliSmy do skarbonki dokladnic & penséw. [W]

7. Pokaza¢, ze suma kwadratéw dwoéch nieparzystych liczb catkowitych nie
moze by¢ kwadratem liczby catkowiicj. ’

8. Z biato-czarncj pokratkowancj tablicy wymiaru n x n usunieto dwa kwadraty.
Pokaza¢, ze pozostata cz¢$é tablicy moie byé pokryta nie naktadajacymi sig
kostkami domina wtedy i tylko wiedy, gdy n jest parzyste i dwa usuniete
kwadraty sa réznych koloréw. [W]

9. Na tablicy wymiaru n x n. znajduje si¢ n? figur szachowych, kazda na jednym
kwadracie. Chcemy przestawi¢ kazda figurg na przylegly w tym samym rz¢-
dzie lub kolumnie kwadrat, w ten sposéb, Ze po przestawieniu wszystkich n?
figur w dalszym ciagu kazda bedzie zajmowata jeden kwadrat. Pokazad, 7e
jest o mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy n jest parzyste.

10. Mamy %(/13 — (n—2)%) cegictek, kazda o wymiarach 1 cm x 1 ¢m x 2 ¢m
i chcemy zlaezy€ je razem tak, by otrzymaé zewnetrzng konstrukcjg sze-
Scianu wymiaru 1 x n x n (. szeScian o boku n cm, z wnetrza ktérego wy-
cigto szescian o boku (n - 2) cm). Pokazaé, ze mozna (o zrobié wiedy i tylko
wiedy, gdy n jest parzysle. [W]

11. (i) W grafic cykl Hamiltona jest to cykl, ktSry przechodzi przez kazdy wierz-
chotek grafu. (Bedziemy rozwazad je szczegblowo w rozdziale 6). Pokazad,
ze grafl dwudzielny G == (V), E, V,), kiéry ma cykl Hamiltona, musi spciniad
warunck !V]! = ‘Vzl. W]
(if) W grze w szachy skoczek moze poruszaé sig
w dowolnym kierunku po przekatnej prostokata
wymiaru 2 x 3, tak jak pokazano. Majac dang ta- h
blice wymiaru n x n, gdzie n > 1 jest nieparzy-
ste, pokaza¢, ze jest niemozliwe, aby skoczek po- .
ruszal si¢ po tablicy skaczac na kazdy kwadrat
jeden raz i powrdcit na ten kwadrat, z ktGrego

wystartowat, : [W]
Pelen zapatu czytelnik mGglby zechcicé znale#é taka trase w przypadku
tradycyjnej szachownicy wymiaru 8 x 8. [O]
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12. (i) lle liczb catkowitych od 1 do. 10000 jest podzielnych przez co najmniej

61

jedna z liczb 2,31 57 [0}

(it) e liczb catkowitych spo§r6d 1 do 10000 jest podzielnych przez co r;zg]
mniej jedng z liczb 2,3, 5177 ' ‘ .
Wywnioskowaé, Ze jest ¢o najwyzcj 2288 liczb pierwszych, mniejszych
od (i\?lgggi)yﬁny zredukowadé te warto§¢ przez stopnipwe wykl}lczanie wiel.o—
krotnosci najmniejszej pozostajacej liczby pierwszej, na$ladujac stynne Sito
Eratosthenesa). .

13. W pokerze gracz otrzymuje 5 kart z tradycyjnej talii 52 kart. Stosujac kazda

z podanych metod, policzy¢ mozliwosci otrzymar‘\iz} ‘takiego uktadu kar.t,
kiéry zawieratby co najmnicj jednego asa, co najmniej jednego kréla, co naj-
mniej jedna dame i co najmniej jednego waleta:

(i) zasada wiaczania/wytaczania;

(i) przeliczajac rézne typy uktadéw, takich jak AAKDW. (O]

14. Napisano n listéw i zaadresowano dla nic}? kopc_arty. Jezeli hs}y 54 'wldada‘r:i
do kopert w spos6b losowy, jeden list do jednej .kop.erty, to _.]a];le jist’ péa "
dopodobieristwo, ze zaden list nie jest we wlaﬁcnwej %(opcrcne. P(; aza ,[ (L)]
prawdopodobieristwo to dazy do 1/e, gdy n dazy do nieskoriczonoscl.

15. (i) Ile jest wszystkich funkcji dziatajacych ze zbioru {1,... ,m} do zbioru

(0
{1,...,n}? 1;]
ii) Iniekcj 1} jes ca Tunkcja f, ze jezeli i 5 J

Iniekcjaz {1,...,m} do {1,...,n} jest to taka fun 2e jezeli

E;:/l){l jm} t{o F@) # () w{1,...,n}. Ile sposréd funkcji dziatajacych
z {1,,... ,m} do {1,...,n} jest iniekcjami? [O]
iekcj j€ iaka funkcja f, Ze dla
iti) Suriekcja z {1,...,m} do {1,... 3n}.Jcst .to tg ‘ :
ge {1,...,n} istnieje j € {1,... ,m} takie, Ze f(]} =i Stosujac zasade wl(?
czania/wytaczania pokazag, Ze liczba suriekeji dziatajacych z {1,... ,m} do
{1,...,n} jest dana wzorem

_ n m 1
an (’;) (ﬂ _ 1)m n (g) (Il ___2)"! —— (_ ])n I (n B 1)1 l.W]
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Kwadraty tacinskie

Kwadraty lacinskie

~Kwadrat tacinski” jest t p i
riski™ jest to kwadratowa tablica lub macierz, w ktérej kazdy wiersz
£0 zbioru niepowtarzajacych si¢ clemen-

xékazda kolumna sktada si¢ z tego same
tow.

. l

postaci
a b c d
ala b 4
bib a ‘d (r"
¢ e d a b
did < b a
Kwadrat laciriski
Przyklad: W teorii
¢ W teorii prawdopodobieristwa , bistochas ? .
e p stwa ,,bistochastyczna™ macierz, jak na przy-
L3
03 3
i
i 30
3 |
3 0 F

w ktSrer kas S
(w kt6rej kazdy wiersz i kolumna sumuje si¢ do 1) jest kwadratem lacidskim. O

Nasz AUnimy raendn
KiGryoh elomencam oy Zasadniczo na kwadratach i prostokatach lacitskich
1 33 dodatnje liczby calkowite. Pros ki o ’
P % q (o elementach nalezacve - Prostokqt laciski wymiaru
zacych do {1,2 n}) jest L ]

o ele PN T R y&y--. My ) JESL LO macierz w
mmn‘;;e:i‘:‘;?vabf ﬂf‘yah. ze Zbl()'ru {1,2,...,n}, w ki6rej w zadnym ):/Tx‘é?srgup l>: /
obickt nazy na pov;urzaﬂcych si¢ element6w. W przypadku gdy p q ‘ l( zi
zywa si¢ kwadratem taciriskim: wowczas kaz SO P =g, Ak
sklada si¢ doktadnie z n liczb 1,2, ... or;ly ::wuas kazdy wiersz i kazda kolumna

straks onej gru-
Dla przyktadu tabela mnozenia w grupie chinjaﬁcst

Przyklady:
1 2 43
<l 5 2> L? ; % 3 4 2 1
4 2 1 9 3 'l 4 3 1 2
: 2 13 4
Prostokal lacifiski wymiaru 2x 3 Kwadrat tacifiski =~ Kwadrat lacifski
o elementach z {1,2,3,4,5} wymiaru 3 x 3 wymiar 4 X 4 ]

W rozdziale tym bedziemy rozwazaé dwa gléwne pytania dotyczace prostoka-
6w i kwadratéw tacirskich: pierwsze z nich to, czy koniecznie prostokat taciriski
musi by¢ czgécia kwadratu tacisiskiego.

Przykiad: Czy prostokat taciriski

1 2 3 4
4 3 1 2
jest czescia jakiego$ kwadratu tacifiskiego wymiaru 4 X 47 ROéwnowaznie, czy

mozna dodaé kolejne dwa wiersze, aby uczyni€ z niego taki kwadrat? Podobnie,
czy prostokat taciriski

1 3 45
35 1 2
51 3 4

jest czescia jakiego$ kwadratu tacifiskiego wymiaru 5 x 57 R6éwnowaznie, ¢zy
mozna dodaé dodatkowa kolumng a nastgpnic dwa dodatkowe wiersze, aby uczy-
nié z niego taki kwadrat?

Rozwiqzanie: Latwo zauwazy¢, iz pierwszy prostokat lacinski moze by¢ rozsze-
rzony do kwadratu taciriskiego, jak na przyktad

1 2 3 4
4 31 2
21 43
34 2 1

Faktycznie, jak wkrétce pokazemy, kazdy prostokat taciriski wymiaru p X n o cle-
mentach ze zbioru {1,... ,n} moze by¢ uzupetniony do kwadratu laciriskiego wy-
miaru n X 1.

Jezeli chodzi o drugi przyklad, to tego prostokata nie mozna rozszerzy€ do
kwadratu taciriskiego wymiaru 5 x 5, gdyZz dodatkowa kolumna w takim uzupet-
nieniu musiataby zawiera¢ ,,2” w dwdch miejscach, co przeczyloby wiasno$ci
bycia taciniskim: w pewnym sensie w zadanym prostokacie element »27 nie wy-
stepuje wystarczajaca, liczbe razy. W dalszej czgsci tego rozdziatu wyprowadzimy
warunki konieczne i dostateczne na liczbg wyslapieri elementéw w prostokacie ta-
cirskim, gwarantujace jego rozszerzenie do kwadratu taciriskiego. (=

Dowodzac wyniki dotyczace rozszerzen prostokaiéw tacifiskich, bedziemy ko-
rzystaé z transwersalowej postaci (wierdzenia Halla z rozdziatu 3. Przedstawimy




64 . Rozdziat 5

teraz jeden przyktad ukazujacy, w jaki sposéb dodanic wiersza do prostokata ta- -

cifiskiego przeklada si¢ tatwo na zagadnienie systemu réznych reprezentantéw.

Przyklad: Dodanie dodatkowego wiersza do prostokata lacidskiego

12 4 5 3
<5 1 2 3 4)
w celu utworzenia prostokata tacifiskiego wymiaru 3 x 5 o clementach ze zbioru
{1,2,3,4,5} jest rtéwnoznaczne z wyznaczeniem réznych reprezentantéw ze zbio-
réw pokazanych ponizej (zauwazmy, Zc kazdy zbiér jest mocy 3 oraz 7e kazda
liczba od 1 do 5 wystepuje w dokladnic trzech sposréd tych zbior6w):

1 2 4 5 3
5 1 2 3 4
{2,3,4} {3,4,5} {1,3,5} {1,2,4} {1,2,5}

Jeden z takich uktadéw wyrdzniono pismem polgrubym. Reprezentanci ¢i mo-
gliby stanowi¢ elemenly nastgpnego wiersza. Mogliby$Smy woéwczas kontynu-
owat w podobny sposob, rozszerzajac otrzymany prostokat taciriski wymiaru
3 x 5 do prostokata taciriskiego wymiaru 4 x 5, a ten z kolei do kwadratu lacifi-
skiego wymiaru 5 x 5. O

Twierdzenie: Kazdy prostokqt tacinski wymiaru p x n o elementach zc zbioru
{1,...,n} moze by¢ rozszerzony do kwadratu tacifiskiego wymiaru n x .
Dowdd: Niech L bedzie prostokatem tacifiskim wymiaru p x n, w kiérym p < n
i niech dla 1 < i < n beda okreslone zbiory A; w nastgpujacy sposéb:

A; = {te liczby sposréd 1,2,... ,n, kiére nic wystepuja w i-tej kolumnie w L}

!

4 L

!

Dodatkowy wiersz: [~ + . <1

-« n >

¢ ALE Ay €A,

Woweczas, jak widzieliSmy w powyzszym przykladzie, znalezicnic dodatkowego
wiersza dla L, w celu rozszerzenia go do prostokata tacifskicgo wymiaru (p -
+1) x n (0 clementach ze zbioru {1,... ,n}), jest réwnoznaczne zc znalezieniem
systemu réznych reprezentantéw dla rodziny U = (Ay,... ,A,). Aby pokazaé, ze
tacy reprezentanci istniejq lub Ze rodzina ta ma transwersalg, zastosujemy Lwict-
dzenie Halla (str. 41) i pokazemy, iz dowolnych r sposr6d tych zbioréw zawiera
W sumic co najmniej r elementow.

Zanim do tego przejdziemy, zauwazmy, ze (tak jak w poprzednim przyktadzie)
Al =|Ag] = = |Apl = n—p
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gdyz A; sktada si¢ ze wszystkich n liczb, z wyjz'ukicm. tych p, kiére JUL wystgp}lja
w i-tej kolumnie. Zauwazmy réwniez (ponownfe tak jak w przyklac.mf:), ze lfaZQe
j.gdzie 1 < j < n, nalezy do doktadnie n—p szoréw.z A Rzec;ywxécne J pOJawné
siec w doktadnie p miejscach w L, a wiec wystepuje w p réznych' kolgm{xacb:
w konsekwencji element j nie wysigpuje w n—p kolumnach, co implikuje, iz
wystepuje on w rozwazanych n— p Zbiorach. ‘ ‘

Chociaz widzieli$my juz w zadaniu 7 na stronie 45, ze taka symetryczna ro-
dzina musi zawieraé transwersalg, to jednak udowodnimy ten fakt raz jeszcze,
stosujac bezposrednio twierdzenie Halla. WeZmy pod.uwage doyvolnych r Spo-
§rod Zbioréw Ay,...,A,: musimy pokazaC, Ze tych r zbioréw zawiera w sumie co
najmniej r elementéw, Wypiszmy wige wszyst‘ki'e (?lementy tych r zbioréw (wla-
czajac w to powtdrzenia). Lacznie bedzie na tej liscie r(n— p) cleme'm‘()w: Alf?, na
mocy powyzszych uwag, Zadna liczba j nie mo:lc wy.st@powaé na m.ej‘wncce':J mi/;
n — p razy, czyli jest oczywiste, Ze lista ta musi zaww‘ra(; co najmniej r réz'nyc
liczb. Stad juz wynika, ze dowolnych r zbioréw z rodziny % zawiera w sumie O
najmniej  réznych liczb i, na mocy twierdzenia Halla, QL ma trans‘wersalc.'

Jak zauwazyli§my powyzej, kazda transwersala rodziny U moze byé uZyta QO
utworzenia, w oczywisty sposob, dodatkowego wiersza dla L, dajac w efekcie
prostokat taciriski wymiaru (p+1) x . Wéwczas mozemy rozpocz_aé c.aiy proces
od poczatku, powtarzajac go tak dtugo, az osiagniemy kwadrat laciriski wymiaru

O
nxn

Twierdzenie to pokazuje, ze zawsze mozemy rozszerzyé prostqkau tacinski wy-
miaru p x n do kwadratu tacifiskiego wymiaru # X 1. 'l‘era7t _V\./eir‘memy pod uwage
prostokaly o wymiarach p x g jak widzieli§my wczesniej, nic we wszystkich
przypadkach takie rozszerzenic jest mo'zli»ye.

Przyklad: Czy prostokat laciriski

6 1 23
56 3 1
1 3 6 2
32 46

moze byé rozszerzony do kwadratu laciriskiego wymiaru 6 x 67 »
Rozwiqzanie: Nie. Jednym ze sposobéw przekonania si¢ o tym jest zaqwazeme,
ze w kazdym rozszerzeniu do kwadratu taciriskigo wymiaru.6 x 6, tak jak pok.a-
zano ponizej, musicliby§my mie¢ trzy piatki w zaznaczonej ramce. Jest L0 nic-
mozliwe, gdyz sa dostgpne dla nich tylko dwic kolumny.

6 1 2 3[= =
56 3 1|— -
1 3 6 2|— -
32 4 6|— —

5 — Aspekty kombinatoryki
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W ogdlnym przypadku, aby istniata jakakolwiek szansa rozszerzenia prosto-
kata taciriskiego wymiaru p x ¢ (o elementach ze zbioru {1,...,n}) do kwadratu
taciniskiego wymiaru n x n, musza by¢ zadane ograniczenia na liczbe wystapici
elementéw w L. Wyobrazmy sobie, ze mozna rozszerzy¢ L, jak pokazano ponizej,
oraz ze liczba i wystgpuje w L doktadnie L(i) razy.

Aby element i wystgpowat raz w kaz-
dym wierszu zadanego kwadratu, musi
on wystgpowacé p razy w pierwszych p
wierszach, a co za tym idzie, p — L(i)

t——— (] ——r— 11 = (] —

L
razy w prawym gérnym obszarze. Ale [i wystepuje tutaj
tam jest tylko n — g kolumn. Czyli, aby L(i) razy}

——

mieé jakakolwiek mozliwo$¢ rozszerze-
nia L do kwadratu laciriskiego wymiaru
n xn, jest konieczne, by p—L(i) < n—gq
lub

Kwadrat tacifiski wymiaru

L(i)}p—i;q—ll dla kazdego i € {1,... ,n} nxn

Jest godne podkre§lenia, ze warunki te okazuja si¢ byé zar6wno koniecznymi, jak
i dostatecznymi dla rozszerzenia prostokata L do kwadraw tacidskiego wymiaru
n X n. 1 tym razem do udowodnienia tego wykorzystamy wyniki dotyczace trans-
wersal, jednakze wybér transwersali musi by¢ dokonany bardzo uwaznie, jak to
ilustruje nastgpujacy przyktad.

Przyklad: Stosujgc pojecie systemu réznych reprezentantéw, pokazaé w jaki spo-
$6b prostokat

(9 /

moze by¢ rozszerzony do kwadratu laciiskiego wymiaru 5 x 5.

Rozwiqzanie: Zadany prostokat L jest wymiaru 2 x 3, a wigc p = 2,q = 3 oraz.
n=135.Stad p-q—n jest rtéwne zero i oczywiscie L(¢) > p +q —n, dla kazdego i.
Rozpoczniemy rozszerzanie L do prostokata taciriskiego wymiaru 2 x 4, dodajac
nowg kolumne: ’

. /€ 1{2,5}
(1 3 4 “>
41 5 -
€ {2,3}

Mozna 1o uczyni¢ na kidrykolwiek z trzech sposobéw; w kazdym przypadku
mozemy dalej prébowaé rozszerzyé go do prostokata tacifiskiego wymiaru 2 x S:
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1 3 4 2 11 3 4 5 1 3 45
4 1 5 3 4 1 5 2 4 1 5 3
52 ,
b3 425 L3 4 Niemozliwe
4.1 5 3 2 4 15 23
W tyeh dwach przypadkach mamy teraz prosiokyty fa- Ten prostokat ‘ﬂFiﬁSki wy-
cifiskie wymiaru 2 x 5 i, na mocy poprzedniego twier- miaru 2 x 4 nie mf)glb).'
dzenia, moga by¢é one rozszerzone do kwadratéw facis- byé rozszerzony, poniewaZ
skich wymiaru 5 x 5. p:2,q=4|p+q~n'=
’ = 1. Lecz L(2) = 0, a wige
LYy<ptqg-n O

Zalézmy, ze mamy dany prostokat tacifiski L wymiaru p x g 0 elementach ze
zbioru {1,...,n}, w ktérym L(i) > p-+g—n,dla1 <i < n. Cheemy rozszerzyé L
do kwadratu taciniskiego wymiaru n x n. Nauka ptynaca z powyzszego przykia.d’u
jest taka, ze gdy dodajemy kolumng do L w celu otrzymania prostokata tacii-
skiego L' wymiaru p x (g-- 1), musimy czyni¢ to w taki sposéb, ab)f prog:es ten
mé6gt byé powtérzony. Zatem zadamy, by liczba wystapiefi elementu i w L

Liyzp+(@+1)—n
Stad, jezeli dla pewnego i mamy L(i) = p--q—n, musimy zapewnié, ze i nalezy
do nowej kolumny. Niech wigc
P={i:1<i <n oraz L(i) =p+q—n}
Wéwezas, aby mogta byé kontynuowana procedura, dodatkowa kolumna musi za-
wieraé zbi6r P, w tym bowiem przypadku kazde i bedzie wystgpowalo w nowym
prostokacie co najmniej p -+ (g + 1) —n razy.

Przykiad: Stosujac wyzej opisane posigpowania, rozszerzyé

5 6 1
6 5 2
1 2 3

do kwadratu tacinskiego wymiaru 6 x 6.
Rozwiqzanie: Przesledzimy caly ten proces szczegétowo, aby pokaza¢ znaczenic
zbioru P oraz utatwié zrozumienie dowodu kolejnego twierdzenia.

5 6 1 2\ €{2,3,4}
6 5 2 —‘Pe{1,3,4}
1 2 3 —Pe{4,56}

ptqg—n=3+3-6=0
Nowa kolumna musi zawieraé zbi6r
P={i:L(i) =0} = {4}
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Jedna z transwersal jest wyr6zniona pismem p6lgrubym i mozemy kontynuowad
procedure:

56 1 4 2\ €{23)}
6 5 2 1 —Te{34}
1 235 - el4,6)

pt+q—n-=31+4—-6=1|
Nowa kolumna musi zawieraé zbior

P={i:L(i) =1} ={3,4}
Jedna z transwersal jest wyrézniona pismem péigrubym i mozemy konlynuowaé
procedure:

561 4 3 =\ e{2}

6 52 1 4 =e{3}

1235 6 ) cl4}

prq—n=345—-6:=2
Nowa kolumna musi zawieraé zbidr

P={i:L(i) =2} == {2,3,4}

Jedﬁa z transwersal (!) jest wyrGzniona pismem pélgrubym i daje ona prostokat
taciniski wymiaru 3 x 6

561 4 3 2
6 52 1 43
1 235 6 4
Na mocy poprzednicgo twierdzenia moze by¢ on teraz rozszerzony do kwadratu
tacisiskiego wymiaru 6 x 6, jak na przyktad
561 4 3 2
6 521 43
1 235 6 4
23 4 615
4 153 26
34 6 2 5 1

O

JesteSmy juz prawie gotowi udowodnic¢ nasz rezultat dotyczacy rozszerzer pro-
stokatéw laciriskich wymiaru p x g. Jedyne co nam brakuje, o nastgpujacy lemat;

Lemat: Niech L bedzie prostokatem taciiskim wymiaru p x ¢ o clementach
ze zbioru {1,...,n} i niech r oraz m beda liczbami catkowitymi takimi, ze
0 < r<m < p. Wéwezas liczba elementéw ze zbioru {1,...,n}, kidre wystepuja
doktadnic m razy w L oraz we wszystkich pierwszych r wierszach prostokata L,
nie moze by¢ wigksza niz
(n—q)(p—r)
p—m
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Dowdéd: Nicch ¢ clementéw sposréd {1,...,n}
wystepuje w L doktadnie m razy oraz we wszyst-
kich pierwszych r wierszach prostokata L. Wow-
czas kazda z tych t liczb wystgpuje dokiadnie
m —r razy w dolnym zacieniowanym obszarze
prostokata L. Kazda z pozostatych n — 1 liczb ze
zbioru {1,... ,n} wystcpuje w tym samym zacie-
niowanym obszarze cO najwyzej p — r razy. Zli- o '
czajac wigc wszystkie elementy wystgpujace w zacieniowanym obszarze, mamy .

(p—rg <tm=r)+@=1)(p-7)

co redukuje si¢ do
tp—m)< (n—q)(p—r)

0
tak jak byto zadane.
Twierdzenie: Prbstokat lacinski L wymiaru p X g0 elemcptach ze zbioru
{1,... ,/n} moze by¢ rozszerzony do kwadratu tacifiskiego wymiaru 1. X n wtcc!y
i tylko/wtedy, gdy L(i), oznaczajace liczbe wystapici elementu i w L, spetnia
warunek

L@ Zzp+q—n
dla kazdego i, przy czym 1 < i < n.
Dowdd: (=) Zat6zmy najpierw, ze prostokat L moze by_é rozszerzony do kwa-
dratu lacifiskiego wymiaru n x n, tak jak pokazano ponizej:

n—p N

l

Wéwezas i§ wystgpuje L(i) razy w L oraz p razy w L i M wzietych lgcznie. W ten
spos6b i wystgpuje p — L(i) razy w M. Ale i wysigpuje n — g razy w M oraz o
wzigtych tacznie. Tak wigc
p—L(i))<n—gq, cayli LE)Z2ptg—n

(«=) Zat6zmy na odwr6t, ze dla kazdego i, Li)zp+qg—n or‘az»p_rzyjmum)f, ze
q < n. Pokazemy, ze L moze by€ rozszerzony do prostokata iacxﬁ:?kiego wymlaru
p x (g-+ 1) w taki sposéb, iz procedure (¢ mozZna kontynuow?é az‘do osna.gmcma
prostokata lacifiskicgo wymiaru p X n. (Wéwczas poprzednic ‘Lwne'rdzcme g.wa—
rantuje, ze taki prostokat moze by€ rozszerzony do kwadratu tacifiskiego wymiaru
nXn).
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Okredlmy, dla 1 < i < p, zbidr A; w nastgpujacy sposob:
A; = {te liczby sposréd 1,2, ... ,n, kiérych nic uzyto w i-tym wierszu w L}
oraz, tak jak w przykiadach, nicch zbidr P bedzie okreslony nastgpujaco:
P={i:1<i <noraz L(i) =p{q—n)
: € Ay
€ Ay
P L

l G Ap

- q

Pokazemy, ze 2 = (Ay,...,A,) ma transwersale, ktéra zawiera zbi6r P. (Nastep-
nie uzyjemy (ej transwersali do wyznaczenia kolumny rozszerzajacej L do prosto-
kata tacirigskiego L' wymiaru p x (g 1)). :

Aby wykazaé, ze U ma transwersalg, zauwazmy, ze

ALl :‘AZIA:"' == A, =n—q

oraz ze kazdy element i wystepuje w co najwyzej n — q sposréd zbioréw
Ar,...,Ap (gdyz kazdy element i nie wystepuje w p — L(i) (< n— g) wierszach
prostokata L). Stad, dokfadnie tak samo jak w dowodzie poprzedniego twierdze-
nia, kazde r spo$réd tych zbioréw zawiera w sumie co najmniej r r6znych liczb.
W ten spos6b, na mocy twierdzenia Halla, 2 ma transwersalg.

Aby udowodnié, ze 2 ma transwersale, ktéra zawiera zhiér P, pokazemy, ze

7\ (un)

dla kazdego I C {1,..., p}, a nastgpnie zastosujemy twierdzenic ze strony 42.
Aby unikna¢ uciazliwych oznaczer, pokazemy prawdziwo$é tej nieréwnosci, gdy
I'={1,...,r} (tzn. rozwazymy jedyniec sume pierwszych r zbioréw, a nie sume
dowolnych r zbior6w; og6lny przypadek jest bowiem bardzo podobny). Wéwczas
P\ (U&')
iel
= liczba elementéw zbioru P nalezacych do wszystkich
r pierwszych wierszy prostokata L
Teraz kazdy element z P wystepuje doktadnie p -+ g —n razy w L, wige warto§é

powyzszego wyrazenia jest réwna zero, gdy r > p + g — n. Jednakze, jezeli r <
< p+4q — n, to przyjmujac w lemacie m = p -+ q — n, otrzymujemy

P {un)

<p-l

= liczba elementéw zbioru P nie nalezacych do zadnego
z A] N ,Ar

= liczba elementéw z {1,...,n} wystepujacych doktadnie
p-+q—nrazy w L oraz wystgpujacych we wszystkich
pierwszych r wierszach L

ST AR,
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< (n—q)(p—r)

Sp—(ptg-n)
= p-—r
= p—|l|

tak jak byto zadane. Stad, na mocy (wierdzenia ze strony 42, % ma transwersalg,

«t6ra zawiera zbior P. ' _ _

l\téUZyjemy teraz tej transwersali do wyznaczenia dfdatl;owc’qklfg;mgy \S;i:n [,):\:)u
; y 74aj [ s6b do prostokata facinskic

stokata L, rozszerzajac go w (en Spos oro: inskic

p X ?q +1). Jezeli L' (i) oznacza liczbg wystapien elementu { w L', to mamy

L) =L3E)+1=(ptg—n)t+1 jezeli i €P

L'y > L) >pt+qg—n jezeli i ¢ P

Stad
L@ zp+(grl)—n )

i postepowanie (0 mozna na nowo powtdrzy€. Mogglwi'cc by¢ tak. dodaw:r’lle Pg:
datkowe kolumny az do osiagnigcia prostokata lacmskl.ego wymiaru p Zer.mn
przednie twierdzenie pokazuje za$, ze prostokal ten moze by¢ dalej rozs g}
do<kwadratu taciriskiego wymiaru n X n, €0 koriczy dowdd. o l

Drugim aspektem kwadratéw laciriskich, ktory bcdziemy.ro?‘wazaé. j?ﬁt Z:; a(;
snosé ,ortogonalnosci”, pojecie pojawiajace si¢ W zagadnieniu nastgpujaceg
ooy ' tkéw i ma-
Przyklad: Oddzial sktada si¢ z 16 oficeréw nalezacych do cztefech f\:( ? [\Zk oy

: 7 i Zy i i¢ w kwadrat wymiaru ,

j h cztery rézne rangi. Nalezy ich ustawiC w rat wym
J\f;clbclzcrzdym g);crcgu i w kazdej kolumnic byt jeden oficer z kazdego putku oraz
ieden oficer kazdej rangi. . ‘
JRozwicwznie: Zignorujmy na moment rangi oficeréw i ustayvmy ich ;;{0 ;;ro;u; tizﬂ‘/;,
aby w kazdym szeregu i w kazdej kolumnie byt oficer z kazdego putku 1,2, \
tak jak pokazano (0 ponizej po lewej stronie:

1 23 4 1 2 3 4
001 43| [3412
3 4 1 2 4 3 21
4 3 2 1 21 43
Putki oficerskie Rangi oficerskie

Mamy wigc teraz cziery pozycje zarezerwowane dla oficer6w z putku ulk 11?01:3\:-
simy zadecydowad, kiére z tych pozycji s4 przypisane oficerom 7 {cgo p

gach 1,2,3 i 4. Jeden z mozliwych Sposobow ustawienia oficeréw wedtug rang

i i adzie
pokazano powyZej po prawej stronie. Tak wigc, prZ)./kiadowo, przy takltr\n iui:;eciej
pierwsza pozycja W drugim szeregu bedzie przydzielona oficerowi rangt trz
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z putku drugicgo. Laczne pozycje oficeréw pokazano w nastgpujacej tablicy, gdzie
w kazdym przypadku pierwszy clement oznacza pulk, a drugi clement rangg:

L1 2,2 3,3 4,4
2,3 L4 4,1 32
3,4 43 1,2 2,1
42 3,1 2,4 1,3

0

Jest jasne, Ze na rozwigzanie tego ,,problemu oficeréw” sktadajy si¢ dwa kwa-
draty laciriskie. Ale jaki jest zwigzek migdzy tymi kwadratami? Kicdy taczymy
je w ostateczna tablice, 16 elementéw sklada si¢ ze wszystkich mozliwych par;
L 151,25 1,3 ... 4,4: dwa wyjsciowe kwadraty taciriskie sq nazywane ,ortogonal-
nymi”. Ogélnie dwa kwadraty tacidiskic L = (l;) i M = {m;;) wymiaru n x n sg
ortogonalne, jezeli wszysikie n? pary (4; j,Mij) sa r6zne. Tablica par, ulworzona
z dwdch ortogonalnych kwadratéw taciriskich, jest czasami nazywana kwadratem
grecko-taciriskim lub kwadratem Eulera. Nazwisko Eulera bedzic pojawiato si¢
wielokrotnie w (cj ksiazce. To, ze wystepuje ono w tym micjscu, jest zwigzane
z hipoteza postawiong przez Eulera w 1782 r., iz nic jest mozliwe ustawienic 36
oficeréw z 6 putkéw i 6 réznych rang w kwadrat wymiaru 6 x 6 w ten sposéb, aby
w kazdym szeregu i kazdej kolumnie znajdowat si¢ jeden oficer 7 kazdego putku
i jeden oficer o kazdej randze. Uzywajac naszej nowej terminologii, mozemy po-
wiedzied, iz Euler przypuszezat, ze nic istniejc para ortogonalnych kwadrat6w ta-
cifiskich wymiaru 6 x 6. Hipoteza ta zostata ostatecznie potwicrdzona w 1900 r.,
po gruntownych badaniach wykonanych przez G. Tarry’ego (od tego czasu zostaly
znalezione rozmaite, daleko idace uproszczenia w jego metodzie dowodu).

Dla jakich wartodci n istniejq wige ortogonalne kwadraty taciriskic wymiaru
n x n? Za chwilg zobaczymy, ze przypadek n = 2 jest niemozliwy, gdyz jedynymi
kwadratami taciriskimi wymiaru 2 x 2 sg

21
(i 2)

G )

i, wierzac stowom Tarry’ego, niemozliwe jest to réwniez dla n = 6. A co z po-
zostatymi wartosciami? Euler sadeil, Ze jest to nicprawda dla wszystkich n, ktére
s parzyste, ale nie s podzielne przez 4. Ta duzo mocniejsza hipoteza byta stop-
niowo obalana dopdty, dop6ki nie odrzucono jej catkowicie w 1960 r. Wiedy to
bowiem R. C. Bose, S. S. Shrikhande i E. T. Parker przedstawili w Canadian
Journal of Mathematics dowéd, ze dla wszystkich n, z wyjatkiem n = 2 i n = 6,
istniejg pary ortogonalnych kwadraléw tacisiskich wymiaru n x n. Zajmiemy si¢
teraz problemem znalezicnia wigkszych ukladéw ortogonalnych kwadratéw ta-
ciriskich.

Przyktad: ZnaleZ¢ cztery kwadraty laciriskic wymiaru 5 x 5, ktére sq wzajemnic
ortogonalne; tj. takie, Ze kazda ich para jest ortogonalna.
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Roiwiqzanie: Jednym z takich uklad6éw jest

1 23 45 123 45
2 3 4 5 1 34512
Li=§{3 4 5 1 2 Ly=]5 12 3 4
4 51 273 ‘ 2 3 4 51
512 3 4 4 51 23
1 23 45 123 45
4 51 23 51234
Ly=12 3 4 5 1 Lq=1{4 5 1 23
512 3 4 345 1 2
345 1 2 2 3 4 51

Zauwazmy przy okazji, ze jest mozliwe przedstawienie tego ulfladu wzajemnie
ortogonalnych kwadratéw taciriskich w postaci pojedynczej macierzy:

Ly Ly Ly La

~
~.

«— Dla przyktadu ten wiersz macie-
rzy M zawiera informacje o wy-
razie (2,4) w kazdym z kwadra-
6w taciiskich: w Ly jest to 3,
w Ly jest to 1, w L3 jest 0 2
iw L4 jestto3.

MR WN =D WU DL~ BWRN— R LN -
&uw-—umm;maw—aux.;&u-—‘uxbuwuu;:.um—a
U T S O STN U R T P T C SN
R — A D W RLEN =L — R WM WA D W -
»au-::-uMM»—-uAuu.;m—-m-pAuw—mupww-—

M b B DD DL 0L LL NN N R = — = -

Uporzadkowanie wierszy w macierzy M jest bez znaczenia. my po prostu iap:.is;(;
liémy je w jak najbardziej naturalny sposéb. Zauwazmy, 12 macierz M ma bar:
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specyficzng wlasno$é: w zadnym miejscu tej macierzy nie znajdziemy prostokata
postaci

X v y

Dla przyktadu istnienie takiego prostokata w kolumnach i 4 oznaczaloby, ze
w wierszu x kwadrat tacifiski L, mialby dwa elementy y: a taki prostokat w ko-
lumnach 3 i 5 zaprzeczatby ortogonalnodci Ly i Ly. Mozna samemu szybko prze-
my$le¢ inne takie przypadki.

Og6lnie r dowolnych wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacifskich wy-
miaru n x n o elementach ze zbioru {1,...,n} moze byé w ten sposéb przed-
stawionych w postaci jednej macierzy M wymiaru n* x (r+2) o elementach
z {1,...,n}, nie zawierajacej prostokatéw opisanych powyzej. Ponadto odwrotne
stwierdzenie jest tez prawdziwe: dla zadanej dowolnej macierzy M wymiaru
n? x (r-+2) o elementach ze zbioru {1,... ,n}, ktéra nic zawiera prostokatéw opi-
sanych powyzcj, oznakowanie kolumn-macierzy M jako i, j,Ly,..., L, oznacza,
ze kazdy wiersz w M moze byé uzyty do okreslenia (i, j)-tych wyrazow pewnych
macierzy Ly, ... ,L, wymiaru n x n. Specyficzna whasnos$¢ ,.nieistnienia prostoka-
tSw” w M zapewnia, Ze s3 okre§lone wartodci wszystkich par (4, j), ze otrzymane
macierze sa kwadratami lacidskimi i ze wszystkie sa wzajemnic ortogonalne. Po-
zostawiamy ponownie potwierdzenie tych fakidw czytelnikowi. o

Naturalna rzecza jest pylanie o najwigksza mozliwa liczbe wzajemnie orto-
gonalnych kwadratéw tacifiskich wymiaru n x n dla zadanego n > 1. Nastgpne
twierdzenie pokazuje, ze nigdy nie jest mozliwe znalezienie n takich kwadratow.

Twierdzenie: Dla dowolnego catkowitego n > | istnieje co najwyzej n— 1 wza-
jemnie ortogonalnych kwadratéw tacifiskich wymiaru n x n.

Dowdd: Niech Ly,... L, bedzie zbiorem wzajemnie ortogonainych kwadratéw
tacifiskich wymiaru n x n: naszym celem jest pokazanie, ze g < n— 1. Zauwazmy,
ze w poprzednim przykladzie pierwszy wiersz kazdego kwadratu tacinskiego miat
postaé¢ (1 2 3 4 5). Pokazemy teraz, z¢ mozna zmodyfikowaé Ly, ..., L,, by
otrzymaé zbi6r wzajemnie ortogonalnych kwadratéw taciriskich L. ,L; wy-
miaru n x #, z ktérych kazdy ma pierwszy wiersz w postaci (1 2 ... n). Zal6zmy,
ze pierwszym wierszem w Ly jest (a1 a2 ... a,): w calej macierzy L) zamiefimy
kazde a; na jedynke, kazde a; na dwéjkc, ... i kazde a,, na n. Oznaczmy tak otrzy-
mana macierz przez L}. Mozna bezposrednio sprawdzi¢, ze w dalszym ciagu L
jest kwadratem laciniskim i jest ortogonainy z kazdym kwadratem L, ... ,L,. Po-
wtarzajac t¢ procedurg niezaleznie dla kazdego z pozostatych kwadratéw facin-
skich, otrzymujemy wzajemnie ortogonalne kwadraty tacidskie Li, ... ,Lj, w kt6-
rych pierwszym wierszem jest (1 2 ... n), tak jak zadaliSmy:
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123 ...n 123 ...n 123 ...n
g ?

l,-.

Jakie wyrazy moga sta¢ pod postacia, .7 w tych g kwadratach laciriskich? Zaden
7 nich nie moze byé 1, gdyz 1 jest juz w pierwszej kolumnie kazdego kwadratu_.. Co
wiecej, zadne dwa ,,?” nie moga byé tym samym wyrazem. Gdyby§my bowiem
mieli na przyktad

1 23 ...d0 ...n 123...17...11\
i i

10 w tablicy par utworzonych z tych dwoeh kwadratéw para i,i wystapitaby dwu-
krotnie, przeczac ortogonalnosci L i L. W ten sposéb ¢ elcmenthw 02naczo-
nych przez 7" jest rdznymi clementami sposréd {2,3,. .. ,n}, co implikuje, ze
g < n— 1, koficzac dowdd. o

Przedstawione w powyzszym przykladzie cztery wzajemnie ortogonale‘kwa-
draty tacifiskie wymiaru 5 X 5 stanowig, wigc najwigkszy taki zbi6r. Akuratnie do-
brana postaé tych czierech kwadraléw pozwala przypuszczaé, 2e dla pewnych n
bedzie istniata ogdlna zasada konstruowania n — | wzajemnie ortogonalnych .kwa-
drat6w lacifiskich. Okazuje si¢, Ze jest to prawda w przypadku, gdy n jest liczba

pierwszg (jak réwniez, gdy n jest potega, liczby pierwszej, ale udowodnienie ego
wymaga bardziej zaawansowancj algebry).

Twierdzenie: Jezeli n jest liczba pierwsza lub potega liczby‘ pierwszej, to istnieje
n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacifiskich wymiaru i X A.

Dowdd: Do tej pory rozwazane kwadraty lacifiskie wymiaru n x n mialy elemcn%y
ze zbioru {1,2,...,n}, jednak w tym dowodzie jest bardziej uzyteczne wybranic

selement6w ze zbioru {0,1,...,n— 1}. Arytmetyka modulo pozwala dobrze okrg-
§li¢ dziatania dodawania i mnozenia na zbiorze {0,1,...,n—1}. Oznacza 10, 7€
wynik tych dziafafi na elementach ze zbioru {0,1,...,n— 1} tez nalezy do Legp
zbioru. Dla przykladu tabele dodawania i mnozenia ,mod 5" przedstawiaja, si¢
nastgpujaco:
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+10 1 23 4 101 23 4
0/0 1 23 4 000 00 0
It 23 4 0 1j0 1 2 3 4
212 3 4 0 | 210 2 41 3
313401 2 3f003 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 2 1
Dodawanie modulo 5 Mnozenie modulo 5

Te dziatania aryumetyczne sq nade wszystko zwykiymi operacjami, w kiérych
otrzymane wyniki sa redukowane ,mod n”', odrzucajac mozliwe wiclokrotnodci
liczby n. (Jezeli czytelnik ma dostateczne wiadomosci z algebry abstrakcyjnej, to
rauwazy, ze gdy n jest liczby pierwsza, powyzsze operacje definiujg ,,ciato™).

Niech teraz n bedzie liczbg pierwsza i niech + oraz - oznaczaja dodawanie
i mnezenie ,,mod n”. Okreslmy 2bidr ztozony z macicrzy L, ... yLy..1 wymiaru
X 1w ten sposob, ze (i, j)-tym wyrazem w Ly jest k- (i ~ 1)+(j — 1). (Jezeli zro-
bimy to dla przypadku n = 5, (0 olrzymamy cziery kwadraty tacidskic wymiaru
5 x 5, bardzo blisko spokrewnione ze zbiorem przedstawionym we wezesniejszym
przyktadzie). Jest jasne, zc takic postepowanie okre$la pewicn zbidr macicrzy wy-
miaru n x n, o clementach wybranych sposréd {0,1,... ,n— 1}: pokazemy teraz,
ze zbidr ten jest zlozony 7z n — | wzajemnic ortogonalnych kwadratéw tacifskich
wymiaru # X N.

(1) Ly nic zawiera powtarzajacych si¢ clementow w J-tej kolumnie.
Gdyby (4, j)-ty wyraz réwnat si¢ (i', j)-temu wyrazowi w Ly, gdzie i > i/, (0

k(i D+~ 1) =k (i’ = D)+(j— 1)
i (jako Ze + oraz - s3 dzialaniami zupetnie naturalnymi) micliby§my
ke(i—1) =k (i’ = 1)

Oznacza to, ze k(i — 1) oraz k(i — 1) daja (¢ sama reszte z dziclenia przez n oraz
ze ich réznica k(i — /') jest podziclna przez n. Poniewaz n jest liczba pierwsza,
mozemy wnioskowac, ze albo £, albo i — ¢ jest podziclne przez n. Jest to oczywi-
$cie niemozliwe, gdyz | <k n—-loraz 1 <i—i <n—1. W len spos6b zadna
macierz Ly nie zawiera powtarzajacych si¢ clement6w w jakicjkolwick kolumnie.

(ii) L nic zawiera powlarzajacych si¢ clementéw w i-tym wierszu,
Jest to przypadek bardzo podobny do (i), a ponadto tawiejszy, dlatego jego spraw-
dzenic pozostawiamy czytelnikowi.

(iii) Wiasnosci (i) oraz (i) potwierdzaja, zc wszystkic Ly sq kwadratami tacisi-
skimi. Pokazemy teraz, ze Ly i Ly sa ortogonalne.

Jezeli k # k' oraz Ly i Ly nie bytyby ortogonalne, to w tablicy par utworzonych
z tych dwéch kwadratw istniataby para wystgpujaca dwukrotnie, powicdzmy, na
pozycjach (i, j) oraz (¢, j').
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X —i N y —1
L= i fer E vy

11 LT

JjJ J J

Ale wéwczas (i, j)-ty wyraz w Ly bedzic réwny (i, j')-temu wyrazqwi w [fk | ana-
logicznie, (i, j)-ty wyraz w Ly bedzic rowny (i, j')-temu wyrazowi w Ly; 4. -

k(i = 1)+ = 1) =k (' = 1)+ = 1)

Ke(i—D+(j—1) =K'= 1)+ 1)
Odjgcic tych dwéch réwnosci pokazuje, ze
(k=K)(i~1)

jest podzielne przez n, a rozumowanie podobne (_lo chq AON wykorzyst:;{)a([:e fa}\t
ze n jest liczba pierwsza, wskazuje, ze jest to niemozliwe. W ten sposob Ly t Ly
5 icie ortogonalne.
B :Zzsgzleiémy zat%:m, jak skonstruowaé n — 1 wz;.xjemnie ortogonalnych kwa—
dratéw haciriskich wymiaru n x n, gdy n jest liczba pierwsza, Przcdstawul:\y tcl:raz
ke6iki zarys tego, w jaki sposéb rozszerzy€ (¢ konstru‘ch.na przy‘pa‘lde , gdy /j.
jest potega liczby pierwszej: w tym celu musi my postuzy¢ si¢ bardzug‘zaawari::oé
wang algebra abstrakcyjna, by¢ moze wiec nicktorzy czytelnicy zechcg poming
70 ze$é dowodu,
p,oyv(:lg[zfiefw?anej konstrukcji istotng wiasnoScia zpiom {0,1,...,n - 1.} wra(zi
7 dziataniami + i - jest to, Ze tworzy on pewnc cxak? (przede wszy.stk.nm' p§1.
wzgledem matematycznym dziatania te sa poprawne i, W szczeg()lnoé(g, Je?;:
floczyn dwdch liczb jest zerem, (o jedna z tych 'llCZb musi by¢ zeren'n).}vd dy r; _L e‘n
polega liczby pierwszej, taka struk[ura.przez.stz.ue by¢ cialem (na przy ad;1 13% n
n=p,gdzicr>1,t p Pl =0). Nlemm’ej w przyp.adl.cu Lyrr) jest w b"o)r,zc
ciagu mozliwe zdefiniowanie innych dziatai d'odawama i mpo;e‘ma na‘zt l(; :
{0,1,...,n — 1}, kiére czynia z niego ciato: cnai'(.) to znane jest jako cialo iz_
lois GF(n). Szczeg6towe okrelenie tych operacji ((}cﬁnnowgr:ycb.pf)przéz w'}e
lomiany) nie ma dla nas tutaj wigkszego znaczenia, chdnak, jezeli Juz wiemy, e
takie ciato istnieje, to pierwsza czg§¢ dowodu moze by¢ tatwo uogdélniona na pn)é]
padek, gdy n jest potega liczby pierwszej. B
W powyzszym dowodzie zobaczyli§my przede w_szyst.kim, ze Jeilch Lst;(x:s:lc
cialo o n elementach, to wowczas istnieje n— 1 wzajemnie o,rto.gona nych ki :
dratéw tacifiskich wymiaru n x n (ale nie na od\yrét). Ponadto wnadqmc:), 7e c;lra:” (3
takie istnieje tylko wtedy, kiedy n jest liczba pn.erwsza lub potcgzz hci );n pllemy
szej. Wciaz jednak pozostaje nie rozwigzana hipoteza gloszaca, ze ,,xomp
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zbiér” n— 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacirigskich wymiaru n x n ist-
nicje wtedy i tylko wtedy, gdy # jest liczby pierwsza lub potega liczby picrwszej.
Za chwilg powrécimy do tej hipotezy.

Ostatnie z rozwazanych zagadnien w tym rozdziale wydaje sig, na pierwszy
rzut oka, nie zwiazane z kwadratami taciniskimi. Na poczatku naszego wieku
Oswald Veblen, wraz z innymi, rozwazat abstrakcyjng postaé ,.geometrii”, kt6-
rej typowq ilustraca jest nastgpujacy przykiad:

Przykiad: Zauwazmy, Zze na przedstawionym ry-
sunku jest siedem ,,punktéw” i siedem ,,linii”" (wig-
czajac lini¢ kolista), majacych nastgpujace wiasno-
Sei:

(i) kazde dwa punkty leza na dokladnic jednej li- )
nii )

(i)’ kazde dwie linie spotykajy si¢ dokladnie w jed-
nym punkcie;

(ii) kazda linia zawiera trzy punkty; 14 3
(i)’ kazdy punkt lezy na trzech liniach.

Tak wigc jest to zbi6r ,,punktéw” {1,2,3,4,5,6,7}
i rodzina linii” {1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {2,4,7}, {2,5,6}. {3,4,6}
i{3,5,7}. o

Ogoblnie skoriczona plaszezyzna rzutowa (rzedu n) sktada sie ze skoriczonego
zbioru (kiérego elementy sa nazywane punktami) i rodziny podzbioréw tego
zbioru (w ktérej kazdy podzbidr nazywa si¢ liniq), spetniajacych warunki:

(i) kazde dwa punkty leza na dokladnie jednej linii;

(i)’ kazde dwie linie spotykaja si¢ doktadnie w jednym punkcie;

(ii) kazda linia zawiera n - | punktéw;

(ii)’ kazdy punkt lezy na n - | liniach.

Tak wigc poprzedni przyktad dotyczyl skoiczonej ptaszezyzny rzutowej rzedu 2.
Zobaczymy w zadaniach, ze skoriczona plaszczyzna rzutowa rzedu n musi mied
dokladnie n? -+ n+ 1 punktéw. W rzeczywistosci takie geometrie mozna okreglié
za pomocg mniejszego ukladu aksjomaléw, a ponadto maja one cickawe wiasno-
§ci ,,dualnosci” otrzymywane przez zamiang rolami punktéw oraz linii. Z nie-
ktérymi z tych wihasnosci zapoznamy si¢ w kontekécie konfiguracji kombina-
torycznych w rozdziale 15. Wigcej szczeg6téw na ten temal mozna znaleZé na
przyklad w ksigZzce H. J. Rysera Combinatorial mathematics, cytowancj w spisie
literatury.

Jaki jest jednak zwigzek migdzy skoficzonymi plaszezyznami rzutowymi
a kwadratami lacifiskimi? Wiadomo, 2e skoiiczone plaszczyzny rzutowe rzedu
n istnieja, jezeli n jest liczba pierwsza lub potega liczby pierwszej; przypuszeza
sig, Ze sg one w rzeczywistosci jedynymi, kidre istnieja, Bardzo to przypomina hi-
poteze dotyczaca istnienia n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacirskich
i, jak teraz zobaczymy, te dwa egzystencjonalne problemy sg réwnowazne.

R
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Twierdzenie: Skoriczona plaszczyzna rzutowa rzedu n istnieje wt;c,dy.i tylko
wtedy, gdy istnieje n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacifiskich wy-
miaru 7 X n. : o
Szkic dowodu: Zilustrujemy jedynie zwigzek migdzy tymi dwoma zagadnieniami,
konstruujac skoriczong plaszezyzng rzutowg rzgdu 3 z zadanych dv_v()ch ortogonal-
nych kwadratéw laciriskich wymiaru 3 x 3 i, na odwr6t, konstruujac dw_a ortogo-
nalne kwadraty taciriskie wymiaru 3 x3 2 zadanej ptaszczyzr}y rzutong Fzﬁdlf 3
Oczywiscie to nie stanowi dowodu ogodlnego rezultaty, ale uzyie tcch.mkl mozna
tatwo uog6linié (zamie$cimy w stosownych miejscach pewne uwagl dotyczace
u 0ogblnego). .

pn(y«ia)dkRo(;%)oczrﬁjl)ny od dwéch ortogonalnych kwadratéw tacifiskich wymiaru
Ix3:

31 2 2 13
Ly=12 3 1 =113 2
1 2 3 3 21
Zapiszmy je w postaci jednej macierzy, tak jak czynili§my to poprzednio:
113 2
1 211 '
1 3 2 3| « np. wyraz (1,3) w Ly wynosi 2,
2 1 2 1 aw L, wynosi 3.
M=1{2 2 3 3
2 31 2
3113
32 2 2
33 3 1

WprowadZmy teraz zbidr zlozony z 13 punktéw: {cl,cz,c3,04,r1,rz,.r3,r4,r5,g6,
ri,rg, roy (ktéry mozna traktowaé jako nazwy kqlumn 1—4.oraz wierszy 1- )h
Rozwazmy dalej ,linie” utworzone przez nastgpujace podzbiory czterech z tyc
punktow:

{c1,¢2,¢3,ca}
oraz dowolne poslaci

{Cj1rsyrl1rll}
gdzie trzy elementy macierzy M lezace w j-tej kolumnie i w wierszach st oraz
u sa identyczne, Na przyktad jednym z takich zbioréw b'gdzxe {c2, r.3,r6,r?}‘, po-
niewaz elementy w wierszach 3, 6 i 9 kolumny 2 sa takle. same (rr_uz?p’f)wwnc 3).
Biorac pod uwagg wszystkie mozliwosci, da to 13 nastepujacych ,linii"™:

{61’62103;(:4} {Cl,r‘,fg,fg} {(:11"4)"51"6} {C[,I‘7,I‘8,I’9}
{(“Z!rllr4)r7} {C21r2ar5)r8}' {(:2:"3)"67"‘)} {(.'3,"2,"(),"7} {(,'3,'“3,"4,"8}

{c3,r1,r5,r9} {ca,rairasro} {casri,re,rs} {cayr3,rs,ra}
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Latwo teraz mozna sprawdzic, ze tych 13 punkiéw i zbioréw spetnia aksjomaty
skoriczonej plaszczyzny rzutowej w przypadku # == 3. Ogélnic n — 1 wzajemnic
ortogonalnych kwadratdéw laciriskich wymiaru n x n wyznacza macierz M wy-
miaru n? x (- 1) o elementach z¢ zbioru {1, ... , 1}, ktéra nie zawiera prostoka-
6w postaci

X v .y

Powyzsza konstrukcja da wéwezas 12 - n -4 1 punkiSw {c1,... ,Cur1, P, -+ 272}
oraz 12 +n -+ 1 linii, z ktorych kazda zawicra n -+ 1 punki6w ‘takich, ze kazda
para punktéw lezy na dokladnic jedncj linii. W ogdlnogci wlasnoéé, ze M nie
zawicra takich prostokatéw, zapewnia, iz te punkty i linic beda spetniaé aksjomaty
skoficzonej plaszczyzny rzutowej. Dla przyktadu ile punkt6éw bedzie nalezato do
obu linii

{(:,-,r,-,.. } i {»(,'jl’["‘l’ . }‘7

Jezeli j = j', to jedynym wspélnym punktem jest oczywi-

Scie ¢;. Jezeli natomiast j # j/, to pierwsza linia powsta- 2

nic ze wszystkich wierszy zawicrajacych 17, powicdzmy 1

w j-tej kolumnie, a druga linia powstanic ze wszystiich 2
wierszy zawierajacych ,2”, powiedzmy w kolumnic J. I 2 ei
Whasnos¢ niezawierania przez M charakterystycznych pro- 1

stokatéw zapcwnia, ze para (1,2) wysigpuje w kolumnach 2

Jj oraz. j' doktadnie jeden raz (powiedzmy w i-tym wicrszu, 1

tak jak pokazano) a stad, ze zadane dwic linie przecinaja si¢ Tt

w dokladnie jednym punkcie r;. j J

(=) Na odwrét zat6zmy, ze jest dana skoriczona plasz-
czyzna rzutowa rzedu 3. Sktadac sig ona bedzie z 13 punk-
téw i 13 linii, przy czym kazda linia zawicra 4 punkty. Oznaczmy punkty jednej
z tych linii jako ¢y, c¢2,¢3,¢4, a pozostale z nich jako ry,ry, r3,ra,rs,re, 7, rg oraz
ro. Wéwczas, dla przykiadu, liniami mogg by¢:

{01,02,6‘3,64} {Cl,fhfz,fa} {C:,M,"s,m} {Cl,"7,f8,"9}
{ca,ri,rara} {ea,ra rs,rs} {c2,r3, 6,19} {c3,r2,76,77) {€3,73, 74,78}
{cayriyrs,ro} {ca,ra rasro} {ea riyre,rs} {cayra,rs,ri}

Fakt, iz kazde dwic spo$réd tych linii maja dokladnic jeden wsp6lny punkt ozna-

cza, ze z wyjatkiem linii {cy,¢2,¢3,¢4}, pozostatych 12 linii musi rozbi¢ si¢ na
cztery grupy, po trzy w kazdej, w nastgpujacy sposéb:
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zawierajaca ci :  {C1,r1, 12,73} {c1,ra,rs,r6}  {c1,r,r8,19}

sawierajaca c2 1 {c2,ru ) {earars,rsl {carirero}

zawierajaca Ccy {(,'3,"2,"(,,"7} {("31r3ar41r8} {C3,f1,l‘5,l’9}

zawierajaca Cs {(:4,"2,"4,"9} ((.‘4,"1,27‘(,,7‘8} {c;;,rgérs,m}
] :

ij i i Zere jako ,,17, drugi zbi6r jako ,.2”,
Nazwijmy pierwszy zbiér w kazdym szeregu jako ., i ‘
a trzeci jako ,,3”", jak to pokazano powyzcj. Nastgpnie ?deﬁnlgjrqy macierz M
wymiaru 9 x 4, stosujac zasade, ze (i, j)-tym wyrazem jest k, jesli para {c!,r,:}
nalezy do zbioru oznaczonego jako k. W naszym przykladzic da nam to macierz:

113 2

1 2 1 1

13 23

21 2 1 ]

M=12 2 3 3 np. {ca,rs} lezy w zbiorze o nu-

273 1 2 merze 3

3113

322 2

33 31

Mozemy wéwczas uzy¢ tej macierzy do wyznaczenia, w naturalny spos6b, dwdch
ortogonalnych kwadratéw lacifiskich wymiaru 3 x 3

3012 213
Li={2 3 1 L={13 2 :
123 321

Postgpowanie takie okaze Si¢ popraw‘n§ w o%élnym przypadku: s.k?'ric.:"l,(amazgl)‘i:s:;
czyzna rzutowa rzgdu n sktadajaca si¢ z n~ +n + l.punktéw i muAk)(. ma{
macierz M wymiaru n? x (n - 1) o elementach ze zbforu {1,...,n}. gzjo'. 0}1
skoriczonej praszczyzny rzulowej zapewniaja, ze macierz M ma wiasno$¢ niep
siadania opisanych wyzej prostokatw, gdyZ elementy postaci

i—x ...y

i—x oy
oznaczatyby, zc {r;,ry} lezy na dwoch liniach. W konsckvyencji mflcierz M wy-
znacza n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw laciniskich wymiaru n X A, Cé])
byto do udowodnienia.

Twierdzenie o istnieniu # — 1 wzajemnic ortogonalnych kwadrat(jw lacmsklgh
wymiaru n x n, implikuje wigc istnienic skoficzonych p}agzczyzn rzgtowych rzgdu
n=2,3,4,57,8,9 i1l .(liczby le sa bowiem liczbami pnerv\{szymx ub po‘tgl,%arml
liczb pierwszych). Nie ma skoficzonej ptaszczyzny rzutowej rzedu 6, ?0 ja kf:h
obserwowali$émy wczesniej, nie istnieje para ortogonalnych kwadrat6w tacins

6 — Aspckty kombinntoryki
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wymiaru 6 x 6. (W rozdziale 15 otrzymamy takze nasz wlasny dowdd nieistnie-
nia skoriczonej plaszczyzny rzutowej rzedu 6). Nastepnym przypadkiem nie obje-
tym przez nasze twierdzenia jest n = 10. Zadziwiajace jest 1o, ze nie tak dawno,
bo w 1989 r.,, C. Lam, L. Thiel i S. Swierz mogli oglosié, iZ wyczerpujaca ana-
liza komputerowa (trwajaca ponad 3000 godzin) wykazala nicistnienic skosiczo-
nej plaszczyzny rzutowej rzedu 10,

ZADANIA

1. Dla jakich wartodci i oraz j nastgpujace prostokaty lacinskie o elementach ze
zbioru {1,2,3,4,5,6} moga by¢ rozszerzone do kwadratéw faciriskich wy-
miaru 6 x 67 W kazdym z mozliwych przypadkéw przedstawié jedno z takich

rozszerzen, .
1 2 3 4 1 2 3 4
56 1 2 51 2 6
3 4 5 1 34 51 [l
4 1 2 i 4 21 3

2. Pokazaé, ze istnieje co najmniej 1! x 2! x ... x n! kwadratéw laciriskich wy-
miaru n X n o elementach ze zbioru {1,...,n}. [W]

(95

. Niech L bedzie prostokgtem taciriskim wymiaru p x g o elementach ze zbioru
{1,...,n}, przy czym kazdy clement z {1,... ,n} wystepuje w L takg samg
liczbe razy. Pokazaé, ze L moze byé rozszerzony do kwadratu lacinskiego
wymiaru n X n.

4. Niech p,q oraz n beda ustalonymi liczbami catkowitymi, spetiajacymi 1 <
< p,q < n. Woéwczas dowolny prostokat taciriski wymiaru p x g o elemen-
tachz {1,... ,n} moze byé raktowany jako prostokat taciriski wymiaru p x ¢
o elementach z {1,... N}, dla kazdego N > n. Pokaza¢, z¢ dowolny prosto-
kat tacifiski wymiaru p x g moZe by¢ rozszerzony do kwadratu taciriskiego
0 pewnym wymiarze N x N. Jaka jest (w zalezno$ci od p, q oraz n) najmnicj-
sza warlo$¢ N, kidra bedzie spetniata t¢ wiasnodé dla wszystkich prostokatéw
tacifskich wymiaru p x q o elementach z {1,...,n}? [W,0]

5. Pokazaé, ze jezeli L oraz L' (= transpozycja L) sa ortogonalnymi kwadratami
taciriskimi wymiaru n x n, to gléwna przekatna w L nie ma powtarzajacych
si¢ elementéw. Wywnioskowaé, ze w przypadku # = 3 taka macierz L nie
istnieje, oraz znalezé L, gdy n = 4, [O}

6. (i) Stosujac arytmetyke modulo opisana w dowodzie twierdzenia na stro-
nie 75 wyznaczy¢ cztery wzajemnie ortogonalne kwadraty lacifiskie wy-
miaru 5 x 5. (Gorliwy czytelnik mdgiby nastepnie sprébowaé skonstruowaé
skoriczong plaszczyzne rzutowa, stosujac metodg z ostatniego dowodu). [O]
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(ii) Pokazag, ze dla dowolnego n wynikiem_ takiego Zastosowz}nia axl'ylrtr)\ecliyké
modulo beda macierze Li,... Ly wymiaru n X n, prey .ctr.ym L v(;]f:i _
kwadratem taciiskim wtedy i tylko wtedy: gdy k oraz n sa hc:Lbam.n lv(vzgdg,ra_
nie pierwszymi. Pokaza¢ réwniez, ze Lg 1 L".' ngig ortogonalnymn .wz\)N o
tami tacidskimi wedy i tylko wiedy, gdy n jest liczba wzglednie pier (W 2]1
2 kazda 2 liczb k, k' oraz k—k'. i

(iii) Zdefiniujmy na zbiorze {0,1,2,3} dziatania +1 - w nastgpujacy sposob:

W N Ot
W N - O

(Zbiér {0,1,2,3} z tymi dziataniami jest ciatem). Wykorzygt}xj:?f: ie dzn;ala—
nia, skonstruowaé trzy wzajemnie ortogonaine kwadraty lacinskie wym
4 x 4.

7. Pokazaé, ze¢ skoficzona plaszezyzna rzuowa rzedu n skiada si¢ z
punktéw i n® -+ n+ 1 linii.

(0]

n24-n+1
[W]

aru .
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Pierwsze twierdzenie teorii grafow

W ogxem_nastym wicku mieszkasicy Krélewca w Prusach Wschodnich (w momen-

cie pisania tej ksigzki — cho¢ nickoniecznic w czasie jej czytania! — jest to Kali-

nmgrfld w Federacji Rosyjskiej) byli najwyraZniej zaintrygowani pmblc‘mcm cz,

;len((l)égllgy zwicdzi¢ swoje miasto, przechodzac kazdy z siedmiu mostéw d()klz;dniz
1 raz.

Krélewice Schemat polaezen

'Przedstawiajqc kazdy z mostéw jako linig, a kazdy z obszar6w lagdowych jako po-
jedynczy Qunkt, mozemy zauwazyc, 7e jest to réwnowazne narysowaniu schematu
ppzcds.tawxoncgo po prawgj stronic, bez odrywania otéwka i bez dwukrotnego ry-
sowania jakiejkolwick linii. W rozdziale 4 zaobserwowali§my juz, stosujac test
dwoxs%o.éc'{, e nie jest mozliwe narysowanie w ten $poséb zadnej {ig;ury jezeli rr;a
ona wigcej niz dwa punkty, z ktérych wychodzi nicparzysta liczba linii.,l’o;licwai
ta s.zcgegélna {igura ma cztery ,,nieparzyste skrzyzowania”, nie jest mozliwe zna-
le.zu:me zgdanej trasy. Takie matematyczne ujgcic tego problemu zostato po‘ra7
pierwszy sformutowane w 1736 r. w pracy Leonharda Eulera: (tumaczenie jeg<;
pracy mlozna znaleZé w ksiazce Graph theory 1736-1936, juz wezesnicj rekomen-
dqwanc_,. Strona tytutowa tej ksiazki zawicra artystyczna impresje siedemnasto-
wiecznego Krélewca. Pierwsza data wymieniona w tytule ksigzki odzwicrcic;dla
fakt,' ze praca Eulera jest og6lnic uznana za najwcze$niejsza rozprawe naukowa
z‘dszQZmy nazywancj dzisiaj teoria graléw. W rozdziale tym przyjrzymy si¢ wy-
nikowi Eulera oraz innym pokrewnym twierdzeniom dotyczacych szlak6w w gri—
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fach, ktére w pewnym scnsic pokrywajq caty gral. Pierwsze zadanie, motywacjg
ktérego jest problem mostéw kr6lewieckich, polega na scharakteryzowaniu tych
graféw, ktére zawicraja szlak przechodzacy przez wszystkie jego krawedzie.
Przyklad: Czy mozna narysowac figure przedstawiona po lewej stronie nie odry-
wajac otéwka od papieru i nie rysujac dwukrotnie Zadnego kawatka linii? ROw-
nowaznie, czy graf przedstawiony po prawej stronie zawiera szlak przechodzacy
przez wszystkie jego krawedzie?

[
w

5 6

Rozwiqzanie: Latwo jest narysowac lewa figurg w zadany spos6b lub réwno-
waznie zauwazyé, ze dla przyktadu szlak 52,1,3.2,4,5,6,4,3,6 przechodzi przez
wszystkie krawedzie grafu. |

Odnotujmy, z¢ nasza obserwacja 0 nieparzystych skrzyzowaniach oznacza, iz
grafy z wigcej niz dwoma nieparzystymi wierzchotkami nic moga zawiera¢ szlaku
przechodzacego przez wszystkie ich krawedzie. ROwniez, aby taki szlak mogt ist-
nieé, rozpatrywany graf musi by¢ oczywiscie sp6jny. Z naszych obserwacji nie
mozemy jednak wywnioskowa¢, ze jezeli sp6jny graf ma dwa lub mniej wierz-
cholkéw stopnia nieparzystego (jak ten z poprzedniego przykladu), to na pewno
bedzie zawierat szlak przechodzacy przez wszystkie krawedzie. Chociaz w swo-
jej pracy z 1736 r. Euler dawat do zrozumienia, ze to odwrotne stwierdzenie jest
réwniez prawdziwe, trzeba byto czekaé ponad wiek na formalny dowdd: mimo (o
charakterystyka takich graféw, poprzez stopnic wierzchotk6w, jest ogd6lnie znana
jako twierdzenie Eulera lub jako ,,pierwsze twierdzenie teorii graléw”. Rozpocz-
niemy od przypadku, w ktérym 7ada si¢, aby szlak zakoriczy! si¢ W swoim punkcie
wyjécia: w og6lnodci taki szlak nazywa si¢ szlakiem domknigtym, natomiast do-
mknigty szlak przechodzacy przez wszystkie krawedzie grafu nazywa si¢ szlakiem
Eulera, a graf zawierajacy szlak Eulera, jest sam nazywany eulerowskim.

Twierdzenie: (Eulera/Hierholzera) Niech G bedzie grafem spéjnym. Nastgpujace
trzy wlasnodci sa réwnowazne:
(i) kazdy wierzchotek w G ma stopien parzysty;
(i) G zawiera zbi6r cykli, kiére miedzy soba uzywaja dokladnie jeden raz kazda
krawed? grafu G, :

(iii) G jest eulerowski.
Dowdd: (i) < (ii). WidzieliSmy juz w zadaniu 3 na stronic 33, Ze (i) implikuje
(i) (w rzeczywistofci zatozenie 0 spéjnodci G nie jest wykorzystywane). Jezeli
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bowiem zachodzi (i), to G nie ma wierzchotka stopnia 1. W ten sposéb, jezeli
E # 6, o G zawiera sktadowa nie bedacy drzewem, a wige ma on cykl. Usuwa-
Jjac krawedzie tego cyklu otrzymujemy graf, w kiérym kazdy stopiefd wierzcholka
jest w dalszym ciggu parzysty. Postgpowanie 10 mozna powtarza¢ do momentu,
gdy zostanie usunigta wystarczajaca liczba cykli, wyczerpujac przy tym wszystkie
krawedzie grafu G. Argument ten mozna uczynié bardziej przekonujacy, stosujac
indukcje matematyczna. Odwrotno$C, 7e (ii) implikuje (i), jest natychmiastowa.
Jezeli bowiem jakig wierzchotek lezy na r $posréd zadanych cykli, to ma on oczy-
wiscie stopiert réwny 2r. .

(ii) = (iii). Jest intuicyjnie jasne, Ze jezeli G jest sp6jny i sklada si¢ z roz-
tacznych cykli, tak jak opisano w (ii), to cykle te moga by¢ polaczone razem
w taki sposob, ze utworzy szlak Eulera (4. domknigty szlak zawierajacy wszyst-
kie krawedzie gralu (7). Aby uczyni¢ ten argument bardzicj pelny, zastosujemy
ponownie metode indukcji. Zatdzmy, ze (ii) zachodzi oraz ze G ma r cykli, kiére
miedzy soba uzywaja dokladnic jeden raz kazda krawed?Z gralu. Wywnioskujemy
przez indukcje wzgledem r, ze G zawiera szlak Eulera. Przypadek r = 0 jest ba-
nalny, gdyz wéwczas spéjny graf G sklada si¢ z pojedynczego wierzchotka, po-
wiedzmy v, i zdegenerowany domkniety szlak, skladajacy si¢ jedynie z v, bedzie
zawiera€ ,,wszystkie” krawedzie grafu G. Zalézmy wigc, Ze r > 0 oraz ze wynik
jest prawdziwy dla graféw, ki6re sa suma mniej niZ r roztacznych cykli. Ponie-
waz G jest spéjny, mozemy oznaczyé zbi6r krawedzi tych r cykli jako Cy,...,C;
w taki sposéb, ze dla kazdego i graf sktadajacy si¢ zc zbioru krawedzi CyU .. UG
i ze zbioru wierzchotkéw bedacych wicrzchotkami kosicowymi tych krawedzi jest
grafem spéjnym. Np.

G

Cs

[ K BR] FyryoeT
> 3
G

Wdéwcezas, w szezeg6lnosei, graf o zbiorze krawedzi C,U...U Co.y i zbio-
rze wierzchotéw bedacych wierzchotkami koricowymi tych krawedzi jest spéjny
i kazdy jego wierzcholek ma stopier parzysty: na mocy zalozenia indukcyjnego
graf ten zawiera szlak Eulera. Poniewaz G jest sp6jny, w kt6rym$ miejscu szlak
ten bedzie zawierat wierzchotek, kiéry jest réwniez wierzchotkiem koricowym
pewnej krawedzi z C,, a wigc mozna obejsé dookota wszystkie krawedzie nale-
zgce do C,. To da nam szlak Eulera w G, co bylo do udowodnienia.

(iii) = (i) Dowdd, ze (iii) implikuje (i) jest niczym innym, jak nasza wczesnicj-
$za obserwacja o nieparzystych skrzyzowaniach. Dokladniej méwiac, zatézmy
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prawdziwo$é (iii) i niech G = (V,E) zawiera szlak Eulera
Vi, V2, V3, sV Vi
Woéwezas E sklada sie z n krawedzi
E = {vivz,2v3,..- Vvt }

Eatwo mozna wywnioskowaé, e jezeli wierzcholek v grafu G wystepuje - rgzy
na ligcie v, v2,...,Vp, OV Ma W grafie G stopied 2r. W'konsekwcncy kaldé;,
2 wierzchotkéw grafu G ma stopiefi parzysty, co daje nam (i).

Nie domkniety szlak przechodzacy przez wszystkie krz}wcdzie grafu nazywa
si szlakiem semi-eulerowskim (a graf zawierajgcy taki szlak grafem scfrgz-
-eulerowskim). Wywnioskujemy teraz odpowiedni rezultat dotyczacy gralow
semi-eulerowskich.

Whiosek: Niech G bedzie grafem spéjnym. Wéwcza:e G jeﬁt sc.:mi-culefowskl
wiedy i tylko wiedy, gdy ma doktadnie dwa wierzcholki stopnia nieparzystego.

] , . = 7} ma semi-eulerowski szlak vy, v2,...,vs (U
Dowéd: (=) Zatézmy, ze G = (V, E) ma semi-eulerc . -
vi # v, i Zawiera on wszystkie krawedzie grafu G). Niech v* b;dzne nowym wierz
chotkiem i rozwazmy graf G* = (VU {v*} EU {vuv*,v*v1}), jak to pokazano po-
nizej: :

*

Jest oczywiste, ze szlak vy, va,... v, Vv jest szlai(icm Eu!er’a w graﬁcUG :
7 wwierdzenia wynika wigc, ze kazdy wierzchoiek.w G ma stopien pa{zysty: dsu
nigcie dwéch krawedzi vy v* i v redukuje stopnie wxerzchotkévi vpivioje eg;; -
pozostawiajac bez zmian stopnie pozostatych wierzchotkéw W'G. W' tf:n spos
graf G ma dokladnie dwa wierzchotki stopnia nieparzystego, r'manowxc’g: vy i 1::6._

(<=) Na odwr6t zat6zmy, 2e spéjny graf G = (V,E) ma n w1erzck?olk'w, z!
rych doktadnie dwa sa stopnia nieparzystego: oznaczmy Je syr.nl.)ohczme v;fl (\;:.
Utwérzmy z grafu G, w dokladnie taki sam SpOS(.Sb jak powyZzej, nowy gra ‘eﬁ'
Jest oczywiste, ze G* jest spéjny i ze kazdy jego wxf:rzchoiek ma parzysty stopldo:
Na mocy ostatniego twierdzenia G* zawiera pewien sziak E'ulera. Bcdal(z \lv o
wolnym wierzchotku tego szlaku, mozemy zaczz}é poruszaé si¢ w ktérymkolwie
kierunku, a wigc G* zawiera szlak Eulera postaci:

*
V*,Vl,V’_)_,V’j,... WV, V
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Jest wowcezas oczywiste, ze szlak
VIV, V3, ., b,
Jest semi-culerowskim szlakiem w grafie G
. O
Przyklady:
1 . >~
eulerowski semi-eulerowski ani jeden, ani drugi
O

Majac zad: j [ wk ; [
o {:i a:;(iglgazp:;?y graf, (\:/ ktél;ym kazdy wierzchotek ma stopnicni parzysty,
Zastos sang w dowodzic twierdzenia konstrukcie. k faktyoznic
wyznaczy szlak Eulera. Jest bowiem 76 i e aernie
) szl . Je: atwo znaleZ¢ i usungé < i
lorace de jakioged ¢ _ sungc z grafu krawedzie na-
$ cyklu, powtarzajac ten proces tak di Z nic zni
Ko kraweteie. o p $ tak dtugo, az nie znikng wszyst-
A3 zas cykle te moga byé z powrotem zlo? a7
powstat tacany suime o S g4 byC€ z powrolem ztozone razem lak, by

Przyklad:
A e
SN 12/ \|
S - 9
N, 1710
i
&) R 8 )
o 4 314
5
7 6

Nalezy i$¢ cyklem Cy, i obejs¢ a kazdy i
okl 1, 1 obejs¢ dookota kazdy inny napotkany po raz pierwszy

(]

%nll\ézs;g;[;:]?;);k algé)r{tm daje jednak bardziej. usystematyzowany sposéb kon
$ szlaku Eulera. Wykorzystuje on pojecie kr 1zi pspGinia”
graf: zupelnie naturalnie krawed j ! e
¢dZ e spdjnego grafu G rozspdjni jezeli

o ] turaln ‘ rozspdjnia G, jezel [
,(’ w,ﬂg}ﬁ{)e}\zdc.stl mf:spéjny (taka krawed? jest nazywana czasami prze;'niykie:ngllfbr :
o [.ak ja;f ::)r(lncc; rzeczy algorytm nakazuje posuwaé sie wzdtuz dbwulnego
szlaku, ey, wymazujac za sobg krawedzie, kidre juz i j

) - cheemy, ‘ X uz uzylis

réwniez wymazujac kazdy z wierzchotkéw stopnia zero pozostéjqcy '1):1 ‘:;nn)l'; J;k

y Q b ly ia l C )C W n prz AV A t ylkO chdy kICdy nie
(l ng rest kC [ ), L 01“0 nat A% h
; p CJéC pl ZCZ Most ¢ s
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Twierdzenie: (Algorytm Fleury’ego) Majac zadany sp6jny gral G, w ktérym
Kxazdy wierzchotek ma stopieri parzysty, konstruujmy szlak w nastepujacy spos6b.

1. Zapiszmy dowolny wierzchotek vy i niech G, bedzie tym samym grafem
co G. ’

1. Zatézmy, z¢c mamy wybrane juz wierzcholki vy, ... ,v; oraz ze jest juz usta-
lony graf G;. Wéwczas: }

(i) jezeli w G; nic ma krawedzi postaci v, to Stop;

(ii) jezeli G; ma krawed?Z v, kt6ra nie rozspdjnia Gi, Lo niech viy bedzie
wierzcholkiem v, a Gy bedzie grafem powstatym z G; przez usunigcie
krawedzi viv;, oraz wierzchotka v, jezeli po usunigciu tej krawedzi ma
on stopient zero; nastgpnie powtérzmy krok I,

(iii) jezeli kazda z krawedzi G; postaci v;v rozspéjnia Gy, to niech v;y.q bedzie
kt6rymkolwiek z wierzchotkéw v, a G bedzie grafem powstatym z G;
przez usunigcie krawedzi viviyy i wierzchotka vi, jezeli po usunigciu tej
krawedzi ma on stopiert zero; nastgpnie powtérzmy krok II;

Tak otrzymany cigg wierzchotkéw bedzie szlakiem Eulera w grafie G.

Dowdd: Zastosujmy algorytm do grafu G o zadanych wtasnosciach, W kazdym
kroku G; jest grafem G, z ktérego usuni¢to krawedzie vyva,... ,Vvi-1Vi Oraz usu-
nieto te z wierzchotkéw vy,... Vi1, ktére staty si¢ wierzchotkami stopnia zero.
Mozna wigc latwo zauwazy¢, ze w kazdym grafie G; wszystkie wierzchotki z wy-
jatkiem co najwyzcj vy i vi s stopnia parzystego, przy czym (e dwa wyréznione
wierzchotki maja stopien nieparzysty, gdy vy # vi, a stopief parzysty, gdy vi = vi.
Co wiecej, kazdy z wierzchotkéw w Gi jest dodatniego stopnia z wyjatkiem, co
najwyzej, wierzchotka v;.

Zat6zmy, ze algorytm zatrzymat si¢ na grafie G;: na pewno wygenerowat on do
tej pory w G szlak vi,..., v, a powodem zatrzymania musiat byé brak w G; kra-
wedzi postaci viv. Oznacza to, ze wierzcholek v; ma w G; stopien zero i, jako ze
jest Lo stopieri parzysty, na mocy powyzszych uwag, mamy v; = Vi, czyli wygene-
rowany szlak jest domknigty. Jezeli jednocze$nie algorytm wykorzystat wszystkie
krawedzie grafu G, to jest on Zadanym szlakiem Eulera. Z drugiej strony, jezeli
ktdrad z krawedzi grafu G nie wystapita w otrzymanym szlaku, to G; bedzie miec
niepusty zbi6r krawedzi i musi mieé on nastgpujaca postac:

wszystkie pozostale

wierzcholki maja

G ‘
! parzysty stopiefi 2 2

-
vy =W
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Poniewaz G byt spdjny, zatem co najmniej jeden z wierzchotk6w vy, ... , v musi

pozostaé w G;. Niech wigc v j bedzie ostatnim takim wierzchotkicm. Wiedy weze-
$niejszy gral G; musi mieé nastepujacy, postaé:
fi ) p

vy =y

Vi

Vit

Lecz w takim przypadku, w jaki spos6b algorytm dokonat przejscia od G; do
Gj+1? Wykorzystat krawed? v;v; .y, ki6ra rozspGjnia G ; wiedy, kiedy byta do-
stepna opcja krawedzi nie rozspdjniajacej. Jest 1o sprzeczne z fakiem, 7e nasz
szlak zostal wygenerowany przez algorytm. W ten sposéb algorytm generuje do-
mkniety szlak, sktadajacy sie ze wszystkich krawedzi grafu G i twierdzenie zostalo
udowodnione, a

Przyktad: Dla przedstawionego ponizej grafu zostat pokazany jeden z mozliwych
szlakéw Eulera, ki6ry wyznaczyt algorytm Fleury’ego. Krawedzie szlaku ponu-
merowano w takiej kolejnosci, jak pojawiaty si¢ podczas jego generowania: prze-
SledZmy to samodzielnie (gumka w rece!), zwracajac szczegdlng uwage na dwa
momenty (3 — 418 — 9), kiedy nalezy unikna¢ rozsp6jniajacej krawedzi.

14 13 8

[

(&

11

|
s
O

6

0

Rozwazmy teraz inne zagadnienie, w kt6rym zamiast szukad okrgznej trasy
poprzez wszysikie krawedzie grafu, bedziemy cheieli znaleZé specjalnego typu
okrezng tras¢ przechodzacy, przez wszystkie wierzchotki.

Przyklad: Oznaczyé wierzchotki przedstawionego grafu liczbami 1,2,...,20
w ten sposéb, ze wierzchotek 1 jest potaczony z 2, 2 jest potaczony z 3, ..., 19
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jest potaczony z 20 i 20 jest potaczony z 1.

O

To proste zadanie pozostawiamy do samodzielnego .rO:Lwiqzania. Jest ono pod-
stawa gry wymysSlonej przez znanego algebraika Sir Williama Rowana Hamnltor,le}
w 1856 r. W terminologii teoriografowej poszukujemy cy_klu, ktéry przec.hodzl
przez wszystkie wierzchotki: takie cykle sa obecnie‘znane Jako cylclc.a Hamxltonq,
a graf, ki6ry zawiera cykl Hamiltona, sam nazywa si¢ har.mltonov};s.lam.. S.potkah-
$my sie z tym pojeciem w zadaniu 11 na stronie 60, gdzie réwniez mieliémy do
czynienia z nastgpujacym przykladem: v .
Przyklad: Wyznaczy¢ dla skoczka trasg po szachown}cy tak, le zanim powrficx
on na pole, z ktérego wystartowat, odwiedzi doktadnie raz kazdy kwadrat sza-
chownicy. ‘
Rozwiqzanie: Potraktujemy kwadraty szachownicy jako.wierzchotk: grafu, przy
czym dwa z nich potaczymy krawedzia, jezeli jest mozllwy ruch skoczka z _)Cfi-
nego pola na drugie. Wtedy znalezienie trasy dla} skoczk'a‘ jest réwnoznaczr}? LC
znalezieniem cyklu Hamiltona. Jeden z wielu takich cykli jest pokazany poniZej:

al il Do [ AL el
K D X
OV L d [\ VX
pLa= oy .;g. N TS
JA S Al
e
ﬁ@« PSS

(]

W przypadku szlakéw Eulera moglismy przedstawi¢ bardzo prosty opis gra-
féw, ktére je zawieraja. Nie jest jednak znana zadna prosta char.akterystyka gr'f\féw
zawierajacych cykl Hamiltona. Istnieje kilka twierdzer podajacych warunki do-

ol

i
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stateczne istnienia cyklu Hamiltona: warunki e zwykle obejmuja 7adanic, aby
graf mial wiele krawedzi. Przedstawimy teraz jeden z takich wynikéw. (Latwo
mozna zauwazy¢, rozwazajc graf bedacy pojedynczym cyklem o wigcej niz czte-
rech krawedziach, Ze wynik odwrotny jest fatszywy.)

Twierdzenie: Niech G = (V, ) bedzie grafem, w ktérym |V| > 3 i takim, 7c Su-+
+&v 2 |V| dla kazdej pary réznych nie polyczonych wierzchotkéw u i v. Wéwezas
G jest grafem hamiltonowskim,

Dowdd: Zat6zmy, ze twierdzenic nie zachodzi dla pewnego gralu o n (> 3) wierz-

chotkach. Istnicje wigc graf na n wicrzchotkach, majacy nastgpujace dwic wtasno-
Sci:

du +-dv=n ' S —

nie ma cyklu
dla kazdej pary

Hamiltona

nie polaczonych wierzcholkéw

Dodajmy do tego grafu tyle krawedzi, ile Jest to mozliwe, tak, aby nie powstat cykl
Hamiltona. Wéwczas obie z powyzszych whasnosei w dalszym ciagu zachodza,
ale gral, ktdry otrzymujemy, jest najwigkszym takim grafem na n wicrzchotkach.
Oczywidcie G nie jest grafem petnym na n (= 3) wierzchotkach, bo wéwczas za-
wieratby cykl Hamiltona. Czyli G ma pare wicrzchotkéw, powicdzmy u i v, kiéra
nie jest potaczona krawedzig. Graf G zostal tak dobrany, iz dodanic nowej kra-
wedzi ulworzy w nim cyk]l Hamiltona. W ten Sposéb dodanie krawedzi uv uilwo-
rzytoby cykl Hamiltona, co oznacza, z¢ G zawicra szlak od u do v, przechodzacy
przez kazdy z n wierzchotkéw grafu G doktadnie jeden raz:

uo——o -

— = e PN v
— ,

wszystkie n wierzchotki

Postawmy kétko dookota kazdego z Su wicrzchotkéw, 2z ktérymi jest polaczony
wierzcholek u« i kwadrat dookota kazdego wicrzchotka, ktdry lezy bezpodrednio
po lewej stronie ké6tka;

du wierzchotk6w sposréd n — 1 jest oznaczonych kétkiem

.. du wierzchotkéw sposréd n — 1 jest oznaczonych kwadratem
o —8u— 1 8pogréd tych wierzchotkéw nie jest oznaczonych kwadratem

Ile sposréd tych n — | wicrzcholkéw jest potaczonych z v?
liczba tych wierzchotkéw,

liczba tych wierzchotkéw,
ktére sa polaczone z v

=0v2n—38u > .
=z kidre nie sa oznaczone kwadratem
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i i tkiem
Wynika stad, ze wierzchotek v musi by¢ potaczony z pewnym wierzchotki
oznaczonym kwadratem:

Ale wéwezas gral G ma nastgpujacy icykl Hamiltona, co przeczy przyjetym zato

zeniom 0 G:
e iy
h e e e e
H Y 7t D
Ta sprzeczno$é pokazuje, Ze twierdzenie jest zawsze prawdziwe.
ZADANIA
1. (i) Dla jakich n graf petny K, jest eulerowski, a dla jakich n jest on sellr(\;i
-culerowski? ot
. y Gich
(i) Dla jakich m i n dwudziclny graf petny K, jest eulerowski, a dla Jal\[xg ]
m i n jest on semi-culerowski? o
(iii) Dla jakich n, K jest hamiltonowski? tO]

) . . . ’-‘7
(iv) Dla jakich m i n, Ky Jest hamiltonowski?

h warlo$ci n mozna znaleZé
z mozliwych ruchéw
{0l

2. Rozwazmy szachownice wymiaru n XM Dla‘jaki.c" e
dla skoczka trasg dookota szachownicy, w kidrej 1.“11, y e
jest wykonany doktadnie raz (w jednym lub drugim kieru ]

spGj k > 0 wierzchotkach majacyct} nicparzy-
ol ¢ 1k szlakéw, ktére migdzy sg\ll)]a
[

3. Niech G bedzie gr >0
ste stopnie. Pokazaé, ze w grafie G nstmeji
uzywaja doktadnie jeden raz kazda krawed?Z grafu.

4. Dopetnieniem grafu G = (V,E) jest graf G = (V,E), gdzie
E = {vw:vw€V, przy czym v #w orazvw ¢ E}

. . ¢
(. G zawicra wszystkie te i tylko te krawedzie, ktrych nic ma wGr)t él;&l}(j’éy
pf‘.zyk{ad grafu G, ktory jest eulerowski i ktérego dopelnienic jest ro;

(O]

grafem eulerowskim.
ier? cach, z kiérych kazdy ma stop-
5. Niech G bedzie grafem na 2d -+ 1 wierzchotkach, z ktory ]

ieii d. Pokazaé, ze G jest eulerowski. . . )
211362‘:*(;{1,0 gorliwi czytelnicy moga prébowac rozwaz.y(i: 0 wgclgle :)r:lvcslge;szy
problem, mianowicie, czy dla d > 0 graf G jest réwnicz hamilton .
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6. Niech G = (V, E) bedzie grafem, gdzie |V| > 3, i dla kazdego v € V, v >
> 1|V|. Pokaza€, ze G jest hamiltonowski.

7. Niech G = (V, E) bedzie grafem takim, ze |V| > 4, oraz dla dowolnych trzech
 wierzcholkéw u, v i w co najmnicj dwic sposrdd krawedzi uv, uw i vw nalezg
do E. Pokazad, ze G jest hamiltonowski.

8. W grupie zlozonej z 2n uczniéw kazdy ma co najmnicj n przyjaciét. Bedac
na wycieczce, nauczyciel nakazat im trzymaé sie parami za rece. Pokazaé, ze
mozna (o uczyni¢ tak, ze kazda osoba trzyma rgke przyjaciela, a w przypadku
gdy n > 1, wybdr przyjaciét moze by¢ dokonany na co najmniej dwa rézne
sposoby.

9. Jest n r6znych egzaminéw, z kidrych kazdy jest przeprowadzony przez jed-
nego egzaminatora. Kazdy egzaminator ustala najwyzej potowe tematéw. Po-
kaza¢, ze mozna rozplanowaé egzaminy przez okres n kolejnych dni w taki
sposob, ze kazdego dnia odbedzie si¢ jeden egzamin, tematy jednego egzami-
natora nie przypadng na dwa kolejne dni, a temat, kt6ry wybrata najwicksza
liczba kandydatéw, bedzie zaplanowany na pierwszy dzief. [W]

10. Pokazac, e jezeli graf ma n wierzchotkéw i wigeej niz %(n.2 ~3n--4) krawe-
dzi, to jest on hamiltonowski. Pokazaé réwnicz, ze zamieniajac stowa ,,wig-
cej niz” na ,,co najmniej”, otrzymamy stwierdzenie fatszywe dla kazdego
n>1. . (W]

11. Graf G = (V, E) jest semi-hamiltonowski, jezeli zawiera szlak przechodzacy
przez kazdy wierzcholek doktadnie raz. Pokazaé, Ze jezeli dla kazdej nic
potaczonej pary wierzchotkéw w i v, 8u + 8v > [V| -1, 0 G jest semi-
-hamiltonowski (oczywiscic moze on réwniez byé hamiltonowski). (W]

12. Jezeli G = (V,E) jest dowolnym gralem oraz vy,...,v, s3 pewnymi (ale nie
wszystkimi) wierzchotkami grafu G, 1o G\ {vy,...,v,} oznacza graf otrzy-
many z G przez usunigcie wierzchotkéw vy, ... ,v, (wraz ze wszystkimi kra-
wedziami dochodzacymi do tych wierzchotkéw).

(i) Pokazac, ze jezeli [V| > 3 i jezeli albo G jest pojedynczym cyklem, albo
G jest grafem petnym, to G\ {u} jest spSjny dla kazdego u € V, natomiast
G\ {u,v} jest niesp6jny dla kazdej pary u,v € V, dla ki6rej uv ¢ E.

(i) Na odwrdt pokazaé, ze jezeli [V| > 3 oraz G\ {u} jest spSjny dla kazdego
ueV,lecz G\ {u,v} jest niespojny dla kazdej pary u,v € V, dla kiérej uv ¢ E,
to albo G jest pojedynczym cyklem, albo G jest grafem petnym.

(Dowdd tego odwrotnego twicrdzenia — ktére jest wykorzystane w rozdziale
1T — jest o wiele trudniejszy: w rzeczywistodci wystarczy tylko zatozyé,
ze G\ {u} jest zawsze spéjny i ze G\ {u,v} jest niespéjny dla tych par
wierzchotk6w u, v, gdzie uv ¢ E, dla kt6rych istnieje wicrzchotek w (aki,
ze uw,wy € E.) [W]

7

Kolorowanie krawedzi

olorowaé jego krawedzie w taki sposéb, '{,e zadne
loru nie maja wspélnego wierzchotka koficowego
e kolorowaniem krawedzi). Jaka jest potrzebna
lorowania dowolnego, okre§lonego grafu?

Majac zadany graf, chcemy pok
dwie krawedzie tego samego ko
(takie kolorowanie jest nazywan
najmniejsza liczba koloréw do poko

Przyklady:

LKL

Kolorowanie
krawedzi
. o
piecioma ,kolorami

Kolorowanie
krawedzi
o
czierema ,kolorami”

kszy stopiert wierzcholka wynosi cztery. Jest
kolorowaé krawedzi kazdego z tych graf6w,
W grafie po lewej stronie wystarcza cziery
dzie nalezy uzy¢ pigciu kolor6w. 0O

W kazdym z tych przyktadéw najwi'c
wiec oczywiste, ze jakkolwiek by nie
sa potrzebne co najmnicj cztery kolf)ry.
kolory, w przeciwieristwie do drugiego, g

Najmniejsza liczbe koloréw potrzebng do pokolorowama kra'wedzn (g(l:;.\fl}cht
nazywamy indeksem chromatyczrym grafu G i oznaczamy g0 PZiLCZ Ye ( é ).>(.1
oczywiste, ze jezeli najwickszy stopien w10fzchotka w G wynosi d, t(? )pe % e/wej
przy czym dla pewnych graféw (jak w gr?he przedsta.wmnym p(()swyze), p )=
stronie) tych d koloréw w rzeczywisto§ci wystarcza i mamy w \g'czz:islaxﬁm -
= d. Nasze pierwsze proste twierdzenie charakteryzuje klasg grafow, ry

X(G) > d.
Twierdzenie: Jezeli G jest grafem o nieparzystej liczbie wicrzchoikévsg'z- litzlfzc(h;
kazdy ma stopien d wigkszy od zera, to nie mozna pokolorowa¢ krawgdzl gr .

za pomocg d koloréw.
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Df)wéd.: Zatdzmy, ze gral G ma n wierzchotkdw, kazdy o stopniu d > 0, przy czym
H _1es.'t liczbg nicparzysta. Kolorujye krawedzie grafu G, zaden kolor nic’: m(‘)')'c w -
stapic przy kazdym wierzchotku wigcej niz raz, wige moze byé co najwy;ej lyn
%(rawe'dzl 0 jednakowym (ktérymkolwick) kolorze. Biorac teraz pod uwagq; ?ez n
Jest rll‘lcparzys.te, moze byé co najwyzcj %(n. — 1) krawedzi kazdego k()loru’. ia—
:;:21\ ;:;t;)a; (rlgz;ré)\'::akoloréw potrzebnych do pokolorowania krawedzi grafu jest

%dn " /
- =
Hn—1) n—1""
a wigc potrzebnych jest wigcej niz d koloréw. O

3 s naczeniu m(lCl\S(j y Y y
. W ‘ o mocen H w W Chl‘()mdt czn Ch

Przyktady:

Xe(Kg) =3 ‘ elKs)=5

Twierdzenie: Indcks chromatyczny grafu peincgo K, wynosi

n—1 jezeli n jes .
Xe(Kn) = - Jozelin jest parzysie,
n, jezeli n jest nieparzyste

I{ow?’d: Ka:zdy \»{icrzcho{ck grafu K, ma stopiei n — 1. Z poprzednicgo twier-
dL.emz% Wymka wige od razu, ze w przypadku gdy n jest nicparzyste, potrzeba
wigcej niz n :u(l koloréw do pokolorowania krawedzi tego grafu, Pokazemy, ze
w tym przypadku X, (K,) = n, opisujac sposéb kolorowania krawedzi g fu K, ;

pomocy n koloréw. ' ' et grall 72
‘ 'Zalézn.ly, e n wicrz'cholkfiw tworzy prawidtowy wielobok o n bokach i nary-
sujmy kazda krawed? jako }mic prosta. Nastepnie pokolorujmy dwie krawegdzie
tym samym kolorem wiedy i tylko wiedy, gdy sa one réwnolegte. (Tak otrzymane
kol.oro.wame w przypadku n = § pokazano na prawym rysunku, gdzie x(Ks) = 5,
natovmlazqt dlan="7na pastcpnym rysunku). Dla n nicparzystego taka metoda da
w efekcxcc' pokolorowanie krawedzi grafu K, za pomoca n koloréw. Jest jasne, Ze
zostz}lo 1.Jz"ytych n koloréw, ze zadne dwie krawedzic tego samego koloru nie ,,spo-
]L(yl;aja si¢" oraz 7c wszystl]qc ~%n(n — 1) krawedzie zostaty pokolorowane (kazdy
olor uzyto dla doktadnic 5(n— 1) krawedzi zali ‘

: 5 ¢dzi). Wykazali§my w Len spos /
dla r: nicparzystego. ’ ! "posob el
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*
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Ky

Niech teraz n bedzie parzyste i pokolorujmy krawedzie grafu K, za pomoca
1n— 1 koloréw w spos6b opisany powyzej. Zauwazmy, 7e w tym kolorowaniu, przy
kazdym wierzchotku ,.brakuje” jednego koloru, a ponadto kazdy z n— 1 koloréw
jest ,brakujacym” przy doktadnic jednym z wierzchotk6w. Dodajmy n-ty wierz-
chotek i potaczmy go krawedzia po kolei z kazdym z n— 1 pozostatych wierz-
chotkéw. Pokolorujmy te krawedzie, uzywajac kazdorazowo ,brakujacego” przy
danym wierzchotku koloru. Latwo mozna zauwazyé, zec w wyniku takiego poste-
powania otrzymamy pokolorowanie krawedzi grafu K, za pomoca n— 1 koloréw:
przypadek n = 8 pokazano na rysunku. O

Reasumujac, kazdy graf petny o parzystej liczbie wierzcholk6w ma t¢ wia-
snogé, ze jego indeks chromatyczny jest rGwny najwickszemu slopniowi wierz-
chotka. Przedstawimy teraz inna klasg graféw o tej samej whasnogci: klase gra-
féw dwudzielnych. Zanim jednak dojdziemy do odpowiedniego rezultatu, poka-
zemy pewna sprytng metode, kt6ra bedziemy stosowali w dowodach pozostatych
twierdzefi tego rozdziatu. Jezeli mamy dane jakie$ kolorowanie krawedzi grafu
G = (V,E) i podgraf na zbiorze wierzchotkéw V wyznaczony priez krawedzie
pokolorowance jednym 2 dwéch koloréw, powiedzmy c i ¢, to w tym podgrafie
kazdy wierzcholek bedzie miat stopicii 0, 1 lub 2. W ten spos6b kazda nietry-
wialna sktadowa tego podgrafu bedzie skladata sig albo z cyklu, albo ze $ciezki,
w ktérych kolory krawedzi beda na przemian c/c’. Po chwili zastanowienia doj-
dziemy do wniosku, Z¢ zamieniajac kolory w dowolnej sktadowej (tzn. kolorujac
kolorem ¢ krawedz, ktéra przedtem byta pokolorowana kolorem ¢’ i na odwr6t),
w dalszym ciagu otrzymujemy Kolorowanie krawedzi grafu G tymi samymi kolo-
rami, tak jak to pokazano na nastgpujacym przykladzie.

7 — Aspekty kombinatoryki
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Przykiad:

————
Zamien kolory
NN ] i
w skladowej
zawierajyeej v

V)

pgooogg
p0coog
2000090

O

Twierdzenie: (Koniga) Niech G = (V}, E,V,) bedzie grafem dwhdzielnym, 0 naj-
wigkszym stopniu wierzchotka réwnym . Wéwczag Xe(G) =d.

Dowdd: Zastosujemy metodg indukcji wzgledem |E|, przy czym przypadek |E| =
= 0 jest banalny. Zat6zmy zatem, ze graf G = (V;,E,V,) ma |E| > 0 krawedzi,
Jego najwigkszy stopiefi wierzchotka wynosi d oraz ze teza twierdzenia jest praw-
dziwa dla graféw dwudzielnych o liczbie krawedzi mniejszej niz |E|. Usurimy
z grafu G pewng krawedZ vw, otrzymujac nowy graf dwudzielny . Najwigkszy
stopieri wierzchotka w G’ jest réwny co najwyzej d, a wiec na mocy zatozenia
indukcyjnego, mozemy pokolorowaé krawedzie grafu G’ za pomoca d kolor6w:
wykonajmy jedno z takich kolorowar.

Jezeli przy obu wierzchotkach v i w brakuje jednego z d koloréw, to ten wiasnie
kolor moze by¢ uzyty do pomalowania krawedzi vw, dajac Zadane kolorowanie
grafu G za pomocy d koloréw.

Zal6zmy na odwr6t, ze do pokolorowania krawedzi wychodzacych z wierz-
chotkéw v i w uzyliSmy wszystkich koloréw. Poniewaz w grafie G’ stop-
nie wierzchotkéw v i w sg réwne co najwyzej d — 1, zatem istnicje ko-
lor, powiedzmy ¢, ktérego brakuje przy v (a wiec jest on uzyly przy w)
oraz istnieje inny kolor, powiedzmy ¢', kiérego brakuje przy w (a wigc
jest on uzyty przy v). Rozwazmy teraz podgraf gratu G’ utworzony przez
~ krawedzie koloru ¢ lub ¢’ i w szczegdlnosci weZmy pod uwage t¢ skla-
dowa tego podgrafu, ki6ra zawiera wierzcholek v (nalezacy, powiedzmy,
do Vp). Skladowa ta jest Sciezkq o poczagtku w v € Vy i krawedziach
pokolorowanych kolejno kolorami ¢', ¢, ¢,.. Sciezka 1a nic moze koi-
czyé si¢ w wierzchotku w € V;; gdyby tak bylo, o miataby ona nie-
parzysta liczbe krawedzi, czyli korczylaby sie krawedzia o kolorze ¢,
a przeciez dla zadnej z takich krawedzi wierzcholek w nie jest wierz-
chotkiem koricowym. Teraz, na podstawie naszych wcze$niejszych spostrze-
zef, mozemy w tej skladowej zamienié migdzy soba dwa kolory, otrzy-
mujac w dalszym ciagu kolorowanie krawedzi grafu G’ za pomoca d
koloréw:
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np.

¢’ wystepuje przy v,
a nie przy w

—

Zamief kolory

e :
w sktadowej
zawicrajyceej v

¢; wystepuje prey w,
anie prey v

- ,
Zamieniajac kolory, odnosimy nastepujaca korzy$¢: tym razem brakuje kf)lon} dc
przy obu wierzchotkach v i w, mozemy zalem pomalowaé tym ,kolorem krawg 4
yw, otrzymujac zadane kolorowanie grafu G d kolorami. To koriczy dowd6d pr/ﬁg
indukcje.

Znamy juz pewne grafy (takie jak grafy dwudzielne i gfafy pet.ne o] p?arl'iysu?{
liczbie wierzchotkéw), dla kiérych indeks chromgtyczny jest taki sam jd 1 lr:?é
wiekszy stopiert wierzchotka d. WidzicliSmy réwmf:z przykiady gfatltzv:, éa o
rych d koloréw byto liczba niewystarczajaca, I.l(_: wiec fiodatkowych ’o or \:/ ufo
dzie potrzebnych w takich przypadkach? Okazuje sig, z¢ zawsze vyys.tz}rc?y [y ©
jeden kolor wigcej ! Zdumiewajacy jest l'akl,. 7e bez wzg,lcdu na to, jaki Jl(iit roz:;ic
zany graf, jezeli jego najwigkszy stopiert wierzchotka jest réwny d,.t(') a;(“gw :
tego grafu moga by¢ pokolorowane za pomoca d-+ 1 k(?loréw. Ter.l'r'uezwy 1964yr
nik zostat po raz pierwszy udowodniony przez Rosjanina V.G. Vizinga w .
Przedstawiony tutaj dowéd korzysta z nastgpujacego lematu.

: Ni = (V,E) bedzie grafem o najwigkszym stopniu wienqholka d
%::gfht ef\ffé(.j,)eercd(a ;;evzlny%ni krawedziami w G, ktére maja wspolny w1erzcll)10é
lek koficowy v. ZatGzmy, Ze krawedzie grafu G’ :'(V,E\ {e! yeen ,e,}) moga dyn
pokolorowane za pomoca D (2 d) koloréw w taki spo§6b, 7e €O .najr'm'nej Jekc
7 koloréw nie wystgpuje w zadnym z koficéw kr.awcdzx el co'nfgmmcg (liwa o-
lory nie wystepuja w Zadnym z koficéw krawedzi ez, CO nagmn‘neg dwa l1:(>lory 2;2
wystepuja w zadnym z kofic6w kraw¢dz} e3, ... 0raz o najmniej dwa; ?; ory(/) e
wystepuja w zadnym z koficow krawedzi e,. Wéwczas krawgdzie gratu G m
pokolorowaé D kolorami. . N
Dowéd: Stosujemy indukcje wzglgdem r. Przypadek r = 1 Jest oczywisty, gor}xi-t
waz przy kolorowaniu grafu G' w opisany spos()b, 'co najrr.mneg jeden lcclo!or r}l:): CJ;: '
uzyty przy obu wierzchotkach koricowych Jedyr{ej brakujacej kravyc zi ey’ )"c
wiscie kolor ten moze byé uzyty do pomalowania ey, aby uzupeinié¢ kolorowani

3 zi grafu G. - N
kragﬁggng;awicc, ze r > 1, ze wynik jest prawdziwy dla‘ mniej. niz r usx;(m;elych
krawedzi i 2¢ krawedzie grafu G’ sa pokolorowane, tak jak opisano. Pokazemy,

SEL
|

(-
{
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w jaki spos6b pokolorowac jedng z tych r krawedzi, przy czym musimy to zro-
bi¢ w taki sposdb, by pozostate r — 1 nic pokolorowane krawedzic w dalszym

ciagu spetniaty zatozenia lematu, Wezmy pod uwage nastepujace zbiory ztozone .

z pewnych koloréw nie wysigpujacych w wicrzchotkach koricowych krawedzi ¢;:

Cy = {kolor nic wystepujacy w zadnym z koficéw e, h
C, = {dwa kolory nic wystcpujace w zadnym z koficéw ¢, },
(3 = {dwa kolory nie wystepujace w zadnym z koficéw e},

C, = {dwa kolory nie wystgpujace w zadnym z koricéw e, }

Jezeli kt6ry$ z koloréw nalezy do dokladnie jednego sposéréd tych zbior6w, to
wéwczas mozna go uzy¢ do pomalowania krawedzi odpowiadajacej temu zbio-
rowi, a nastepnie usuna¢ ten zbidr z listy, otrzymujac nowa sytuacje, w ktérej
graf G ma tylko r — 1 nie pokolorowanych krawedzi, spetniajacych w dalszym
ciagu zalozenia lematu. Stosujac wéwezas do tej sytuacji zaloZenic indukcyjne,
otrzymujemy, ze caly graf G mozna pokolorowaé D kolorami.

Ale co zrobi¢ w sytuacji, gdy Zaden z koloréw nie jest elementem doktadnic
Jjednego sposrdéd tych zbioréw? Wéwczas kazdy kolor bedacy elementem jednego
sposrod tych zbioréw wystepuje w co najmniej dwdch zbiorach. Stad wynika, Ze
liczba r6znych koloréw we wszystkich tych zbiorach jest mnicjsza badz réwna
%(Zr ~ 1) i, w szczeg6lnosci, jest mniejsza od r. Wiemy ponadto, zc wierzcho-
tek v ma w grafic G stopieri co najwyzej d, a wige. przy wierzchotku v wyslepuje
w grafie G’ co najwyzej d — r koloréw. Stad

liczba réznych liczba e6Znych
kolor6w nic 2D —(d—r)>d-(d-—r)> kolor6w w r zbiorach
wystepujacych przy v <y, ...,C

Tak wigc istnicje kolor, powiedzmy ¢, nie wystepujacy przy wierzchotku v oraz
nie bedacy elementem Zadnego z rozwazanych zbior6w koloréw. Niech € = {¢}
spéjrzmy na podgrafl utworzony przez krawedzie koloru ci ¢/ w danym kolorowa-
niu grafu G'. Tak jak wspomnieliémy wcze$nicj, mozemy zamicni¢ migdzy soba
te dwa kolory w dowolne;j sktadowej tego podgrafi, otrzymujac w dalszym ciagu
akceptowalne kolorowanie grafu G'. W szczeg6lnosei zalézmy, zc krawedz? e; a-
czy wierzchotek v z vy i zamieimy migdzy soba dwa kolory ¢ i ¢/ w skladowe;j
-zawierajacej vy. Efektem tego przckolorowania jest to, Ze kolor ¢ nie wysi¢puje
teraz. w zadnym wicrzchotku koricowym krawedzi e, a wigc mozna uzyé¢ go do
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pokolorowania tej krawedzi.

L7a € e3», “ B Zamier kolory
‘ 7 : v - Vs Vg W §k;a.dowcj
7 zawierajacej vy
\'
\ , kolorc i

kolor ¢

(nie wystepuje przy vi)
Usurimy Cy z listy zbioréw i ustawmy zbiory Cp,.. .‘,C, zgodnie z'nowym pc.)koe-l
lorowaniem. Jaka postaé przyjmie to nowe ustawieme:? Jedyna komec.zna ;mlzlx(n ;
bedzie potrzebna wiedy, kiedy jeden ze Zbioréw (powiedzmy Cz? zawiera ¢, a n(‘)a
lor ¢/ wystepuje leraz przy wierzchotku koricowym v, krawg.adz/l ?z;a‘;vs “fgjo me

iej [ <i i icami” tej samej ¢/ ¢ ,
nieisce wtedy, kiedy vy i vz sa dwoma ,.koncami _ < \
_l;a}lc Jw przypa)(/iku pokazanym powyzej). Wiedy musimy usunaé ¢ ze zbioru Cy.

i 7 i ic nic robimy.

We wszystkich pozostatych sytuacjach nic nie ro ) ]

cW ka);dym zptych przypadkéw mamy w konsekwencii pol«()ilo-rowanedwlszy;z:n

i Jiatki — ¢ ie grafu G. Tych r — 1 krawedzi ma w daisz
kie, z wyjatkiem r — 1, krawedzie gra ' : '
ciagu wspélny wierzcholek koricowy v, a pierwszej 2. t_ych nie poicolorzr;anyncité
krawedzi odpotviada zbi6r sktadajacy si¢ 2 o najmmejt)ccaneg'o k(()) ;(;’lu(;mwg‘ym

. . L s zostalych nie p

wystepuje w zadnym z jej koricéw. Kazdej z pozos : wanyct
kr)e,lwi[c)lz{ odpowiada za$ zbidr zawicrajacy dwa zadane kolory me. wysteguy}((:ﬁ
w zadnym z koricéw tej krawedzi. Do tej sytuacji mozemy teraz Zastosowa Eam—
zenie indukcyjne i otrzymujemy, ze krawedzie catego grafu G moga byC poko -
rowane za pomoca D kolor6w, co koriczy dowdd lematu.

Przyklad: Krawedzie niZej przedstawionego grafu zostaly czcéciowg pokc:lqr(?-
wane pigcioma kolorami 1-5, przy czym nie pokolorowane krawcdznc1 spe ma{:
zatozenia lematu. Zastosowaé technikg powyzszcgo dowodu do pokolorowan

krawedzi catego grafu.

Rozwigzanie:
\4 )
e ey Cl = {1} (kolor nie WyStQpUJQCy w 7zad-
e el e nym z koc6w e1)
v vy V3 Va C2 = {2)3} (dwa k()lo['y nie WyStQpU-
| { 4 4 jace w zadnym z kocow e2)
i i Csy = {1,3} (dwa kolory nie wysigpu-
3 ! 2 ' jace w zadnym 2z kor‘nc('Sw e3) |
Cs = {1,3} (dwa kolory nie wystepu-
jace w zadnym z koric6w es)
5
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Czy ktory$ z koloréw jest elementem

cznijmy od poczatku:

ey Lo e
~ 3 e3 ‘ Cy = {1} (kolor nie wystepujacy w zad-
" av3 iy nym z koficéw e))
4 15 4 | 4 Cy = {1,3} (dwa kolory nie wyslepu-
jace w zadnym z koricéw e3)
3 ! 2 Cq == {1,3} (dwa kolory nic wystepu-
Jace w zadnym 7 koricéw e4)
5

Czy kiorys z koloréw jest elementem doktadnie jednego z tych zbior6w? Nie, Wy-
bierzmy wigc kolor nic wystepujacy przy wierzchotku v i nie bedacy elementem
zadnego ze zbioréw (wiemy juz, Ze taki kolor zawsze istnicje): w naszym przy-
padku tym kolorem jest 4. Jako drugi kolor weZmy (en ze zbioru pierwszego, tj. 1.
Spéjrzmy teraz na podgraf utworzony przez krawedzie koloru 1i 4. W sktadowej
tego podgrafu, kidra zawiera wierzchotek v), zamiedimy migdzy soba kolory 11 4.
Tak jak widzieliSmy juz wczesniej, ta zamiana koloréw w dalszym ciagu pozosta-
wia akceptowalne kolorowanie tego samego zbioru krawedzi, a ponadto ,uwal-
nia” ona kolor 4, kiéry moze by¢ uzyty do pokolorowania pierwszej krawedzi e;.

Jednakze zamiana koloréw powoduje, ze kolor | wystepuje przy wierzchotku vg,
azatem musimy go usuna¢ ze zbioru C4 i rozpoczaé procedure od poczatku, (Prze-
suwamy réwniez uaktualniony Cy na pierwsze miejsce listy, gdyz jest on w tym
moimencie zbiorem jednoelementowym.)

3}

(’3

a3 ve  Ca={3} (kolornie wystepujacy w zad-
Lodg 4 g 1 nym z kofcow eq)
- Cy = {1,3} (dwa kolory nie wystepu-
3 2 -

jace w zadnym z koicéw e3)

dokladnie jednego z tych zbioréw? Tak,
kolor 2 wystepuje tylko w zbiorze Cy. Uzyjmy tego koloru dla krawedvi ey i za-

kra 103
Kolorowanie krawedzi

Teraz kolor 1 jest elementem tylko zbioru Cs, a wige moze byé uz.yty .do pokolo-
rowania krawedzi e3, 2 pozostaty kolor 3 mozna uzy¢ dla krawedzi eq:

4213
Lol 4]
4
3 2
m]
5

Jeste§my juz gotowi udowodnié godne uwagi twierdzenie Vizinga. N
Twierdzenie: (Vizinga) Niech G = (V.E) bcdzie. grafem, w kujrym n&mﬁi{\:’z
stopieri wierzchotka wynosi d. Wéwcezas krawedzie grafu G mozna po
przy uzyciu d -+ 1 kolor6w; 4. d < Ye(G) Ld A1 ek 8] 0 s
Dowéd: Stosujemy indukcje wzgledem |E|, przy cqy:::/ ap;az(:aféw o il

7 igc, 7 i 7e teza jest prawdzi y iejsz
alny. Zat6zmy wiec, z¢ |E| > 01 2e teza jest praw ‘ la . }
;)izr;biey](rawcdzi. Niech v € V ma dodatni stopieri i nicch b;(.iui ()Grl,\z:;(;r;/,;hzrlsfm

; i 2y = iec A
coficowym doktadnie r krawedzi €1 = Wi, €6 = V. dzi
](\3“20\ {yel ..., er}). Wowcezas najwigkszy stopicn wxerzghf)!kar ;,}/UGC,J?sg ;2\);%

najwyiej d i zenia indukeyjnego, krawedzie g ¥
co najwyzej d i, na mocy zatozenia indu : ( : 10
pokoljorgwefne za pomoca d -+ 1 koloréw: wykonajmy takie po}\olorO\yaf\;: badt
A W grafie G’ stopiefi kazdego 7 wierzchotkéw vy,..., v, Jest (;;m(;;:; kZ‘zdego

: 3 vit d -+ 1 kolor6w. W ten Spos

t6wny d — 1, a mamy do dyspozycj d- on Sp . ‘ "
wier;::holka v; istnieja €O najmnicj dwa kolory, k;ér& préykélér(::) vr\l{;:d\:vl)(';;?:ﬁl

i} - [ e . " ac A
a wiec nie wystgpuja one rowniez przy obu wierzcho ki ( ’ ;
:W{’%’ szczegﬁglmgéci jest jeden taki kolor dla krawg:du ey oraz gwi\ ;\(iog 1 ta
k'aidej z pozostatych krawedzi, Zatem, na podsu\‘ww‘ lematu (z 411 kom,ré.w
nieje sposéb pokolorowania krawedzi calego grafu G za pomoca E]
co koriczy dowdd przez indukcje. ' .

Zobaczymy teraz pewne uogdlnienie twierdzenia Vlzmga, kt(’}re poii?:b‘;’r}o
runck wystarczajacy (ale nie konieczny) na to, by krawedzie gralu mo
pokolorowa¢ d kolorami. o N
Twierdzenie: Niech G = (V,E) bedzie grafem 0 najwu;ksz’yEn. sto.pn'mh:z)v};( (w‘v
chotka d (> 2), w ki6rym zaden cykl nie sktada si¢ w calosct Z W;frllcrami ;
stopnia d w G. Woéwczas krawedzie gralu G mozna pokolorowa¢ d kolo , U
x (G) - d' . . ton 0 a
Deawéd: Jest zadziwiajace, ze przedstawiony dowdd mgrdzemaé?ll‘g:ia Jr:](();r(l) )
prawie natychmiast przeformutowaé tak, aby udowodnic jego uog' madki' | 22
przednio, jest to dowdd indukcyjny wzgledem |E |, przy czym przyp

|
|
|
!
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sa oczywiste. Zal6zmy wigc, ze [E| > 2 i 7¢ wynik jest prawdziwy dla graféw
o mniejszej liczbic krawedzi. Poniewaz 7aden ¢ykl w G nic zawiera wylacznie
wierzchotk6w stopnia d, zatem istnicjc wierzcholek stopnia d, kiéry jest pota-
czony z ¢o najwyzej jednym innym wierzcholkiem stopnia d. Nicch v € V bedzie
takim wierzchotkiem. Zat6zmy, Ze jest on koricem krawedzi ey = vy,... 84 =iy
i niech G’ bedzie grafem (V,E \ {e;,. .. ye4}). Pokazemy najpicrw, ze krawedzie
grafu G’ mozna pokolorowa¢ d kolorami.

Najwigkszy stopicii wierzchotka w G’ jest mnicjszy badZ réwny d: jezeli jest
on mniejszy niz d, to samo juz twierdzenie Vizinga gwarantuje, 7ze krawedzie
grafu G’ mozna pokolorowaé d kolorami. Jezeli za§ najwickszy stopicit wierz-
chotka w G' jest réwny d, to w dalszym ciagu jest prawda, ze zaden cykl w G’ nic
przechodzi wytacznie przez wierzchotki stopnia d. Mozemy zatem do grafu G’
zastosowac zalozenie indukcyjne, pokazujac ponownie, ze mozna jego krawedzie
pokolorowa¢ d kolorami. Pokolorujmy wiec, w jednym bad# drugim przypadku,
krawedzie grafu G’ za pomocy d koloréw, :

Fakt, ze v byt polaczony w G z co najwyzej jednym wierzchotkiem stopnia d
oznacza, iz co najwyzej jeden z wierzchotkéw vy,... vy ma w grafic (G stopieii
d, a pozostale majq stopiert mniejszy bads réwny d — 1: jezeli jeden z tych wicrz-
chotkéw rzeczywiscie ma stopieri d w G, 0 zalézmy, Ze jest nim v;. Wéwcezas
w grafic (7, sposréd wierzchotkGw Vi,..., Vg, €O najwyzej wicrzcholek v; ma sto-
pieri d — 1, a pozostale maja stopieii mniejszy badZ réwny d — 2. Poniewaz koloru-
Jac krawedzie grafu G' mamy do dyspozycji d kolor6w, zatem istnicje co najmniej
Jeden kolor nic wystepujacy przy wicrzchotku v, (czyli nie wystepujacy przy obu
koricach krawedzi e;), a w przypadku kazdego 7 pozostatych wierzchotkéw v; ist-
nieja co najmnicj dwa kolory nic wystepujace przy nich (czyli nie wystgpujace
przy zadnym z wicrzchotkéw korcowych odpowiadajacej krawedzi ¢;). Stad, na
podstawie lematu (z D = d), istnicje pokolorowanic krawedzi catego grafu G za
pomoca d kolor6w, co koriczy dowdd przez indukcje. . O

Dowéd twierdzenia Vizinga (oraz jego uogdlnienie) polegal na rozpatrywa-
niu kazdorazowo jednego-wierzcholka, a nastgpnie stosowaniu procedury opisa-
nej w dowodzic lematu, do pokolorowania w kazdym kroku dodatkowych kra-
wedzi. W ten sposéb przedstawione dowody moga w rzeczywislosci byé uzyte
do opisania algorytmu kolorujacego krawedzie zadanego grafu o najwigkszym
stopniu wierzchotka d za pomoca d - 1 (lub d) koloréw, tak Jjak przedstawiono
to w poprzednim przyktadzie. Procedura taka jest opisana obszernicj w ksigzce
L. Lovdsza i M.D. Plummera Matching theory. Inne dowody twierdzenia Vizinga
wraz z wybranymi pokrewnymi wynikami mozna znale#¢ u takich autoréw jak:
M. Behzad i C. Chartrand, S. Fiorini i R.J. Wilson, L.W. Beincke i R.J. Wilson,
cytowanych w spisic literatury. W iej ostatnicj ksigzce grafy, dla kt6rych indcks
chromatyczny jest réwny najwickszemu stopniowi wicrzchotka, sa nazywanc gra-
fami ,klasy 17, a pozostate ,,klasy 2”. Chociaz nic Jjest znana prosta charakteryza-
cja obu tych klas, autorzy ci wskazuja na to, zc grafy klasy 2 wysltepuja ,,bardzo
rzadko™.
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W rozdziale 14 powrécimy do zagadnienia kolorowania krawcdz'{ i zobaczymy
bardzo bliski zwiazek migdzy kolorowaniem krawedzi a kolorowaniem map.

ZADANIA
1. Pokazaé, ze dla dowolnego grafu G = (V,E),

e
%(9) > 1]

gdzie (x| oznacza czedé catkowita liczby x.

2. Niech G bedzie grafem, w ktérym kazdy wierzcholek z wyjatlfiem jfedrggo
. ma stopieri d. Pokaza, ze jezeli mozna pokolorowaé krawedzie gralu G za.
pomocg d koloréw, to
(i) G ma nieparzysta liczbe wierzchotkéw,

(i) G ma wierzchotek stopnia zero.

(W]
Wl

3. Niech G bedzie grafem spéjnym, w kiérym kazdy wicrzchols:k ma \5::;
.pieﬁ d. Zat6zmy ponadto, ze G ma wierzcholek, kiorego .usumccne ]f v
ze wszystkimi dochodzacymi do niego krawedziami) rozsp6jnia G. Po. a.[z\z;v ]
7€ Y (G) =d -+ 1. _
4. Niech G bedzie grafem hamiltonowskim, w ktérym kazdy wierzcholek ma

W]
stopieri 3. Pokazaé, ze ¥.(G) = 3. [

5. W pewnej klasie kazdy chiopiec zna dokladn'ie‘ d dziewczat' i kaidadd'z.zic\:/):
. czyna zna doktadnie d chtopcow. Stosujac wynik kolo;ovw./ama. k:awc z:l,apc0
kaza¢, ze chiopcy i dziewczeta moga utworzy¢ »przyjaciclskie” pary

W]
najmniej d r6znych sposobow. [

6. Niech M bedzie macierza zero-jedynkowa, wy;niaréx m >1;1 n I:O;:: ;\;é\;l):;:(ji ]
‘ i Z ierszu i ie. Pokazac, 7¢ y
d jedynkami w kazdym wierszu i kolurnme. , b
stgiwi)(l)na jako suma d macierzy zcro-;edyn!cowych, z ktérych kazda sz Vf/(;
najwyzej jedna jedynke w kazdym wierszu i kolumnie.
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Haremy i turnieje

Rozpoczniemy ten krétki rozdzial od uogdlinienia matzeriskiej wersji twicrdzenia
Halla na haremy zaktadajac, ze pewne osoby moga mieé wigcej niz jednego part-
ner.a. Nastepnie rozwazymy inny przyklad skojarzenia, obserwujac ,turniej typu
kflzdy z kazdym” w pewnym klubic sportowym. Zobaczymy wéwczas nieocze-
kiwany zwigzek micdzy tymi dwoma ,,$wiatami”, stosujac nasz wynik dotyczacy
hareméw do udowodnienia pewnego twierdzenia o turnicjach.

W‘rozdzialc 3 poznaliSmy wersj¢ matzenisks twierdzenia Halla, a teraz wypro-
wadzimy jego nieznaczne uogdlnienie. Tradycyjnie w haremie kazdy me¢zczyzna
moze mieé wiele zon, ale zadna kobieta niec moze mieé¢ wigeej niz jednego meza,
Udowoc.inimy teraz wersje haremowa twicrdzenia Halla, odwracajac przy tym (¢
tradycyjng zasade, to znaczy, pozwalajac kobictom mieé swoje haremy.

'iji(.:rdzenie: (Twierdzenie Halla — wersja harcmowa) Nicch by,...,b, beda
me‘ujemnymi liczbami calkowitymi i niech Dy,...,D, oznaczaja dzic;wézzyny.
Dzmwczyna D) chee mieé by mezdw (jak zawsze sposréd tych chiopedw, kiérych
Znaj, dzngwczyna D, chee mieé by mezbw, ..., i dziewczyna D, chcc’mie(’: b
mezow. ?aden z chlopcéw nie moze ozenié si¢ z wigeej niz jedng dzic:wczynz{x
Wiqzysthe zyczenia dziewczat moga by¢ speinione wtedy i tylko wtedy, gd);
Sg;z\gfézglvny z dowolnego podzbioru Dy, ..., D; znaja co najmnicj by, 1---- - - bi,

quéd: (=) Jezeli wszystkie dziewczyny moga znalezé zadang liczbe mezéw, (0
dznewczyny D;,,...,D; (jak zwykle przyjmujemy, Ze sa to rézne osoby) muéza
zna¢ ¢o najmniej b;, ...+ by, chlopcéw, mianowicie swoich mezéw.

(.<‘—.-) Zatézmy, ze dziewczyny z dowolnego podzbioru D, ..., D; znaja co naj-
mniej by ... - b;, chtopcéw. Zamiefimy Dy na b, kopiildzic\’)vcéyny Dy, przy
czym kazda z nich zna tych samych chlopcéw, ki6rych znala dziewczyna D’; (dia
przy'kladu, jezeli by = 3, to Dy zamieniona jest na trzy swoje kopic). Podobnie
zamiefimy D; na b, kopii Dy, ... i D, na b, kopii D,,, otrzymujac: ‘ '

dziewczyny: Dy---Dy Dy+--Dp---D, ---D,
N et s | —

b by by
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Zastosujemy do tej nowej sytuacji matzeriska wersje twierdzenia Halla, aby zna-
lez6é dla kazdej dziewczyny jednego meza. Pokazemy wigc, ze w tej nowej sytu-
acji, kazde r dziewczyn zna co najmniej r chiopcéw. Wybierzmy dowolny zbi6r
sposréd ,nowych” dziewczyn: powiedzmy, ze jest ich r i zatézmy, iznate r dziew-
czyn sktada si¢ co najmniej jedna ,,kopia” kazdej z dziewczyn Dy, Di,. Wéw-
czas oczywiscie
r< by 4o H by

gdyz warto§¢ sumy po prawej stronie jest liczba, kt6ra otrzymaliby$my, biorac
waszystkie kopie tych dziewczyn. Teraz zadane warunki stwierdzaja, Ze w wyjscio-
wej symacji dziewczyny Dj, ..., D, znaly co najmniej b, + ... -+ by chlopcéw
(a wigc co najmnigj r chtopcéw). Wynika stad, iz nasz zbi6r ztozony z r dziew-
czyn (ktéry zawiera kopie kazdej z Dy, .., Di) wnowej sytuacji zna co najmnicj
r chtopcéw. W ten spos6b, jako ze kazde r dziewczyn rzeczywicie zna co naj-
mniej r chtopcow, mozemy zastosowaé do tej nowej sytuacji malzeriska wersj¢
twierdzenia Halla, znajdujac dla kazdej dziewczyny meza. Tak wigc, na przykiad,
kazda z b, kopii dziewczyny D wyjdzie za maz: oczywifcie wszyscy oni stana si¢
b; réznymi mezami dla ,kopiowanej” dziewczyny Dy. Takie postgpowanie przy-
pisuje kazdej dziewczynie upragniong liczbg mezéw i ,haremowe twierdzenie”
zostato udowodnione. O

Przejdziemy teraz do $wiata wrnicjéw. Wyobrazmy sobie pewien turniej dla
grupy graczy, polegajacy na tym, 7¢ kazdy gra z kazdym, przy czym wyni-
kiem pojedynku jest zwycigstwo jednego z dwéch graczy. To prowadzi nas do
okreSlenia turnieju (wyniku turnieju) z udziatem n graczy (oznaczonych symbo-
ligznie 1,2,...,n) jako (’2‘) uporzadkowanych par zawodnikéw, przy czym dla
1 <i < j< nalbo wystepuje para ij, albo para ji. Te (g) uporzadkowane pary
moga by¢ traktowane jako wyniki gier migdzy kazda para graczy, przy czym
pierwsza liczba w danej parze jest zwycigzeq Lej gry: wten spos6b bedziemy mo-
gli uzywa¢ normalnego Zargonu Sportowego. Turniej z udzialem n graczy moze
byé réwnicz przedstawiony jako graf petny K, kt6rego wierzchotki oznaczono
liczbami 1,2,... ,niw ktérym kazda krawed? zostata skierowana sirzatka w jedng
z dwéch mozliwych stron. Strzatka od i do j oznacza, 7¢ i pokonat j”.

Przyklad: Na rysunku po prawej stro-
nie przedstawiono turnicj, w kiérym
brato udzial pigciu graczy 1,234 i 5,
potaczonych w pary 12, 13, 23, 24, 34,
41,51, 52, 53 i 54. Tak wigc w tym tur-
nieju 1 pokonat 2, 1 pokonat 3, 2 poko- 5 , 3
nal 3, 2 pokonat 4, 3 pokonat 4, 4 poko-

nat 1, a gracz 5 pokonat wszystkich. O

i 2

Przedstawiony graficznie  przebieg b
turnieju jest specjalnym rodzajem ~grafu
skierowanego” (ta tematyka nic bedzie




108 Rozdziat 8

w (ej ksiazee szczegblowo omawiana). Graf skierowany (lub digraf) (V, E ) sklada
si¢, tak jak poprzednio, zc zbioru wicrzchotkéw i zbioru krawedzi (tukéw) E,
ktéry jest podzbiorem uporzqdkowanych par {vw : vw € V}. Grafl skierowany
mozemy pokaza¢ graficznie w ten sam sposob, jak przedstawialismy grafy, stosu-
jac zamiast krawedzi tuki okreslajace uporzadkowanic. Terminologia stosowana
w teerii graléw w spos6b naturalny rozciaga si¢ na grafy skicrowane, na przyktad:
»skierowany szlak” jest po prostu szlak, kiéry przechodzi si¢ tak jak nakazujg
strzatki, a ,,stopieri wyjscia/stopieri wejScia™ danego wierzchotka jest liczba tuk6w
wychodzacych/wehodzacych z/do tego wierzchotka itp. W graficznym przedsta-
wicniu turnicju skierowany szlak py,pa,...,p, jest lo ciag graczy, w kiérym p,
pokonat py, p, pokonat ps, ... i p,-i pokonal p,. W powyzszym przykladzie
istnicje skierowany szlak 5, 4, 1, 2, 3, ki6ry przechodzi przez wszystkic wierz-
cholki. Odwolujac si¢ do naszych rozwazan o grafach hamiltonowskich i semi-
-hamiltonowskich (rozdziat 6), pokazemy teraz, ze w turnicju zawsze istnicje skie-
rowany szlak, w kirym kazdy gracz wystepuje dokladnic jeden raz: nastgpnic
w zadaniach wyznaczymy warunki na istnienic skierowanego cyklu Hamiltona.

Twierdzenie: W dowolnym turnicju z udzialem n graczy mozna przyporzadko-

waé graczom etykiely py,pa, ..., pa W ten sposéb, ze py pokonat p;, p2 pokonat
P3seei i Pue-t pokonat py,. :

Dowdd: Zastosujemy indukcje wzgledem n, przy czym przypadek n = 2 (lub
n = 1) jest oczywisty. Zat6zmy wigc, Ze n > 2 i ze wynik jest prawdziwy dla tur-
nicjow z udziatem mniej niz n graczy. Zapomnijmy chwilowo o jednym z graczy,
powiedzmy o p, i rozwazmy przebieg gier migdzy pozostatymi n — 1 graczami.
Ouzymujemy obraz pewncgo turnicju z udzialem n — 1 graczy i, na mocy zatoze-
nia indukcyjnego, tym graczom mozemy przypisaé etykicly py, pa,. .., pn-1 tak,
e
p1 pokonat py, py pokonat ps, ..., p, 2 pokonal Pn—1

Pomyslmy teraz o mozliwych rezultatach dla gracza p. Jezeli p zostal pokonany
przez wszystkich pozostatych graczy, to bedziemy mieli

p1 pokonatl p, p; pokonat py, ..., p,..2 pokonat Pn.-1,Pn-1 pokonat p
co ma juz zadang strukturg zawicrajaca wszystkich graczy turnieju. Jezeli jednak
gracz p pokonat chociaz jednego z pozostatych graczy, o niech i bedzie najmniej-
szym indeksem, dla kiérego p pokonat p;. Wéwczas, jezeli i == 1, mamy

p pokonat py, py pokonat p;, p, pokonat ps, ... y Pn--2 pokonat p,
ajezeli i > 1, to mamy

pi pokonat py,..., p;_| pokonat p, p pokonat p;,...,p,_, pokonat p, .|
P —

poniewa? j; byl picrwszym
graczen pokotsuym przez p
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W obu przypadkach otrzymujemy zadane uporzadkowanie wszystkich graczy, cg
koriczy dowdd twierdzenia.
wiele wynikéw dotyczacych graféw rozciq:ga si¢ w naturalny s;ios(')lb na g:a(l;y
skierowanc, na przyktad: graf skierowany zawiera skn_erqwany szlak Eu‘e:jc‘?; oe{kz
i tylko wtedy, gdy jest on »silnie spéjn}/” (w.tym sensic, 2¢ z kazdegor\:égoika fha
do innego istnieje skierowany szlak) i stopieit wyjscia k.azdeg(;) W(liewiedzicé Jgic
réwny jego stopniowi wejscia. Zaimerc.tsowany. czytelnik mo‘L(‘: ow deict sic
wiecej o grafach skierowanych z ksiazki S.J . Wilsona lntroduc;;on o é,’nap L e
ory, natomiast dodatkowe informacje o skierowanych cyklaph ar;:x . p ()bjie
rozdziat napisany przez J.-C. Bernionda w Selecte_d .topzcs in graph ! ef)rr‘z. o
prace zawicraja r6wniez materiat dotyczacy turniejéw, o k’téryﬂc(‘ ?\OLublikac:e
przeczytaé w ksiazce J .W. Moona Topics on tournaments. Wszystkie 1¢ p )
¢ ienione w spisie literatury. : o
Zosct}dkgw:gl:\l:/?crdzcnic z[:viazane z turniejami, ktégxn si¢ teraz zajmiemy, do:l);z‘zsz
zbioru mozliwych ,wynikéw”. W turnieju z udznalcm,n graczy 1,2;)... ,n o
b; oznacza liczbg graczy pokonanych przez gracza i: w§wczaslc by, z,M.) ‘.n;kgw)
wynikami turnieju (a uporzadkowana lista tych wynik6éw jest wektorem wy. .

Przyklad: Ki6ry z nastgpujacych ciagéw moze byé wektorem wynikéw turnieju
z udzialem szedciu graczy?
i) 4,4.4,2,1, 1,
(i) 5,3,3.2, 1, 15
(i) 5,4,4, 1, 1,0. Ny
Rozwiqzanie: (i) Te liczby nie moga byé oczywiscie wynikami zadneg
z udziatem sze§ciu graczy, poniewaz

16
4+4+4+2+1+1:16¢<2>

(ii) Oto jest (przedstawiony w graficznej postaci) turniej z zadanymi wynikami.

Zauwazmy, ze w tej graficznej reprezentacji wyniki odpowiadajg, stopniom wyj-

0 turnieju

dcia. (5) (3)

(1) (3)

(1) 2)

(iii) Chociaz szes¢ liczb 5,4, 4, 1, 1,0 rzccil,ywiécic sumuje si¢ do (g) , glg:wmgg;z
by¢ one wynikami turnieju z udziatem szcépnu graczy. rlednym ze spo::czan;i oY
sie¢ o tym przekonad, jest rozwazenie przebiegu gier mlcd_zy trzen;\la fz o gra,c o
do ktérych zaktadamy, ze ich wyniki beda réwne 1, 1 i 0. Tyc :
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zagra miedzy soba (3) =3 gry, a wige niezaleznie od lego, jak sq oni stabi, te
3 zwycigstwa muszg by¢ rozdzielone migdzy nich. Tak wigc jest niemozliwe, aby
ich wyniki sumowaty si¢ do liczby mniejszej niz 3. O
Whasnosci ukazane w tych przyktadach beda zachodzity dla wynikéw kazdego
turnieju z udzialem n graczy, mianowicie wszystkie wyniki beda sumowaly sig
do (3) oraz kazde r wynikéw bedzie sumowato sie do co najmniej (5) (poniewaz
tych r graczy juz migdzy soby zagra taka liczbe gier). Jest nadzwyczajne o, ze
odwrotne stwicerdzenie jest takze prawdziwe; tj. jezeli zbi6r n liczb catkowitych
ma te dwie wilasnosci, (0 sa one wynikami jakiego$ urnieju. SzczegStowy do-
wdd tego rezultatu zostat po raz pierwszy podany przez H.G. Landaua w 1953 r.
w zwigzku z jego praca poswigcony grupom zwierzat, Dopiero nicdawno ugwia-
domiono sobie, ze twicrdzenie Landaua jest prosta konsekwencja haremowej wer-
sji twierdzenia Halla, .
Twierdzenie: (Landaua) Niech by, b, . .. ybn bedy liczbami catkowitymi. Liczby
te sa wynikami pewnego (urnicju z udzialem n graczy wiedy i tylko wtedy, gdy
0] byitby ... kb, = ()
oraz
(ii) dla 1 < r < nkazde r sposréd liczb by, ..., b, sumuje sie do co najmniej (;)
Dowdd: (=) Zat6zmy, ze isinieje turniej z udziatem n graczy z wynikami
bi,ba, ... \by. Wlwcezas jest jasne, ze suma tych wynikéw jest réwna liczbie
wszystkich rozegranych gier, a wiec ('2') Réwniez dowolnych r graczy rozegrato
migdzy soby (’2) gier, czyli musza oni-mieé na swoim wspélnym koncie co naj-
mniej ('2) zwycigstw. Konsekwentnie, dowolne r sposréd wynikéw musi sumowaé
si¢ do co najmniej ('2) Pokazalismy wigc, ze zachodza wtasnosci (i) oraz (ii).
(<) Niech teraz by,b,,... b, beda liczbami catkowitymi spetniajacymi (i)
oraz (ii): wéwczas, w szczegSlnosci; biorac r = 1, otrzymujemy, iz liczby
te sa nieujemne. Majac danych dowolnych s spo§réd tych liczb, powiedzmy
b, by, ..., by, rozwazmy pozostate n — s liczb: bedg one sumowaly si¢ do co

n--s

najmniej (";°), co implikuje, ze :

biy +biy + -+ bj, (;) _ (n;,s)

Wyobrazmy sobie teraz, ze mtode panienki oznaczone symbolicznie 1,2,... ,n
staja do turnieju squasha. Zaoferujmy im jako ,nagrody” () przystojnych mio-
dych mezczyzn ,nazwanych” 1,2/, /1,3’ ... 1,0, /2,3, 2,4, ... i'n—1,n": na-
groda za zwycigstwo w grze migdzy graczami i oraz J bedzie chtopiec i, j'.
Dziewczyny zapoznaja tylko tych chlopeéw, o ki6rych graja. Tak wiec, na przy-
klad, dziewczyna ,2" zna chiopcéw '1,2/,72,3/,'2. 4/, . . J/2,n". We#my dowol-
nych s dziewczat iy, iy, ... ,iy. Hu chlopcéw znajy one? Sposréd wszystkich chtop-
cOw nie znajg one tylko tych, kidrzy sq znani wylacznie pozostatym n — s dziew-
czetom; (j. znajg one dokladnie (3) — (";) chtopcéw. W ten spos6b, na mocy po-
wyzszej nier6wnosci, s dziewczat iy, iy, ... ,i; zna co najmniej by, -I-bi, 4 ... + b,
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chtopcéw. W konsekwencji, na mocy udowodnionej ’wczcénic.j ha_rerzovéej wersbjn
twierdzenia Halla, dziewczeta 1,2, ... ,n moga zrmlezé odpowxgdmp 1 z,dz;éw':
mez6w sposréd chtopeéw, kidrych znaja. Innymn stowy, decyzje 0 Lxx@,crzgfo oy
czyna i, czy tez dziewczyna j bierze do swojlcgo harcn.ng chiopca’ l,dj o gZiew—
podjete w Laki sposéb, ze dziewczyna 1 zakoriczy turnic) z bl' nag:ro 2 L(; e
czyna 2 z by nagrodami, ... a-dziewczyna nz by nagrodamn. szt_lczg t ,a rédy7do-
wszystkich gier w turnieju moga by¢ ustalor}c w takj'spo:.séb, ze liczba ;1 'guc',b‘y "
bytych przez dziewczyny 1,2,...,n Wynosi od,powncdmo b,h-bz’(i,“ 2B licz D
sa wéwczas wynikami naszcgo»turnieju, co konczy dowdd twierdzenia.

ZADANIA

1. W turnieju z udzialem n graczy: ‘
(i) ile jest, mozliwych zbioréw wynikéw takich, ze Zzadni dwaj nie uzysl?())z;‘
tego samego wyniku? ' .
(ii) ile jest, mozliwych zbioréw wynika, takich, ze dwaj gracze uzysk[ug}
ten sam wynik, a pozostate wyniki s3 ré6zne? .
(iii) jaki jest zbiér wynikGw, jezeli jcde{l gracz os;agnq} najwyzszy wyg;;l)ci
a wszyscy pozostali zajeli ex acquo drugie miejsce!

2. W trnieju z udziatem n graczy, ze zbiorem wyn.ik.éw b} ba, ... ,1?,,, i.le ée}s(.:
zbioréw ztozonych z trzech graczy, o tej wiasno.éc.x, ze kazdy gracz z tej t\;v 10 ]
wygral jedng, z trzech gier rozegranych migdzy nimi? W,

3. Pokazaé, ze w turnieju z udzialem s graczy suma dowolnych r wynil{«\i;\i
) e L. |
wynosi co najwyzej nr— ("5').
4. Turniej (lub og6lnie graf skierowany) jest silnie spdjny, jezeli od do:)volnego
wierzchotka do kazdego innego istnieje skierowany szlak. Pokaza(,,. .Le w tur-
nicju z udziatem n graczy sa rownowazne nastepujace trzy warunki:

(i) turniej jest silnie spéjny;
(ii) zawiera skierowany cykl Hamiltona;
. Sy
(iii) dla 1 < r <nsuma dowolnych r wynikéw jest wigksza niz (2) [W]

5. Pokazaé, ze w turnicju z udzialem n graczy nie bedzie skxerowaneg(;( ‘CZ-
kiu wtedy i tylko wtedy, gdy mozna przypo.rzac_ikowaé ‘grac.zoxrn ety 1eo)f
Ply---,Pn W taki sposob, 2e p; pokonat p;, jesli .tylko i < J .(th. pli[g )
konat wszystkich pozostatych, p, pokonat WSZ}’S[](]Ch. Z wy;mthembgl w.
Wywnioskowaé, ze w urnieju z udzialem-n graczy jest n! sppgo t;:,i t u)l'.
boru wynikéw, dla ktérych nie istnieje skjerovs{any cykll. (VKa.z"y afu o
niej z udzialem n graczy jest nazywany ,,af:ykhczna gnentaCJa gra n
bedziemy mieli do czynienia z nimi ponownie W rozdziale 11).

AL I
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6. (i) Turnicj z udziatem n graczy jest rozgrywany kazdego kolejnego dnia, przy
czym Zadnemu z graczy nic wolno rozegraé w danym dniu wigcej niz jed-
nego meczu. Jaka jest minimalna liczba dni potrzebna do przeprowadzenia
turnicju? [W,0]

(.ii) Liga p.ilkarska sktada si¢ z n druzyn. Podczas danego sezonu kazda dru-
Zyna bcdzne grata z kazda z pozostalych dwukrotnie. Zadna z druzyn nie gra
wigcej niz jeden mecz dziennie. Jaka jest najmniejsza liczba dni w sczonie
potrzecbna na rozgrywki? : {0]

9

Twierdzenia minimaksowe

Wyobrazmy sobie, ze mamy Llorebke ze stodyczami kilku r6znych rodzajéw. J aka
minimalna liczbe stodyczy nalezy wyciagna¢ z torebki, aby pokazaé ile jest w niej
rodzajéw stodyczy? Jaka jest maksymalna liczba stodyczy, kt6ra mozna wycia-
gnaé z torebki, nie wyjmujac dwdch tego samego rodzaju? Odpowiedzi sa, oczy-
widcie, lakie same. Jest to prosty przyktad sytuacji, w kt6rej pytanie dotyczace
minimum prowadzi do tej samej odpowiedzi co inne pytanie dotyczace maksi-
mum: jest to rezultat,minimaksowy”. W tym rozdziale rozwazamy Uzy nicba-
nalne twierdzenia minimaksowe; jedno dotyczy macierzy, jedno jest z teorii gra-
f6w, a ostatnie odnosi sig do sieci.

Macierze

Po raz kolejny wykorzystamy tutaj wszechobecne twierdzenie Halla. W swej ma-
cierzowej postaci bierze ono pod uwage macierz zero-jedynkows, i szuka w kaz-
dym wierszu jednej jedynki tak, ze zadne dwie nie naleza do tej samej kolumny.
Jednakze taki zbi6r jedynek moze nic istnic€. Wowczas mozemy szukaé maksy-
malnej liczby jedynek, z ktérych zadne dwie nie beda w tym samym wierszu lub
kolumnie.

Przyklady:

010101

101 0 00

Mi=10 011 01

110010

001110
011000 o[1] [1]0 0 O
100101 [T]0|Jo[T 0 1]
M2.—:0]0011={010011J
011000 or11 170 0 O
001000 olol 1110 0 O

8§ — Aspekty kombinatoryki
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Macierz M, spetia warunck Halla, ze w kazdych r wierszach wystepujg jedynki
w co najmnicj r kolumnach. Zawicra wigc zbidr jedynek, spo$réd kiérych w kaz-
dym wierszu znajduje si¢ jedna, a zadne dwie nie sq w tej samej kolumnie; jeden
taki zbiér wyrézniono pismem pétgrubym. Macierz M, nie ma jednak takiego
zbioru jedynek: mozna znaleZé maksymalnie tylko cztery jedynki, z kt6rych zadne
dwie nie znajdujq si¢ w tym samym wierszu lub kolumnie; ponownie jeden 7 ta-
kich uktadéw wyréiniono pismem pétgrubym. Na konicce zauwazmy, iZ jest moz-
liwe wyznaczenie w M, czterech ,linii” (4. wierszy lub kolumn), ktére zawierajg
wszystkie jedynki, tak jak pokazano za pomocy prostokatow na rysunku po pra-
wej stronie. W macicrzy M pig¢ wierszy zawiera, oczywiscie, wszystkie jedynki
i nie ma mniejszego zbioru ,linii” o tej wasnosei, 0O

Twierdzenie: (Koniga-Egervary’ego) Niech M bedzie macierza zero-jedynkowa
wymiaru /m x n i niech stowo ,linia” oznacza wiersz lub kolumne macierzy M.
Wdéwczas

minimalna liczba linii zawierajacych __ maksymalnej liczbie jedynck, z kt6rych
wszystkie jedynki macierzy M~ zadne dwie nic lezq na jednej linii

Dowdd: Niech o bedzie minimalna liczba, linii w macierzy M zawicrajacych
wszystkie jedynki i niech B bedzie maksymalng liczby jedynek w M, z kt6rych
zadne dwie nie leza na jednej linii. Poniewaz jest B jedynck, z kt6rych zadne dwie
nie lezg na tej samej linii, wige oczywiscie potrzebujemy co najmniej B linii, za-
wierajacych te jedynki: stad o > B.

Aby pokaza¢, ze B > o, wyznaczymy o jedynek, z ktérych zadne dwie nie
leza na jednej linii. Przyjmnijmy, Zze o = p + ¢, gdzic (nie tracac na 0g6Inosci)
zakladamy, ze pierwszych p wierszy i pierwszych ¢ kolumn macierzy M zawiera
wszystkie jedynki z M.

M/

. },,
M=

zera

S’
q

Sp6jrzmy na macierz M’. Twierdzimy, Ze dowolnych r wierszy tej macierzy za-
wiera jedynki w co najmniej r kolumnach. Rzeczywiscie, gdyby tak nie byto, to

w M’ istnialoby r wierszy z Jjedynkami wystepujacymi w doktadnie # kolumnach,
gdzie ¥ < r;
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4 \
"H r wierszy z jedynkami B JL % L i g __._.___—\-

w dokladnie tych ~/
(< r) kolumnach

e

mniej niz p+4g l?ni.i )
zawierajacych wszystkie jedynki

dnie r wiersze w M tymi r/ kolumnami, f)tr‘zy—
h wszystkie jedynki w M, co ni¢ :]CSl
rzeczywiscic zawiera

Ale wéwczas, zastepujac oc!pf).wie tie ¢ wie
maliby§my mniejszy zbidr linii zawierajacy ) :
Aiwe. : cierzy M
zliwe. W ten spos6éb dowolnych r wierszy maciers : : : viera
;:((:;r:}u w co najmnicej r kolumnach, W konsekwencii, m; mocy macn;(:gs\::lj( p;o
i i 3 ! iera zbi6r zlozony z p ] ,
staci twierdzenia Halla (strona 41), M’ zawi a zb . ' -
;c((lmlej w kazdym wierszu, i Z ktérych zadne dwie nie sa w (€] Same) kolumnie
Pokazaliémy, ze istnieje p je(‘iyne'k
w macierzy M', z kiérych zadne dw':c. nie /
leza na jednej linii. Podobnie, istnieje ¢
jedynek w macierzy M", 2 ktérych. zad'ne
dwie nie leza na jedne;j linii. Ogélr}xe wigc
daje to, oczywidcie, p+¢q (= q) Jernek
w M, z kiérych zadne dwie nie leza na
tej samej linii. Poniewaz B jest'maksy-
malng liczba takich jedynek, wynika stac'l,
ze o, < P, i twierdzenie zostato udowodnione.

N\

MI
~— 1/

M 17

Grafy

. . L . 6l-
Skojarzenie w grafie jest to zbiér krawedzi, z kt({rych za(i.ne.d:lxe :1:(63;;2]; lv;sg v
i A . Spotkali§my si¢ juz z pojeciem ,,skojarzenia
nego wierzchotka korficowego  juz . poj O o, 10
? Zi =5 2, Va): jezeli skojarzenie € |
do V»"' w grafie dwudzielnym G (Vl,Fj 2): J skojarz ¢
j:st cfczyvébistc, ze G nie zawiera skojarzenia o Wl@kS'LC‘_] hczb.le krawcdm‘./ JCdv\I{ms(Zr;
d\‘Nudzielny graf G = (V,E,V2) moze nie miec sko;arz'er'ua:/, Vi do Wu. o y
przypadku jego najwigkszc skojarzenie bedzie miato mniej niz |Vi| krawedzi.

Przyklady:

Vi

tutaj najwigksze skojarzenie
sklada élig tylko z czterech krawedzi

najwicksze skojarzenie
(= skojarzenie z V| do V;)
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W przykladzie po lewej stronic pig¢ wierzchotkéw oznaczonych kétkami (ktére
tworzg Vi) spelnia, oczywiscie, wtasno$é, zc dla kazdej krawedzi grafu co naj-
mniej jeden z nich jest wierzchotkiem koticowym: Zaden zbi6r majacy mniej niz
pie¢ wierzchotkdw o tej wlasnodci nic istnicje. W przyktadzic po stronie prawej
cztery wierzchotki oznaczone kétkami stanowia najmnicjszy zbiér, w kiérym jest
zawarty co najmniej jeden wierzcholek koricowy kazdej krawedzi grafu. 0

Prowadzi nas to do nasigpnego twicrdzenia minimaksowego. Czytelnicy o so-
“kolim wzroku zauwaza istotny zwigzek miedzy tym a poprzednim przykladem
dotyczacym macierzy. W rzeczywistosci nastgpujacy rezultat jest wiadciwie prze-
formutowaniem twicrdzenia Kéniga-Egervary’ego w teoriografowej terminologii:
Jjego dow6d pozostawiamy jako jedno z zadari na koricu tego rozdziatu.

Twierdzenie: Nicch G = (Vi E, V,) bedzic grafem dwudziclnym. Wéwcezas
minimalna liczba wierzchotkéw,

wsrdd ktérych jest co najmniej =
jeden koniec kazdej krawedzi

maksymalnej liczbie
krawedzi w skojarzeniu
a

Oba powyzsze rezultaty spetniaja wazna rol¢ w pewnych zastosowaniach. Cho-
ciaz wykraczaja onc poza ramy tcj ksiazki, warto o nich krétko wspomnieé, by
zainteresowany czytelnik mégt poszerzy¢ swoja wicdzg. W podreczniku A first
course in combinatorial mathematics I. Anderson pokazuje kluczowa role twier-
dzenia Koniga-Egervédry’ego w algorytmicznej metodzie rozwiazywania ',,pro—
blemu optymalnego przydzialu”, rozdziclajacego stanowiska pracy pomigdzy
kandydatéw w najlepszy mozliwy spos6b. W rozdziale D.R. Woodalla w Selec-
ted topics in graph theory (ki6ry jest intercsujacym przegladem twierdzen mini-
maksowych) autor opisuje algorytm wegierski, znajdujacy najwicksze skojarze-
nic w grafie dwudziclnym: mctoda ta (nazwana tak zc wzgledu na narodowosé
Koniga i Egervary’ego) jest niczym innym jak algorytmicznym dowodem twier-
dzenia Halla, ki6ry zastosowalismy w rozdziale 3. Woodall pokazuje réwniez, jak
metoda ta rozciaga si¢ na przypadek ,,z wagami”, ktéry nastgpnie moze byé uzyty
do rozwiazania problemu optymalnego przydziatu,

Inna interprelacja ostatniego twierdzenia dotyczacego grafu dwudziel necgo, jest
ta, Z¢ w pewnym scnsic maksymalna liczba roztacznych gciezek z V| do V,
réwna si¢ minimalnej liczbie wierzchotkéw, ktérych usunigcie rozdzicla Vi od Vs.
Jest godne uwagi, ze nastgpne twierdzenie udowodnione po raz picrwszy przez
K. Mengera w 1927 r. pokazuje, iz to samo jest prawda dla dowolnych dwéch
zbioréw wierzchotkéw kazdego grafu.

Zbior Sciezek w grafiec G = (V,E) jest roztqezny, jezeli zadne dwie z nich nie
maja wspdlnego wierzchotka. Sciczka prowadzaca od zbioru wierzchotkéw X do
zbioru wierzchotkéw Y jest po prostu $ciezka, ktdrej picrwszy wierzchotek jest
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w X, a ostatni w Y. Kiedy szukamy najwigkszego 2 moiliwych zb‘i({réw rozkz}cz-
nych $ciezek z X do ¥, powinnimy, oczywibcic, s%zukaé na_;pardzw; eanqrt}nfiz~
nych i skupi¢ uwage na tych $ciezkach, ktérych pierwszy ~wllerf1,ch01ek.3(§c:st Jedy-
nym w X, a ostatni wierzcholek jest jedynym w Y. Z drugiej strony zbi r.wxer?-
chotkéw S rozdziela X od Y, jezeli kazda $ciezka z X do Y przechodzi ‘przcz
wierzchotek z S: same zbiory X i Y maja oczywiscie taka wlasno$é, ale czesto
istnicja zbiory mniejsze od nich.

Przyklad: W przedstawionym grafie mamy maksymalnie '(rzy rozigc.zne Sciezki
z X do Y (jeden taki uktad wyrézniono liniami pélgrubymn). Réwnlc*:z potrzebne
s minimum trzy wierzchotki, kt6rych usuniecie rozdziela X od Y (jeden z tych
zbioréw oznaczono kétkami).

]

Twierdzenie: (Mengera) Niech G = (V,E) bedzie dowolnym grafem i niech
X,Y C V. Wdlwczas

-minimalna liczba wierzchotkow,
kt6re rozdzielaja X od Y

maksymalnej liczbie
= rozlacznych §ciezek zX do ¥

Dowdd: Niech o, bedzie najmnicjsza liczba wicrgchot}c(?w, ktére rozdzielaja X 1?1(1
Y, i niech B bedzie najwigksza liczba rozlacznych §c1§ze}< z X do Y..Jak ZWY f%
w twierdzeniach minimaksowych, jedna z nier6wnosci rpxcdzy oa B jest oczywi-
sta: jezeli zbiér wierzchotkéw rozdziela X od ¥, 10 musi on zawieraé cO najmniej
jeden wierzchotek kazdej z B roztacznych écieiek,.a wiec o = B. -

Dowéd odwrotnej nicréwnogci wykorzystuje mdukgg wz:glcdfzm V| —Ff} G
przy czym przypadek [V]+|E| =1 jest ogzywisty. Z?tézmy wnc.c,‘zf: dl: grafgw'
zachodzi |V| +|E] > 1 i ze twierdzenic jest prawdziwe dia mm-ejfz,l):cr )g(rzo y'
aby pokaza¢, ze dla G, B > a., skonstruujemy o rozlacznych Sciezek z .
Rozpatrujemy dwa przypadki:

k 1: Istnieje zbiér S o o wierzchotkach, ktory mz@ziela XodV,
:T:;Zf Zg g # X oraz 62 # Y. (Przypadek 2 bedzie dotyczyt wszy,?thch ;‘)ozqst_alzyc;z
sytuacjiy)-Jako ze Y, sam w sobie, rozdziela X (?d Y, oraz .S ._](’,?t najr_n)r,uejswyi' "
takim zbiorem, wicc Y ¢ S. W tym przypadku wiemy réwn'xez, e § # > a g
Y € S, czyli istnieje wierzcholek y € Y\S. 'Wystarc.zy chwila zas}t{agow:s:g:ielz
doj$é do wniosku, ze S jest najmniejszym zbiorem wierzchotk6w, ktory
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X od S. Jest to nie tylko prawda w grafie G. Wiasnodd ia zachodzi réwniez w grafie
otrzymanym z G przez usunigcie wierzchotka y.

y ‘ N\
NN
X s

N\

X s Y -

W ten spos6b, na mocy zatozenia indukcyjnego, w tym mnigjszym grafie istnicje
0. roztacznych Sciezek z X do S, kiére beda w dalszym ciagu rozlacznymi $ciez-
kami w grafie G. Podobne rozumowanie pokazuje, ze w grafie G istnieje o roz-
tacznych Sciezek z S do Y. Oczywiscie $ciezki z X do S moga byé ztaczone razem
ze Sciezkami z S do ¥, dajac zadanych o roztacznych Sciezek z X do Y.

Przypadek 2. Jezeli przypadek 1 nie zachodzi, to jedynym mozliwym zbiorem
o wierzchotkéw, rozdzielajacym X od Y, bedzie kidry§ ze zbioréw X lub Y (albo
oba): zalézmy, ze |X| = o Jezeli X C ¥, to tatwo mozna skonstruowaé o try-
wialnych, roztacznych $ciezek z X do ¥, z kiérych kazda sktada sie z pojedyn-
czego wierzchotka. Zat6zmy zatem, ze v € X \ Y, i rozwazmy zbi6r wierzchotk6w
X\ {v}. Poniewaz ma on mniej niz o element6w, nie moze wigc rozdzielaé X od
Y: w konsekwencji istnieje §ciezka z X do Y, kidrej picrwszymi -wierzchotkami sg
viw,.... Rozwazmy teraz graf G’ = (V,E \ {vw}). Jezeli X jest w dalszym ciagu
minimalnym zbiorem rozdzielajacym w &, to na mocy zatozenia indukcyjnego
istnieje w G’ (a wiec réwniez w G) o rozigeznych Sciezek z X do Y. Z drugiej
strony, jezeli istnieje jaki§ zbi6r S skladajacy si¢ z o — 1 wierzchotkéw, kt6ry
w G’ rozdziela X od Y, to jest jasne, Ze oba zbiory §'U {v} i 8" U{w} rozdzielaja
w grafie G zbi6r X od ¥ i ze oba zawieraja o wierzchotkéw. Ale w przypadku 2
Jjedynymi mozliwymi takimi zbiorami sq same X i ¥. W ten 5poséb

SUf{v} =X Su{w} =V
T i I
eX\Y ¢

Woéwezas jednak o — 1 trywialnych $ciezek skladajacych si¢ z pojedynczego
wierzchotka z §', wraz ze $ciezka v, w tworzg o, roztycznych Sciezek z X do Y.
W ten sposéb w kazdym przypadku istnicje o rozigeznych $ciezek od X do Y
a poniewaz B byla maksymalna liczba takich sciezek, zatem mamy B > a. To,
wraz z przeciwng nieréwnoscig ustanowiongy wezesnicj, daje o = 3 i twierdzenie
Mengera zostato udowodnione. a

Sieci

Sie¢ N = (V,c) jest niepustym zbiorem wierzchotkéw V takim, ze kazdej uporzad-

kowanej parze wierzchotk6w v,w € V jest przyporzadkowana nicujemna liczba
rzeczywista c(vw), zwana przepustowosciq krawedzi yw (tak wige ¢ jest funkcja
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0}). Nie zagi¢biajac sie w terminologi¢ graféw skiero-
zemy traktowaé vw jako krawedZ (tuk) zv dow
s6b, jak przedstawiamy graf, zaznaczajac prec-
norujac krawedzie o przepustowosci zero.
/ Scimy sobie roz-
Poniewaz nie badamy sieci w sposob bardzo szczegblowy, 1\:px*()scnmys :(:)\:::)eg C;OSQ
zani zyjmujac catki turalne zalozenie, iZ WSZyStKie przep
wazania, przyjmujac catkiem na ozen seysikie prre
liczbam; cafkowitymi oraz ze c(vv) = 0 dla kazdego wierzcholka v

sVxVdo{xeR:x2
wanych, jezeli ¢(vw) > 0, to mo
i przedstawic sie¢ w ten sam sposo0
pustowos¢ krawedzi, lecz zupetnie ig

ie siecig taka, ze V = .y} oraz c(uy) =1,
Przyklad: Niech N = (V, c) bedzie siecia taka, Ze V {u,v,w,x, ¥} )3

clww) =1, c(vy) =1, c(wu) =3, c(wx) =2, c.(wy) =2, c(xu) =4, c(xv
clxw) =3, a wszystkie pozostate przepustowosci sa zerem.

7e krawedzie sa rurami, w ktérych przeptyw jes:t
czajac podanych przepustowosci.
powyzsza sie€, na

Mozemy wyobrazi¢ sobie, :
dozwolony w zadanym kierunku, me.przckra podany
Wéwezas mozemy wyznaczy€ rozmatite przeptywy” przez

przyktad:

O

.przeptyw o wartosci 8"z x doyma lfilka klru—
sieci (w pewnym oczywistym sensic) ca}ko:
tywa z sieci catkowity przeply'w o wart;)écn
8. Przez kazdy z pozostatych wierzcholkéw nie prz'echoélzx catko(:azl;ts:, l;;:;c?l g/;:;
le dla ka? i sywista 11086 ,,wptywu” jest réwna rze § ‘
ale dla kazdego z nich rzeczywista i . O ypadku e
" iccej, przeptyw przez kazda krawedZ w zadny :
~wyptywu”. Co wigcej, przeptyw : o y i
zekrac? Yy Sci danej krawedzi. Przedstawiony p L X nie
Dk wamicksny z1i 2 ze jezeli przechodzi sig w SieCl
jest iwiekszym z mozliwych. Zauwazmy, z¢ jezell p el
jest jednak najwigkszym z moz - e e w . dobrym o
p wzdtuz drogi x, u,w,y, to na kazdyn} etapie all ie sie oo
iu);ﬂ(:iz”ywzdiuz _nienasyconej” krawedzi (. w kidrej rzec'LyWISty’,,px:;%?uviv liia-
'lnniejszy od jej przepustowosci), albo idzie si¢ W ,,ziylr} k.lerurflmwzl T otk
wedzi, w ktérej mamy rzeczywisty przeptyw. Takie przejécie nazywa si¢ »,

Pokazany na tym przykladzie
czowych wiasnosci: w x wptywa do
wity przeptyw o wartosci 8,awywyp
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powigkszajaca przeptyw”, bo jeicli zwigkszy si¢ w krawedziach, kiére si¢ prze-
szi'o we whasciwym kierunku, przeplyw o 1 oraz zmniejszy o | przepltyw w krawg-
dziach, k.térc si¢ przeszto w ztym kicrunku, to owrzyma si¢ wowczas nowy prze-
ptyw w sieci, przy czym catkowity przeptyw z x do y zwiekszd sigo 1:

nicnasycone
/1:

Przcglyw o wartodci 9zx do y
(najwigkszy 2 mozliwych)

Po'wracajqc do wyjsciowej sieci, zauwazmy, 7¢ ,,przecinajac” nickiére z kra-
wedzi mozna, oczywidcie, zatrzymaé wszystkic przeptywy z x do y. Dla przy-
}dadu‘ najprostszymi cigciami, kiére mozna wykonaé, sa cigcia wsy:ystkich kra-
wedzi .wychodzqcych z x, mianowicic xv,xw oraz xu: suma ich przepustowosci
wynosi 3 -3 -+ 4 = 10. Jednakze, moZna teZ zatrzymaé wszystkic przepltywy z x
do. ¥, przecinajac krawedzie o mnicjszej, catkowitej przepustowodci niz powyzsza:
?zplér 1.<raw¢dzi xw, xu, vw oraz vy ma catkowita przepustowo$é 3444 14+1=9
i JcZeI'x przetnie sig je, to oczywiscie, zostanie zaurzymany caty przeptyw z x do y.
Co wigcej, zaden inny zbidr ,przecinajacych krawedzi”, o mnicjszcj catkowitej
przepustowosci, nie zatrzyma przeplywu z x do y. :

]?okladniej méwigc, dla danej sieci N = (V,¢) preeplyw przez krawedz vw jest
to liczba f(vw) spetniajaca nieréwnosé 0 < f(vw) < ¢(vw): mozna sobic o wy-
obrazi¢ jako przeptyw cieczy przez rurg vw, z v do w, kt6ry nic moze przekroczyC
przepustowosci tej rury. (Ponownic ograniczymy nasza uwage do przypadkéw.
gdy f(vw) jest liczba catkowita.) Jezeli wszystkie przeptywy preez krawcdﬂ(;
spelniajg )

(.i) przeptyw przez kazda krawed# wehodzaca do x ma wartoéé zero,

(i) w .ka'Zdym wierzchotku v, oprécz x i y, catkowity przeptyw przez krawe-
dzie wchodzace do v réwna si¢ catkowitemu przeptywowi przez krawedzie
wychodzace z v, oraz '

(ili) przeptyw przez kazda krawed# wychodzaca z y ma warto$é zero,

Rozdziat 9
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to funkcja f (dziatajaca z V x V do zbioru nieujemnych liczb catkowitych) na-
zywa si¢ przeptywem z x do y w sieci: ponadto x nazywa sie Zrddiem przeptywu,
a y ujfciem. Majac dany taki przeptyw f, tatwo mozna zauwazyc¢, ze catkowity
przeptyw przez krawedzie wychodzace z x jest taki sam, jak catkowity przeptyw
przez krawedzie wehodzace do y: liczba ta nazywa si¢ wartosSciq przeptywu. Mig-
dzy dowolnymi dwoma wierzchotkami w sieci zawsze istnieje trywialny przyktad
przeptywu o wartodci zero, w ktérym przeptyw w kazdej krawedzi wynosi zero.

Przekrdj w N = (V,¢) rozdzielajacy x od y jest to zbior krawedzi, kt6rych usu-
nigcic pozostawia sie¢ nie majaca nietrywialnych przeptywéw z x do y. Przepu-
stowos¢ przekroju jest suma przepustowosci wszystkich krawedzi nalezacych do
przekroju. ,

W powyzszym przykladzie przeptywy zx do y miaty najwigksza warto$¢ réwng
9, ki6ra pokrywata si¢ z najmniejsza przepustowoscia przekroju i, oczywicie, nie
byt to zbieg okolicznodci: ogélny wynik, znany jako twierdzenic o ,,maksymal-
nym przeptywie-minimalnym przekroju”, zostat po raz pierwszy udowodniony
przez L.R. Forda i D.R. Fulkersona w 1956 r.

Twierdzenie: (Maksymalny przeptyw-minimalny przekréj) Miedzy dowolnymi
dwoma wierzchotkami x oraz y nalezacymi do sieci

minimalna przepustowo$¢ przekroju, maksymalnej warto$ci
ki6ry rozdziela x od y T przeptywu zx doy

Dowdd: Niech N = (V,c) bedzie siccia, niech o bedzie minimalng przepusto-
woscia wszystkich mozliwych przekrojéw, kiére w sieci N rozdzielaja x od y
i niech P bedzie maksymalng wartoscia wszystkich mozliwych przeptywow z x
do y. Jezeli przekr6j ma przepustowos¢ k, Lo usunigcie tych krawedzi zatrzymuje
caly przeptyw z x do y: stad kazdy przeptyw, kiory jest mozliwy po przywrdce-
niu tych krawedzi, musi mie¢ warto$¢ mnicjsza badZ réwna k. Tak wigc warto§¢
kazdego przeptywu jest mnicjsza badZ réwna przepustowosci kazdego przekroju.
W szczeg6lnoéci wartosé ,,maksymalnego przeplywu” jest mnigjsza badZ réwna
przepustowosci ,,minimalnego przekroju™; tj. B<a.

Aby pokazaé, ze o < B, udowodnimy metoda indukcji wzgledem n, ze dla
0 < n < o istnicje przeptyw o wartodci n. W szczegdlnosci pokaze to, z¢ istnicje
przeptyw o wartosci o i ze B (warto$¢ maksymalnego przeptywu) jest wigksza
badZ réwna .

Oczywigcic istnicje przeptyw o wartodci zero. Zatézmy, ze 0 < n < o.i ze dany
jest przeptyw f o wartosci n. Pokazemy, e istnicje przeptyw majacy wartos§¢
n- 1. Niech W bedzic zbiorem wierzchotkéw w, dla ktérych istnieje ,,Sciezka
powickszajaca przeptyw” z x do w; 4. ciag wierzchotk6w

X = X0, X1, X2 ¢+« X1, Xm =W

majacy wilasnoéé, ze dla kazdego i, gdzie 0 <i<m
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albo  flxixi) <c(xixi)  albo S{xip1x) >0
~~ d D e

(poruszamny si¢ w ,,zlym kierunku”

(poruszamy si¢ w ,,dobrymn

kierunku” i kruwcdi XiXigt jGSL 1 Ina Inig)sce rzecLy wisty

nienasycona™) przeplyw przez krawed? xpq 1x0)
!

Twierdzimy, ze y € W. Zatézmy, Ze tak nie jest i rozwazmy zbiory wicrzcholkéw
W (zawierajacy x) oraz V \ W (zawierajacy y). Niech C bedzie zbiorem krawedzi
skierowanych od W do V \ W i niech D bedzie zbiorem krawedzi skicrowanych od
V\W do W. Jest jasne, ze zbidr krawedzi C tworzy przekréj rozdzielajacy x od y.

wszystkie ,,nasycone”
. /

oV
ey

VAW

D \
wszystkie nie uzyte

Z definicji zbioru W wynika, ze jest niemozliwe przejScie z wierzchotka zbioru
W do wierzchotka zbioru V \ W wazdtuz §ciezki powigkszajacej przeptyw. Stad
kazda krawedZ uv nalezaca do C ma przeptyw [f(uv) = c(uv) a kazda krawedZ
v'u' nalezaca do D ma przeptyw [(v'u') = 0. Warto$¢ rozpatrywanego przeptywu
(ktéra wynosi n oraz jest mniejsza od o) réwna si¢, oczywiscie, catkowitemu
przeptywowi z W do V \ W, kidry jest réwny catkowitej przepustowosci krawe-
dzi nalezacych do C. Wynika stad wigc, ze C jest przekrojem o przepustowosci
mniejszej niZ o, co przeczy minimalnosei o Ta sprzeczno$é pokazuje, ze y € W,
tak jak twierdzili$my.

W konsekwencji, na mocy definicji zbioru W, istnieje $ciezka powiekszajaca
przeptyw z x do y; (j. ciag wierzchotkéw

X = X0, X1, X2, oy K-y X =Y
majgcy wlasno$¢, ze dla kazdego i, gdzie 0 < i < m, albo f{xixiy1) < c(xixiy1)s
albo f(x;41%) > 0. Zmienmy teraz przeptyw wzdhuz krawedzi $ciezki powigksza-
jacej przeplyw w nastepujacy sposdb:

jezeli fluixipt) <c(xixipr): b jezeli f(xi1%) > 0:

-

T T
dia wszystkich krawedzi x;x;. dla wszystkich krawedzi x; . x;

tego typu zwigkszyc tego typu zmnigjszy¢

przeplyw o | przeptyw o 1

Eatwo mozna sprawdzié, ze 1o daje nowy przeptyw 7 z x do y 0 wartodci n - 1.
UdowodniliSmy wigc przez indukcje, Ze istniejg przeplywy o wszystkich warto-
$ciach od 0 do o. W szczegdlnosci, jak juz wspomnieliSmy wczesniej, istnienie
przeptywu majacego warto$é o pokazuje, ze B > o. Stad o = B i twierdzenie
~maksymalny przeptyw-minimainy przekrdj” jest udowodnione. 0

i
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Dow6d ten byt algorytmiczny w tym sensie, ze majac dane dwa wierzchotki
w sieci, mozemy zastosowaé t¢ metodg do znalezienia maksymalnego przeptywu
(i minimalinego przekroju). ‘

Przyklad: ZnaleZ¢ maksymalny przeptyw z x do y w przedstawionej sieci.

/ 11 J

x 4 Y2 2 3 Y
j
3 ] 6

Rozwiqzanie: Rozpoczynamy zerowym przeplywem i w kaic.iym przypa.dku‘(a'l
do korica) pokazujemy $ciezke powigkszajaca przeptyw, kidra jest nastepnie uzyta
przy przejsciu do kolejnego rysunku:

© | @

uzy¢ tej Sciezki

1 ) 2 powigkszajacej  / ] 2
przeplyw
] dwa razy ! Ji

! Z 2 1 1 2
I . 7 ‘272 3

7 Y2 D20 3 2 2
! i

@ uzyé tej $ciezki powigkszajacej @
preeplyw trzy razy

1 f 2
o ]
-— 7 12 , 4 3
3 L /74
wyrézniony @ = maksymalny przeplyw @

minimalny przekrdj

i ol

'
|




T
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Nie ma juz wigcej Sciezek powigkszajacych przeptyw 7 x do y: zbi6r W (okreslony
w dowodzie) jest zaznaczony na ostatnim rysunku kétkami. Tak wigc maksymalny
przeptyw wynosi 10, a minimalny przeke6j o wartodci 10 jest ulworzony przez
krawedzie z W do V \ W, tak jak w0 wyrézniono pismem pétgrubym, O

To koriczy nasze rozwazania o twicrdzeniach minimaksowych, jednak warto
zwrdci¢ uwage na (o, iz omawiane przez nas twierdzenia (i jeszcze inne, kid-
rych nie omawiali§my) sq pokrewne. Na przykiad zastosowaliSmy (wierdzenie

. Halla do udowodnienia twicrdzenia Koniga-Egervéry’ego, kidre bylo szczegdl-

nym przypadkiem twierdzenia Mengera, a twierdzenic »maksymalny przeptyw-
minimalny przekr6j” jest, w pewnym sensie, uogdlniong krawedziowa postacia
twierdzenia Mengera. We wstepnym kursie niewtadciwe bytoby przytaczanic zbyt
wielu skomplikowanych przyktadéw, natomiast w zadaniach zobaczymy jesz-
cze kilka innych, prostych zwiazkéw, dotyczacych omawianych twicrdzed. Po-
nadto obszerny zakres materiatu na ten temat zainteresowany czytelnik znajdzie
w ksiazce P.F. Reichmeidera The equivalence of some combinatorial matching
theorems.

ZADANIA

1. Niech G = (V;,E,V;) bedzic grafem dwudzielnym. Stosujac twierdzenic
Koniga-Egerviry’ego, pokazaé, ze
minimalna liczba wierzchotkéw, ak Inci liczbi
wsrdd ktérych jest co najmniej = krm siy r.na n‘cj 'IC?bIC. ' [W}]
jeden koniec kazdej krawedzi awedzi w skojarzeniu

2. Niech G = (V1,E,V;) bedzie gralem dwudzielnym i dla kazdego W C v
niech j(W) bedzic zbiorem wicrzchotkéw (w V1), ktére sq polaczone z co
najmnicj jednym clementem z W. Pokazaé, 7c maksymalna liczba krawedzi
w skojarzeniu w grafie G wynosi

‘&nél‘l/‘{lvl} =W+ i(w)|} (W]

3. Wyprowadzié z twierdzenia Koniga-Egervéry’ego twierdzenie Halla.  [W]

4. (Krawedziowa postaé twierdzenia Mengera). Niech G = (V,E) bedzie grat
fem i niech x i y beda wicrzchotkami w G. Zbiér sciezek z x do y jest
krawedziowo-roziqczny, gdy zadna z krawedzi nic zostata uzyta w wigcej niz
Jjednej z tych $ciezek, a zbi6r krawedzi rozdziela x od ¥, jezeli kazda $ciezka
z x do y przechodzi przez co najmnicj jedna z tych krawedzi. Zastosowaé
twierdzenie ,,maksymalny przeptyw-minimalny przekr6j”, aby pokazaé, ze
maksymalna liczba krawedziowo-roztacznych Scicizek z x do y réwna si¢ mi-
nimalnej liczbie krawedzi, kiére rozdziclajg x od y. W]

10

Rekurencja

W rozdziale tym powracamy do idei zliczania réZnychﬁ kombinacji i gvyébgéfnw
obiektéw, ale tym razem zamiast stosowaé bczpo$rednne afgumenty,h Sc tilac'iy
wyprowadzaé nasze wyniki stopniowo, rozpoczynajac od najprostszych sytuacjt.

i ibonacci 1,1,2,3.5,8,13,21, ..., w ktérym po za-
Przyklad: Stynny ciag Fibonacciego to 0,1,1,2,3,5, .
d;ufi{n pierwszych dwéch wyrazéw, dalsze sq otrzymywane przez dodanie dwéch
poprzedzajacych je wyrazow; tj.
Fo=0 F=1 1 F,=F_1+F-.2 (0> 1)
Zaleznodci te jednoznacznie definiuja ciag i umoiliwi.ajq wyzna‘czkf;l}ie dgrvv(())}l:rmxe(i
okreglonego wyrazu. Ponadto jezeli przypuszczamy, Ze mamy Jakis W2

i i 7sz¢ zale? i Zna
Slajacy Fy, o sprawdzajac jedynie, czy spetnia on powyil,szc Lal03/,n<.)é01.,clrixv()z7(s !
wnioskowaé o jego poprawnosci. Na przyktad zadqmcm jest pokazanie, Z

a5 ((55) - (59))

iec j aw em dla F,. Nie wiemy jednak
a wigc jest poprawnym wzorem dia f :
te moga nas doprowadzi¢ do takiego wzoru. O

speinia te zalezno$ci, :
jeszcze, w jaki spos6b zaleznosci

Przyklad: W rozdziale 1 poznali$my tr6jkat Pascala:

1 5 10 10 5 1
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Oznaczmy wyraz w pierwszym rzgdzie przez po, (e w nastepnym przez pio, poi,
w kolejnym przez pyg, p11, poz, i tak dalej, otrzymujac ogélny rzad w postaci

Pnoy P11 Pin-2)2y-+- 3 Pon

Stosujac notacje silni, oczywidcie, wicmy juz jak wyglada kazdy wyraz. Wy-
obrazmy sobie jednak, ze jest dana tylko tréjkatna tablica Pascala i nalezy znale#¢
wz6r na p . Nie jest to weale takie fatwe, ale co jest oczywiste, 1o sposéb, w jaki
zostal zdefiniowany ten model. Po wstawieniu w dwdch zewngtrznych liniach je-
dynek, dowolny wyraz jest otrzymany przez dodanie dwéch wyrazow stojacych
bezposrednio nad nim; (j.

po=1 pom=1 1 pi=piwtpjey (Uk>0)

Zaleznosci te wyznaczajg jednoznacznic kazdy element tréjkata i umozliwiaja
okreSlenie dowolnie zadanego wyrazu. Na przyklad

P22 = piz2-+ par = (po2 + pu1) -+ (P11 + pao) =2+ 2pn =2+ 2(por + pro) =6
1 H 1 I
1 1 { !
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, jezeli podejrzewamy, ze mamy wzor na
Pjk» to malezy po prostu sprawdzic, czy spelnia on powyzsze zaleznoci. Jednak
bez pewnych nowych technik, zaleznosci te nic nie wnosza przy faktycznym szu-
kaniu ogdlnego wzoru na pj. O

W obu tych przykladach rozwazane liczby sq definiowane przez zaleznosé re-
kurencyjna, gdzic po okresleniu poczatkowych wartodci, wz6r pokazuje, w jaki
sposéb sa generowane nastgpne wyrazy. W nieki6rych przypadkach jest moz-
liwe ,rozwiazanie” zaleznosci rekurencyjnej; j. zastosowanie jej, by otrzymaé
doktadny wzdér dla ogdinego wyrazu. Rozdziat (en skiada si¢ z pewnych przykta-
déw zaleznoSci rekurencyjnych, ilustrujacych rézne techniki ich rozwigzywania,
Nastepne dwa przyktady sa umiarkowanic proste, gdyz w kazdym przypadku za-

leznos¢ rekurencyjna uzywa tylko poprzedniego wyrazu (1. wyraza m,,, stosujac

tylko m,,_.1). :

\

Przyklad: (Wieza Hanoi) W tej stynnej famigiéwce (znanej czasami jako Wieza
Brahmy) jest dana podstawka z trzema pionowymi palikami. Na pierwszy z nich
nanizano n krazkéw wedlug malejacych promieni, tak jak pokazano na rysunku.
Zadanie polega na przeniesieniu tego stosu krazk6éw na trzeci palik: wolno prze-
nies¢ za kazdym razem tylko jeden krazek, z jednego palika na inny, a na zadnym
paliku nigdy nie moze leze¢ wickszy krazek na mniejszym. Jaka jest potrzebna
minimalna liczba ruchéw?
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€

Rozwiqzanie: Niech my, bgdzie minimalng liczba ruchéw, pot.rzebn.q a]\iv ;:.123;?;\31‘(21
isci = 2 bie teraz, ze wiemy jak prz ,
 krazkow. Oczywiscie m = 1. Wyobrazmy s0 ' r )
;'xa pizyklad cztery krazki w najbardziej ekonomiczny gpo.séb, wyk.onu)arc 13[14 ;r:a
chy. Wéwczas prébujemy wykona¢ to samo zadanie z pigcioma kra‘zkz:)r,\)n. na;)é °
) ' . - . . \ C < .
zestawic y6rne krazki na rodkowy palik (WYKOHU_]Q(,'”M ru .
D i Y oy 7 . valik (ieden ruch wigcej), by w koficu
je naniza¢ najwigkszy krazek na trzect pat (je ' . » by .
;if/e:tawié cztéry krazki ze §rodkowego palika na palik trzeci (wykonujac dalsze

mq ruchy).

allaslal

—

1lmch

1A s 1AL

Z drugiej strony, aby przenie$¢ pigc krazkow naleZy przzckoiiélcrz:z% “%();:get
i i i s5za metoda, wykonujaca “2rig , jes
z pierwszego palika, czyli powyzsza meto kon : .
na{j)bardziej efektywna. Stad ms = 2mq -+ 1. Oczywifcie, .to rozumowanie mozemy
uogdlnié na n krazkéw otrzymujac zalezno$¢ rekurencyjng

m=1 i My = 21+ 1 (n>1)

W ten spos6b, mp = 2my + 1=23,m3 =2 —f-' =7,... ireguiata ge;zmg:\:isrx‘ag%

1,3,7, 15,31, 63,.... Prawdopodobnie czytelpxk rozpoznz}l ogblny wy , o

V\;icic m, = 2" — 1. Zaleznos¢ rekurencyjna jednoznaczmic \.Ny,‘zn.?cza (f:rl\?f O,n oy

potwierdzié, ze wzor ten jest poprawny, nalezy tylko zauwazy¢, iz spe

lezno$é: 1

m=2—1=1 i my=2"-1= 22" = 1)+ 1 =2mp +

w przypadku

]

Stad liczba ruchéw potrzebnych w lamigéwce Wieza w Hanoi,
n krazkéw, jest réwna rzeczywiscie 2" — 1.
' y wspGtczynniki wiclomianowe do do-

: zdziale 2 zastosowaliSm
R e Cayle iorze wierzchotkéw {1,2,... N

wodu twierdzenia Cayleya, ze liczba drzew na zb
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-2 se
g)}m@'-{f' . Altcmat)fwnc podejscic (wersja, kiéra mozna znalezé w ksiazce
“éz.by :1:,(2:: I‘zt;\ot;lucnlon to graph theory), prowadzi do zaleznosci dotycza;:cj
) zew, w Kiorych stopien pierwszego wicrzchotka jest z

drzew, v : ‘ / Jjest zadany. W szcze-
gé;(ngéu,l chlch i 0znacza liczbe drzew na zbiorze wicrzchotkéw {yl 2 ;ch}:
w L r).rmr w:crzch(_)lclf 1 jest polaczony ze wszystkimi, z wyjatkiem k’ [))0.7;0,313-’
tym‘l wicrzchotkami (ij. w ktdrych stopier wierzchotka 1 jest réwn —’k ‘1
mozna pokazaé, ze ‘ ynok=be
' (n—k=1)(n—-1)
fy == % th1 (0<k<ll——1)

ZnaleZ¢ dokladny wzér na £ i udowodnié, ze

fott Fly bty g =2
Rozwiqzanie: Zauwazmy najpicrw, e 1y jest liczbg
‘dr.zcw na zbiorze wierzchotkéw {1,2,... ,n}, w ktér);ch
wner'zcl?olek 1 jest potaczony zc wszystkixr;i pozosta-
tymi wierzchotkami. Oczywiscie jest tylko jedno takic
drzewo, tak jak pokazano, i stad t == 1. Ten wyjéciowy
punlft, Wraz Z¢ WZOrem na f wyrazonym przez t,; 1, daje
zalczn,o.?é rekurencyjna, kiéra jednoznacznic wyzr'lacza
warlosci 1o, 11,8z, . ... i 4,—3. Stosujac t¢ zaleznosé w przy-
padku k, polem w przypadku k — 1 itd., mozemy w -
wnioskowaé, zc S ’

ty = (h—k—1)(n—-1)

le-1 = (n—k=Dn=1) (k=) —1)(n— l)tk

k k k—1 -2
_ (n=k—=1)(n—k)(n— 1)
k(k—1) b2
_ (k= 1)(n=k)(n—k-+1)(n—1)>
k(k=T1)(k~2) -3
- (n—k— Nn—k) - (n—2)(n—- 1)"
k(k—1)---1 fo
n—2
= ~ 1\
( B )(n 1)
Stad
o+t +tg4-- 4 [
(2 n—2 n—12
K 0 ) - ( 1 )(n— 1} ( , )(n~— 1)2 e <Z:§> (n— 1)::—42
rozwinigcie dwuminnow;:vyraieuia (14 (n- 1)) ’
== "1"*2
]
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W obu tych przyktadach zalezno$¢ rekurencyjna jest zwiazana jedynie z jed-
nym poprzedzajacym wyrazem. Przejdziemy teraz do przyktadéw, w ktérych,
tak jak w przypadku liczb Fibonacciego, zalezno§é rekurencyjna jest zwigzana
z dwoma poprzedzajacymi wyrazami.
Twierdzenie: Niech beda zadane ao i a; oraz niech a,as,..
zaleznodcia rekurencyjna

ap = A ay_1+Bay—2 (0> 1)

gdzie A i B sa statymi. Dalej, niech o, beda pierwiastkami réwnania kwadrato-
wego x* = Ax -+ B (zwanego réwnaniem charakterystyczrynt).

Wowcezas:

(i) jezeli o # B, to istnieja state c,d takie, Ze

a, = co+-dp"  dla kazdego n > 0

. beda okre§lone

(i) jezeli o = B, to istnicja state ¢,d 1akie, 7e
an = (c+dn)o  dla kazdego n > 0
Dowdd: Pokazemy przypadek (i) (dowéd przypadku (i) przebicga bardzo po-
dobnie i jest pozostawiony jako zadanie dla czytelnika). Latwo mozna spraw-
dzi¢, ze dla jakichkolwick wartosci statych ¢ i d, zadany wz0r speinia zaleznos¢
ay = A1+ Bay-2. Rzeczywiscie
Aa-n——l +Bayp = A(C(X"—‘l + dBn~1) + B(C(X"Mz + dﬁn—2)
= ca"2 (Ao+ B) +dB"* (AB+B)
(S [\
=02 ={?
= ca" + dB"
= Qn

Ten ogbiny krok zalezy od faktu, ze oi B sa pierwiastkami r6wnania x> = Ax+ B,
a nie zalezy od wartosci statych ¢ i d: musza one by¢ wybrane teraz tak, by ten
wzér zachodzit w przypadkach n =0 oraz n = 1; ij. by spefnialy

c+d(=co’ + dp’)y =ao i cotdp=a
Poniewaz o, # B, rownania te wyznaczaja jcdnoznﬁcznie wartosci ¢ oraz d i dla
tych konkretnych wartodci zadany wz6r zachodzi dla kazdego n =2 0. o

Przyklad: ZnalcZé wz6r na liczbe Fibonacciego Fy.
Rozwiazanie: Wiemy, 2¢ Fo = 0,F1 = 1oraz F, = F, 1+ F,—2,dlan> 1. W ten
sposéb ta zaleznosé rekurencyjna ma réwnanie charakterystyczne 2 =x-+1, kié-
rego pierwiastkami sq 1+ V5)id(l— V/5). Stad, na mocy twierdzenia,

Fo=c (.1 +2\/§> +d <l:i\_/_§)

9 — Aspekty kombinatoryki
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dla pewnych statych ¢ i d. Aby znaleZ¢ warlodci dla tych statych, wykorzystajmy
fakt, ze wzor ten zachodzi dla n = 0 i n = 1, otrzymamy witedy

145 1-V5
ctd=F=0 1 ¢ {2\/‘1-([ 2\/—::1"; =]

réwnania te maja rozwigzanie ¢ = 1/+/5 i d = —1/+/5. Tak wige

p 1 <<l—l~\ﬁ)"_ (ufs)")
n ‘\/5— 2 2

(jest to wzér, ktéry mieli§my poprzednio). 0

Twierdzenie 0 (i jego proste uogélnienia) umozliwiaja rozwiazywanie zalez-
nosci rekurencyjnych, w kiérych kazdy wyraz jest wyrazony przez sume statych
wielokrotnodci ustalonej liczby poprzednich wyrazéw. Jednak wickszo$é intere-
sujgcych zaleznosci, spotykanych w kombinatoryce, jest o wiele bardziej skom-
plikowana. W nasigpnym przyktadzie wprowadzimy inng metode rozwiazywa-
nia prostej zaleznodci rekurencyjnej, ktéra w rzeczywisto§ci mozna stosowaé do
wielu problemdéw: kolejny przyklad podaje inne sformulowanie liczb Fibonac-
ciego.

Przyklad: Niech Fg, Iy, F3, ... beda liczbami Fibonacciego i nicch f bedzie funk-
¢ja zdefiniowang w nastepujacy sposéb:

f(x) = Fo+ Fix | Fox® |-

Pokazaé, ze
. X
J(x) = 307D

a nastepnie wyrazi¢ F, jako sum¢ wspétczynnik6w dwumianowych.
Rozwiqzanie: Jako matematycy, czytelnicy, by¢ moze, pomysla o zbieznodci i ze-
chca dowiedzieé sig, dla jakich x wyrazenie f (x) jest poprawnie zdefiniowane,
ale tak naprawde, nie ma to wigkszego znaczenia. Funkcja [ nazywa si¢ ,,funk-
cja tworzacy” (zwykla funkcja tworzaca) ciagu Fo, Fy, Fy,...: jest to ,formalne”
algebraiczne wyrazenic w tym sensie, Ze zachowuje si¢ w naturalny al gebraiczny
sposob, lecz x nigdy nic przyjmuje wartosci liczbowej, a jego wyktadnik spetnia
jedynie rolg ,,wskaZnika miejsca” w szeregu polggowym. Majac o na uwadze,
widzimy, Ze

() =Fy + Fx+ Bx® - Fax® 4 - -
xf(x) = Fox+ R+ Fx* -
2 f(x) = Fox® 4 Fix* +---

Wiemy jednak, ze F = F| -+ Fy, Fy == Fy -+ Fy itd., a wigc odejmujac od pierwszego
wyrazenia drugie i trzecie, otrzymujemy
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(1 —x(1-4x)) = f(x) —£f(x) = 2 flx) = IHO + (1:1 - f?)x =X

0 10
a stad . .
S = 1—x(1+4x)

- . me-
jak zadalismy. Rozwinigciem w szereg wyrazenia 1/(1 —y) jest szereg ge0

fryczny
' 1by+y 4y e
podstawiajac zatem y = x(1 -+ x) otrzymujemy 3
3 3 AR
Fx) = {14 x(14x) + 21 a1 x) ]
i X" i zyskaé Fy
F, jest teraz, po prosiu, wspdtczynnikiem przy x w f(x), by wige iogizgsfuzk cj'i
rr';usimy wyznaczyé liczbe wyrazefn X" w nasz.yrrf noy\_/){m rozr‘v(vilnn?)/((l " x)";
f (x‘) W takim razie powinni§my Zliczyé wyrazenia x" . w }(ﬁL )1' oo
jest i‘ch tyle, ile wyrazen w1=k=1 w (1-+x)¥, a tych z kolei jest tyle, ile wy e
' ’ ; e P raz
Jtoﬁ(’: wspélczynnika dwumianowego ”_,'i_]). W konsekwencji liczba wy
W rozZwazanym rozwinigciu jest réwna:

flx) =

n- 1—-1 ST, S ST
x{l—s—--~~i—f"3(1-1—x)""3-t—)d"2(1-|—x) 2 (4 ]

- -1 zero od
(n— 3> <n 1 2> (n 0 ) (egcf‘;:l(:)mcmu
2
n 1) () (P
- o n )

a wszystkie te wsp6tczynniki dwumianowe $q 7

Wynika stad, Ze

e_
(gdzie od pewnego miejsc D
rami).
j jest 2 i Zorem
Dla danego ciagu ao, 31,42 - - jego funkcja tworzqca jest zdefiniowana wzo
alx) = ap+a1x+ axt+ o )
$my czysto algebraiczna nature funkcjt

H r' 3 i ah '
W poprzednim przyktadzie skomentow e vastapnych e Dy

tworzacej. Teraz zobaczymy pewne’t/ego
Klad6éw wykazuje jej wszechstronnosc.

Przyklad: Niech N bedzie ustalona,

<
Osns<h n n+1 n+2 o N
"7 \n n n

i¢ ay j i fczynnik
Stosujac metodg funkcji tworzacych, wyrazi¢ a, jako pojedynczy wspéiczy
dwumianowy.

dodatnia liczba catkowita i niech dla



132 Rozdziat 10

Rozwiqzanie: W przyktadzie rozpatrywanym na stronie 12 dowicdli$my iden-
tycznodci dwumianowej, ktora bedzie réwnowazna z aktualnic rozwazang, W tym
miejscu, na jej przyktadzie pokazemy zastosowanie funkcji tworzacych. Chcemy
znaleZé ag,ay,... i an, a wige definiujemy funkcjg tworzaca tego ciagu i zoba-
czymy, jak wyglada po catkowitym rozpisaniu:

a(x) = ag 1 arx-- azx+ - - + ayx”

Q06 Q) ) )

GG
B QB (1
n G)ﬁ; (‘:)xa, - (’;’)x"

&

Wéweczas kazda kolumna jest, po prostu, rozwinigciem dwumianowym, a wiec
mozemy doda¢, kolumn¢ po kolumnie, otrzymujac

a(e) = 14 (T4x) -+ (1402 4 (112 b4 (L )Y

Jest o ciag gcomelryczny, majacy sumg

Teraz ay, jest wspéiczynnikiem przy x” w lym wyrazeniu, réwnym wspétczynni-

kowi przy 2"+ w (14-x)"*1, mianowicie (/). o

Przykiad: (i) Pokazac, ze zbiér {1,2,...,n} moze byé podziclony na dwa nicpu-
ste zbiory na 2! — I sposoby.

(it) Niech s, oznacza liczbe sposobéw podziatu zbioru {1,2,...,n} na trzy
niepuste zbiory. Na przyktad s4 = 6; tych sze$¢ podzialéw to

{12} (3,4}, {1} {3} {24}, {1} {4} {2,3},
(2} (34 {4}, {2} {4} (1,3}, {3} {4} {1,2}
Pokazad, Z¢ s, jest wyznaczony zaleznoscia rekurencyjng
0=0 $1=0 i $=35142"%-1 (n>1)

Stosujac funkcje tworzacy, znaleZé doktadny wzor na s,
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Rozwigzanie: (i) Uporzadkowanie dwdch zbioréw nic.ma 7,.naczema, niech ngfv z
nalezy do pierwszego z tych zbioréw. Wévyczas podzncl‘eme {1, 2., .. ,fgi}or;s dwa
niepuste zbiory jest, oczywiécie, réwnowazne 7 wybr-amer'rll_(}ruglleil(z_ zh zb'lojr(,w
dowolnego, nicpustego podzbioru z {1,2, ...,n—1}jest 2 ' - b@ Kf o me;

(ii) Rozwazmy teraz s, podziatéw zbioru {1,2, e nt na srz,y Z ‘mry.z bo Zbi6r
{n} bedzie jednym z tych trzech zbioréw, alt?o nie bedzie! W pncm{rs gbiop r):a
padku zbiér {1,2,...,n~— 1} moze by¢ podzielony na dwa pozostazc A ri i
2"~2 _ 1 sposoby (na podstawie (i)): w dmg’im przypf\dku Zbibr {},d, . m , ;niCh
musi byé podzielony na trzy zbiory i n musi byfi umieszczone w jedny \
dajac 3s,—1 podzialéw tego Lypu. Stad wynika, ze

S0=0 $1=0 i $=31+2"72-1 (n>1)
Niech s bedzie funkcja tworzaca ciagu $0,81,92,-- - -
A
$(x) =so+ $10- P+ 30+ $ax'
Wéwcezas
Axs(x) = 3sox-+3s) 350 4 Bsax o

. N — 0__ ,
Ale, na mocy powyzszej zaleznosci rekurencyjnej, so = 51 = 0, 52 — 351 2°—1
53 — 35, =21 — 1 itd. Stad, odejmujac 3xs(x) od s(x), mamy
4
(1= 3x)s(x) = (2° = )2+ (2! ~ D+ (22 =1+
— 2[(1+ (20) -+ (202 + (2> 4+ ) = (1 x4

()

W ten sposéb, po rozkladzie na utamki proste, widzimy, ze

1 1
s(x) =2 <(1 Z2x)(1 - 3x) T (-x(1 -3x)>
3 12 )
:xz(z(l—3x)+2(1*x) 1-2x

b P W \
Mozemy teraz wywnioskowaé, ze s,, bedace wsp6lczynnikiem przy x" W s{x),

dane jCSt WZOrem
— - n—1 n
Sp = %3,IMZ“}‘% 2.2" 2= %(3 412 )

. . ot
(Liczba réznych sposobow podziatu {1,2,... ,r':.} na k n}cpusty;h ?.bl(())(rlér:z i‘v?/?
oznaczana przez S(n, k) i nazywa si¢ liczbq Stirlzr‘zga drugiego ro za]vuv, P
ska Jamesa Stirlinga, matematyka Zyjacego w ogxemnasgym wxek.u.; ( Czr::\ pac
wyprowadzimy zalezno$¢ rekurencyjna dla tych liczb — jak réwniez tych ,.p "
szego rodzaju”),
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Przyklad: Wiedzac, ze liczb jkaci
: , Z y pjk W tr@jkacie Pascala (tak j: zesnicjsz
przyktadzie) spetniajg zaleZnoééjrekurencyinq # (ke Jak e wozetniciseym
I 1 fesiodg i i basiel 1
‘ Pno pon =1 1 pjx=piowtpig-1y (G, k>0)
znalez¢ doktadny wz6r na p j.
ﬁ)o:/ytgz((ufi{e:kl)"r'/l_ykza(i ten jest dos¢ sztuczny, gdyz znamy juz wz6r na p i (mia
icie (j-+ &)/ jtk!y i mogliby$my tylko sprawdzi e iscic s )
cie (-t { sprawdzié, czy rzeczywiscie spelnia
on przedstawiong zalezno$é rekurencyj j 37 sobie, 26 nie
. zaleznos yjna, My jednak wyobrazimy sobie, ze ni
Znamy jeszcze wzOru na p y i zastosuje e funkcji t acoch w colu fog
Znamy josu Pjk 1 zastosujemy metode funkceji tworzacych w celu jego
" l;!z:g; k!ll‘cadsposobéw po_s(@powania z ,podwdjnym ciggiem”, takim jak p;
) tmﬁr; t.saapwa v;/sk;izlkl: my zdefiniujemy funkcje tworzacy dla kazdego wie]:’
sz < ascala. Tak wigc, niech dl ( i § -
i wigc, niech dla n 2 0, f,(x) bedzie okreglone nastgpu-
Su(X) = Puo F Plu )1 XA Plaaypd® 4 Pin- 18" pont”
Wéwczas
o Si(x) = pro-+porx==1-4x
1 mozemy zastosowac zadang zaleznos$¢ rekurencyjna, by zobaczyé, ze dlan > 1

Jn (x) _“:: Pfo :‘( Pn-niX + P(...-z)zxz Pt pon®
Y Plu-2)1 F P 1)0X b (Plu—3y2 -+ Pl )42 4 -+-b 1"
Plu-1)10 I
_~ Pou--1)
= (14 x.)(p(n—l)() + Plu--2)1% -k P ~~3)'2x2 ek Poga-- l)xn" !)

= (1 —i—x)ﬁ,-;(x)
Stad funkcje tworz speiniaj ,
o J¢ tworzace f, same spetniaja prosta zaleznosé rekurencyjna, mianowi-
fib) =1+x i fulx) = (L4 fur(x) (n>1)

Tak wigc
/”(x) = (1 + )C)f;,_,l()() == (1 "!'x)24/;1—~2(x) [T (1 + x)""'fl (X) == (l ”f’X)"

;)q::i(f) févf’n(;si@ (1 '—i-lx)". Stad, jezeli j-+k = n, to w tr6jkacie Pascala wyraz pi

y: \;;(3; j/spmcz:,yrl'fllknern przy & w Ju(x), jest po prostu wspétezynnikiem pr;y'
-x)" . (%)- To, mimo ze nie jest dla nas zaskoczeniem, w bardzo traf

Spos6b pokazuje zastosowanie funkcji tworzacych. , o nE)!I

! ;za)l'rl;hti)(:ﬂy\)\; ;z;[s)lespls?gla tzq ksiazki, z taiwoscia osiagalnymi brytyjskimi mo-
» 2P, 5p, 10p, 20p, 50p i £1. Pokazaé, ze liczba réz ‘

utworzenia n penséw, przy posiadaniu ni aniczo s o ey o

Swnas wSptemymmikont o o leograniczonego zapasu tych monet, jest

(L= (1 =2) (1 —)(1 = %) (1 = £2) (1 = x%0) (1 — x100))~1
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Rozwiqzanie: Podana funkcja moze by¢ zapisana jako

(1 FxF 240+ ) (422 4t ) (1 0 x50 )
x (1 _‘_xm "‘")CZO + )(1 _{_x20 +X4O "i‘)(l »l_xSO + )(] _‘_XIOO -‘-...)

Kiedy, na przyklad x2! moze pojawi€ sig w tym rozwinigciu? Oto kilka mozliwo-
§ci
21.1-1-1-1-1 b x?e2-1-1-1-1-1 lub A1 11101
b« 1-x% 111 lub
Kazdy iloczyn sktada si¢ z siedmiu czynnikéw. Jezeli pierwszym czynnikiem jest
¥4, to mozna zinterpretowac o jako a penséw w jednopensowowych monetach: je-
zeli drugim czynnikiem jest x”, to mozna zinterpretowaé to jako b penséw w dwu-
pensowowych monetach itd, W ten spos6b powyzsze iloczyny odpowiadaja naste-
pujacym ukiadom
21@1p lub 19@1p,1@2p lub 11@1p,2@5p

lub 11@1p,1@10p lub

Po chwili zastanowienia dojdziemy do wniosku, Z¢ istnicje wzajemnie jedno-’
snaczna zalezno$é, migdzy sposobami otrzymania x*! w rozwazanym rozwinigciu
a sposobami utworzenia z monet 21 penséw; {j. wspGiczynnik przy x*! jest réwny
liczbie sposobéw ulworzenia z monet 21 penséw: oczywiscie, podobny argument
jest poprawny réwniez w przypadku n penséw. [

Przyklad: Niech d,, oznacza liczbe sposobdw otrzymania w sumie n oczek, przy
sukcesywnym rzucie kostka. Na przyktad dy = 8; mozliwymi wynikami sa

1'{"1""1'*“1» 1"'1'{"2) 1-"2'{_]) 2+1'}_])
143, 2+2, 3+1, 4

Pokazaé, e d,, jest wsp6lczynnikiem przy X" w wyrazeniu

(1—x—2 =2 —x' = —2)7!

Rozwiqzanie: Warto zwrdci¢ uwage na istotna réznicg migdzy tym przykla
a poprzednim, mianowicie tym razem jest wazne uporzadkowanie. Teraz suma
4, otrzymana ze sktadnikéw 142 1, jest traktowana jako r6zna od1-+1+2,
podczas gdy tworzac sume 4 penséw z dwdch monet jednopensowych i jednej
dwupensowej, uporzadkowanie ich nie mialo znaczenia. '
Jednym ze sposob6w rozwiazania tego zadania jest znalezienie zalezno$ci re-
kurencyjnej dla ciagu do,d1,d>,.... a nastepnie zastosowanie naszej tradycyjnej
metody wyznaczajacej funkcje tworzaca d(x). Na przyktad nie trudno zauwazy¢
* (biorac pod uwagg ostatni rzut), ze
d, = dyy dy2+ dy-3 -+ s+ dy5 -t du—6 (n > 6)

dem
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i mozna wykorzystaé to, wraz z pewnymi poczatkowymi wartosciami, do wyzra-
czenia zadanej postaci dla d(x).

Jasne jest, ze liczba sposob6éw wyrzucenia tacznic n oczek w Jednym rzucie
kostka réwna si¢ wspétczynnikowi przy x" w wyrazeniu

Koo e g xS g

(poniewaz mozna otrzymaé 1-6 na doktadnic jeden sposdb, a wszystkice pozostate
na zero sposobow). Po krétkim zastanowieniu uswiadomimy sobie, Ze liczba spo-
sobéw wyrzucenia tacznic n oczek w dwdch rzutach kostka, jest réwna wspét-
czynnikowi przy x” w wyraZeniu

(et x> x5 S+ 2+ ot S x5)

(na przykiad, mozemy otrzymaé § oczek jako 144 lub 2 3, lub34-2,lub4-+1,
i mozemy otrzymaé x> jako x-x* lub x? - X3, lub 43 - x2, lub * - x). Nic jest trudno
to uog6lni¢: liczba sposobéw wyrzucenia n oczek w k rzutach kostka r6wna si¢
wspélezynnikowi przy x* w wyrazeniu

(et a0 1Y% (dowolne k > 0)

Tak wigc liczba sposobéw wyrzucenia tacznie n oczek, kiedy jest dozwolona do-
wolna liczba rzutéw wynosi

) wspétczynnik przy x" w (-1 22 4.3 - x* 4 x° 1 45)k

k=0

= wspétezynnik przy X' w Y (x5 40 4 1 b x5 4 a6)
k=0

= wspdtezynnik przy X' w (1 — (x-+ 52 + x° - x* - & -1 x6)) !
co chcieliSmy pokazad. O

WidzieliSmy juz dwa przyktady ,podziatu™: podzial zbioru na trzy podzbiory
i podziat n penséw na podgrupy ztozone z monet réznych wartosci. W teorii liczb
podziat dodatniej liczby catkowilej n jest to $poséb przedstawienia n jako sumy
dodatnich liczb catkowitych. Dla przykladu Jest siedem r6znych podziat6éw liczby
5, mianowicic, 5, 4+1, 342, 3+141, 24241, 241+141 i 1+1+1+1+1, Zauwazmy,
z¢ uporzadkowanic sktadnikéw w sumie nie ma znaczenia, a wiece 3 - 2 jest trak-
towane jako ten sam podziat liczby 5, co 2+3. Znalezienie wzoru na liczbe po-
dziatéw liczby n jest trudnym problemem. Funkcje tworzace pozwalaja wyrazié
odpowiedz jako wspétczynnik w pewnym rozwinigciu. Chociaz nie daje to kon-
kretnej odpowiedzi, to jednak umozliwia poznanie pewnych zdumiewajacych fak-
16w dotyczacych podziatéw.

Przyklad: Nicch p, oznacza liczbe wszystkich podziatéw liczby n, niech d, be-
dzic liczba tych podzialéw, w kidrych rozbicie skiada si¢ tylko z r6znych liczb,
i niech o, bedzie liczba podziatéw liczby n, w ktérych wystepuja tylko catkowite
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ic icparzyste. Tak wiec, na przyklad, ps = 7 (jak powyzej), ds =3 (Qozwo-
:locrxl:}.;amt;[l)igil)ztgziaty 5, i+l i g+2y) ios =3 (QOZwol()nc sa.tylko ;{odzmty.s,
341411 1+1+1+1+1). Znalezé funkcje tworzace ciagow py. dy i 0,, oraz wywnio-
skowaé, ze dla kazdego n, d, = oy. o o aliczania podzialw: v pzy-
j je: Jeste$my juz zaznajomieni z pojeciem zlCZ Z :
fl(;il‘z:ngtrzgnif:xtﬁflgzcjba byto énalcié podziaty liczby n, w ktérych mogt(}i' b):é
uzyte tylko liczby 1, 2, 5, 10, 20, 50 i 100. ’Fa sam_a.zasada wskazuje prosta droge
wyznaczenia funkcji tworzacej ciagu p,, mianowicie

5 3.6 .9 .Y,
p() = (kx4 4 ) (L2 x b x0 ) (L 0 )

w e’ "

(zliczajz\c‘yrjedynki) (zlicij:\;;dwéjki) (zliczajacy wéjki) .
Jezeli nie wolno uzyé zadnej liczby wigcej niz raz, 1o powyzsze wyrazenie redu-
kuje si¢ do funkcji tworzacej ciagu dn, W nastepujacy sposéb:
d(x) = (14+x)(1+2) (1 +2) -
a jezeli wolno uzyé tylko liczb .ca}.kowitych nieparzystych, to otrzymujemy funk-
cje tworzaca ciagu o, W postaci
0(x) = (1t x+2 420+ )2+ 202 o)
W takim razie, zadane trzy funkcje tworzace maja postac
px) = (1= x)(1 =) (1 =2)(1 =) (1 =) )
d(x) = (1421 +2)(1+ )1+ (1457 -
o(x) = (1 =x)(1 =) (1 —x")(1=x)(1=¥)- )

-1

Teraz, aby pokazaé, Zze dla kazdego n, dn = 0n, \.)vylfa:i‘erpy po prostu, ze da\;/\:z
odpowiadajace im funkcje tworzace (chociaz wydaja si¢ rézne) sa faktycznic ¢
same: )
d(x) =1 +2)(1+2)(1+2) 1+ (1420 -
Fma® 1 1 a8 LB 3= !0
TT A2 T 1w 105 -
1 1 1 T
TTx 18155
=0(x)
W konsekwenciji, liczba podziatéw dowolnej liczby catk(?witej nna ré'.me hczby
catkowite jest rzeczywifcie réwna liczbie podzialéw liczby n na meparzysg
liczby catkowite. b
323 Pierws: Z Swi kurencji”, zagadnienia te DE-
Koficzy to nasza pierwsza podréz w ,.$wiat re . (
dziemy b};daé'dalej w zadaniach. Wiele innych interesujacych rekurencyjnych
zaleznosci napotkamy réwniez w nastgpnych rozdziatach.
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ZADANIA

1. (i) Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n niech g, bedzic liczba podzbio-
réw zbioru {1,2,...,n}, w kiérych zadne dwa clementy nic réznig si¢ o 1.
Tak wigc, na przyklad, g3 == 5; pigé podzbioréw 0 0, {1}, {2}, {3} i {1,3}.
Znalez¢ zaleznoS¢ rekurencyjng dla gy, 2,83, .. ., a nastepnic pokazad, e g,
Jjest pewng liczba Fibonacciego. [0}

(ii) Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n niech j, oznacza liczbe spo-
sobGw utozenia n identycznych kostek domina, kazde o wymiarach 2cm x
x 1cm, w szufladece o podstawie 2 cm x n cm, bez naktadania si¢ kostki na
kostke. Na przyktad j3 = 3; wrzy utozenia sq takie, jak pokazano:

Znalei€ zalezno$¢ rekurencyjng dla j|, jo, j3,..., a nastgpnic pokazaé, ze j,
jest pewng liczba Fibonacciego. ’ [O]

2. Dla kazdej nicujemnej liczby catkowitej n niech ¢, oznacza ilo$é ciagéw
ztozonych z n liczb wybranych ze zbioru {0,1,2}, nie zawierajacych dwéch

nastgpujacych po sobie jedynek i dwéch nastgpujacych po sobie dwéjek. Tak

wiec na przykiad ¢4 = 17, a siedemnagcie ciagéw, (0
000, 001, 002, 010, 012, 020, 021, 100,
101, 102, 120, 121, 200, 201, 202, 210, 212

(i) Pokaza¢, ze ¢, spetnia zalezno$¢ rekurencyjna

co=1, ¢1=3 i cy=2p1+C-2 (n>1) W]

(ii) Rozwiazac (¢ zalezno$¢ rekurencyjna, stosujac przedstawione w tym roz-
dziale twierdzenie. Nastgpnie wyrazi¢ ¢, poprzez wspéiczynniki dwumia-
nowe i catkowite potegi liczby 2. , [O]

(ili) Stosujgc metod¢ funkcji tworzacych, wyznaczyé alternatywny wzoér
na c,, wyrazony przez wspétczynniki dwumianowe i catkowite potegi
liczby 2. (O]

3. W stynnej lamigléwcee chiriskich pierscieni, pierScienie wraz ze sznurecz-
kami s3 nanizane na laske w taki sposéb, ze o ile pierwszy pierscien (4. ten
po prawej stronie na rysunku) mozna zdja¢ bez zadnych przeszkod, o tyle
kazdy nastgpny mozna usunaé tylko wtedy, kiedy poprzedzajacy go pier-
$cient (4. znajdujacy si¢ po jego prawej stronie) jest na lasce, a wszystkie
przed nim sg z niej zdjete. Tak wigc, na przyklad, piaty pierdcien od prawej
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strony moze by¢ usunigty tylko wiedy, kiedy pierwszy, drugi i trzeci sa zdjete
7 laski, a czwarty jest na niej.

Niech r,, bedzie minimalng liczba ruchow (. przcn.iesie'ﬁ je(‘inego pierfcien;ia
na laskq:' lub z laski) potrzebna do usuniecia z laski n pierécieni. Pokazac, ze
ry, Spetnia zalezno§é rekurencyjng
ro=0, =11 r=rm— 4+ 2na+1 (n>1)
Nastepnie, Stosujac funkcje tworzaca, znaleZ¢ dokladny wzér na r,. [0]
4. Dla kazdej dodatniej liczby calkowitej k oraz nieujemn.cj liczby calkgwi-
tej n niech by = (""‘f'l) i niech b(x) bedzie funkcja tworzaca clagu
bor, bk, b2k - -+ Pokazaé, ze ,
bix)=(1-x)"" i blx)= Q‘fi—% (k>1)
i wywnioskowac, ze b jest wspétczynnikiem przy *w(l ——x)"‘.'
5. Niech k oraz n beda nicujemnymi liczbami catkowitymi. Pokazaé, ze liczba
r6znych rozwigzar réwnania
yirAyrteee- -y =n .
gdzie kazde y; jest nieujemna liczbg catkowita, réwna. si¢ vysprélrczynnikowi
przy x" w (1—x) —k ¢co potwierdza tym samym rezultat zamieszczony w ;(\)73]
dziale 1.

6. (i) Niech k oraz n beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Pokazaé, 2e

Y iy

Yireoo Ve S4
dodatnimi liczbami catkowitymi
surnujacyni si¢ don

ikowi senin (x-+ 222 + 352 4-...)*. Po-

réwna si¢ wspotczynnikowi przy x" w wyraiemu (x }Zx } 3x3_ é cn) roon
kazaé, ze wyrazenic to réwna si¢ x¥(1 —x)~2%, anastgpnie wyrazi€ powy iO]
sumg przez wspétczynnik dwuniianowy. v
nym porzadku). Nauczyciel dzieli ich

it oleice stoi n uczniéw (w ustalo ; .
O orop: o kilku pierwszych uczniéw w kolejce,

na k grup; pierwsza grupa sktada sig Z

SPEPRENISUSS—
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drgga grupa z nastepnych kilku itd., przy czym kazda grupa sktada si¢ z co
na?mmq Jednego ucznia. Nastepnie wyznacza on w kazdej grupic lidera éto-
sujac (i), pokazac, ze grupy te oraz lideréw mozna wybraé na ("% ! sboso-
béw. Nastepnic przedstawié bezpodredni argument wyboru, poztgilerdzajqcy

t¢ odpowiedz. (W]

. (Inwersja — zilustrowana dla parzys i :
) Tz a zystego m.) Niech M i N beda nas ia-
cymi macierzami: beda nastepuja

M G
(:) 0 0 e 0
-0 @ o 0
N=t () -G G - o
- @ =6 ()

Pokaza¢, ze dla i > j (i, j)-ty wyraz w iloczynie MN jest réwny wspot-

czynnikowi przy '/ reni ey i .
so g~ :N'P y w wyrazeniu (1 -+ x)'(1 4 x) U+D, Wywmoskm;,vasi

Zastosowac ten wynik do pokazania, ze jezeli
1
(1)
2
(1>“
3
(1)

N

ay
2
1 "‘ ( )(12 h b2
3 3
1+ < )a. + <3)a3 = by

2

to

(0
(e (o
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8.

10.

3 3 3 :
(- (o ()
m m m m
—*( 1>b1 “+ (2>b2 - <3>b3 SRR o (”l>bm = O

Nitch m bedzie ustalong dodatnia liczba catkowity i niech dla 1 < n<m,
s, bedzie liczba suriekcji z {1,2,... ,m} na {1,2,... ,n}. Rozwazajac liczbe.
wszystkich funkeji z {1,2,...,m} do {1,2,...,n}, pokazat, ze dla kazdego
n, gdzie 1 < n < m, zachodzi

n n n m 4
(1)61 + <2> s - (n> Sn =N (W]

Nastgpnie, stosujac metode inwersji przedstawiona w poprzednim zadaniu,
wyznaczyé wzér na s, potwierdzajac tym samym rezultat z zadania 15 na
stronie 61. , [O]

. Niech p oraz d beda funkcjami tworzacymi, zwigzanymi odpowiednio z do-

wolnymi podziatami i z podziatami na rézne sktadniki, tak jak micli$my na
stronie 136 tego rozdziatu. Pokazaé, ze p(x) = d(x) p(x?) i wywnioskowac,
ze

DPn = dn -+ dn—Zpl -+ 6111—4[72 -+ dn~6p3 S
Ponadto przedstawi¢ bezpo$redni argument, potwierdzajacy ten ostatni wy-
nik.

W rozdziale 1 zaobserwowali$my, Ze
liczba najkrétszych drég od A do B B
w przedstawionej kracie wymiaru n x
X1 Wynosi (2,:’) Teraz niech u, bedzie .
liczba najkrétszych ,,goérnych” drég od
A do B; tj. tych, ktére nigdy nie n P
przechodza ponizej przekatnej AB. Po- -
nadto niech v, bedzie liczba tych gor- =
nych drég, ktére dotykaja przekatnej =
AB tylko w punktach A i B. 'A .
Pokazaé, 7e v, = un_ dla n > 1. Na- :
stepnie, biorac pod uwage ostatni punkt, w ktérym droga dotyka przekatnej,
pokazad, Zc¢ u, spetniaja zalezno$é rekurencyjna

up =1 1 Uy = oly—1 + Ujltn-2 + Uty 31"+ Un_1Uo (n>0) [W]
Nicch u bedzie funkcja tworzaca ciagu iy, Wywnioskowa¢, ze
x(u(x))* —u(x)+1=0
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a nastepnie pokazaé, ze u, = 7 (%) (sa 0 liczby Catalana, o kiérych juz
wspominali§my w rozwigzaniu zadania 13 w rozdziale 1). W]

(i) Dla nieujemnych liczb catkowitych m oraz n niech s{m,n) bedzie wspét-
czynnikiem przy " w wyrazeniu x(x— 1)(x—2)... (x—n- 1) (wraz z kon-
wencja, Ze §(0,0) = 1). Wspdlczynniki te sa znane jako liczby Stirlinga
plerwszego rodzaju: pokazaé, ze mozna zdefiniowaé je przy uzyciu zalez-
nosci rekurencyjnej

$(0,0) =1, s(m0)=0 (m>0), s0,n)=0 (rn>0)

simyn) =s(m—1,n—1)—(m—1)s(m—1,n) (m,n>0)

(it) Dla nieujemnych liczb catkowitych m oraz n niech S(m,n) bedzie liczbg
réznych podzialéw zbioru {1,2,...,m} na n niepustych zbioréw (wraz
z konwencja, ze S(0,0) = 1). Sg one znane jako liczby Stirlinga drugiego
rodzaju: pokazaé, Ze mozna je okresli¢ za pomoca zaleznosci rekurencyjnej

S(0,0) =1, 8§(m,0)=0 (m>0), SO,n =0 (n>0)

S(myn) = 8S(m—1,n—1) +-nS{m—1,n) (m,n>0)

(iii) Stosujac wzér (z zadania 8) na liczbe suriekcji z {1,2,...,m} do
{1,2,...,n}, zapisa¢ doktadny wzor na S(m,n). [0]

(iv) Niech M i N beda macierzami wymiaru 4 x 4, w kiérych (m,n)-tymi wy-
razami sa odpowiednio, s(m,n) i S(m,n) (1 < m,n < 4). Wyznaczy¢ wyrazy
macierzy M i N oraz potwierdzi¢, ze M= N, [O]

(Zachodzi to dla macierzy dowolnego wymiaru i jest jednym z kluczo-
wych zwiazk6éw miedzy dwoma rodzajami liczb Stirlinga, O tych i innych
wilasnodciach rozwazanych liczb — jak réwniez o og6lnych problemach
przeliczeniowych — mozna przeczytaé¢ w omawiajacych szeroko ten temat
ksigzkach M. Aignera Combinatorial theory lub R, P. Stanleya Enumerative
combinatorics).

Stosujac metode funkcii tworzacych, wyznaczyé dwie rdézne kostki sze-
$cienne z dodatnig liczbg catkowita na kazdej $ciance w ten sposéb, ze dla
dowolnego n liczba sposobOw otrzymania w sumie n oczek przy rzucie tych
dwdch kostek jest taka sama jak przy tradycyjnej parze kostek. Kidrej z par
kostek powinno si¢ uzyé w grze Monopol? {W,0]

PR
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Majac zadany graf, chcemy teraz pokolorowaé jego wierzchotki w ten sposob,
aby kazde dwa wierzchotki potaczone krawedzig miaty inny kolor (nazywamy
to naturalnie kolorowaniem wierzchotkdéw). Jaka jest najmniejsza liczba koloréw,
potrzebna do pokolorowania okreslonego grafu?

Przyklad:

2

Kolorowanie wierzchotkéw
trzema ,,kolorami’: 1,2, 3

Kolorowanie wierzchotkéw
dwoma ,kolorami’: 1, 2 O

Dla grafu G najmniejsza liczba koloréw, potrzebna do pokolorowania jego
wierzchotk6éw, nazywa sie wierzchotkowa liczba chromatyczng (lub, kr'étko,
liczbq chromatyczng) grafu G i jest oznaczana przez %(G): jest to analogia do
indeksu chromatycznego X.(G) wprowadzonego w rozdziale 7.

Przyklady: Jest oczywiste, ze przy kazdym kolorowaniu wienchlotkéw.‘gfaf}x pel-
nego K, potrzeba n koloréw. Réwniez nietrudno jest stwierdzié, 7(: jezeli graf
sktada si¢ z pojedynczego cyklu, to, w przypadku parzystej liczby wnerzcho{kéw,
do ich pokolorowania, wystarcza dwa kolory, natomiast w przypadku, gdy liczba
wierzchotk6w jest nieparzysta, potrzebne sa trzy kolory.

] ] ]

8]
N

4 3 1 2

XUKs)y=5 wG) =2 2+G) =13 ]
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Niech G = (V,E) bedzie grafem, w kiérym najwigkszy stopiert wierzcholka
wynosi d. WidzieliSmy w rozdziale 7, ze indeks chromatyczny spefnia nieréwno-
§ci d € %e(G) € d -+ 1. Pierwsze przyktady, zawarte w Lym rozdziale, pokazuja,
iz dolne oszacowanie nic zachodzi dla liczby chromatycznej x(G), ale, jak zo-
baczymy w zadaniach, mozna bardzo tatwo udowodnié, ze x{G) spelnia nieréw-
noé¢ x(G) € d + 1. Rzeczywiscie, w 1941 r. R. L. Brooks pokazal, kidrc grafy
spojne maja whasnos$¢ ¥(G) = d + 1. Po omdwieniu nasigpncgo przykiadu sfor-
mutujemy i udowodnimy jego twierdzenie (ograniczymy si¢ do graféw spdjnych,
gdyz w przeciwnym razie mogliby$émy po prostu pokolorowaé niezaleznie kazda
sktadows). '

Rozwazajac kolorowanie krawedzi, zastosowali§my technike zamiany dwdéch
koloréw w okreSlonych podgrafach, Chociaz istnicja podobne metody dowodze-
nia wynikéw dotyczacych kolorowania wierzchotkéw, my zastosujemy dla od-
miany podejécie algorytmiczne: nastepujacy przyklad ilustruje takg technike do-
wodzenia.

Przyklad: Niech G = (V, E) bedzic grafem takim, jak pokazano (najwickszy sto-
picfi wierzchotka d = 4):

u /'
w

Nastepujace postgpowanie przedstawia sposéb pokolorowania wicrzcholkéw
grafu G czterema kolorami.

(i) Wierzchotki oznaczone etykietami u,v,w sg takie, Ze uw,vw € E, uv ¢ E,
a usunigcie u oraz v (wraz ze wszystkimi dochodzacymi do nich krawedziami)
pozostawi spéjny graf G'. Dla kazdego wicrzchotka x grafu G’ wyznaczmy naj-
krétsza Sciezke od w do x w grafie G/, {j. Sciczke, ki6ra zawiera mozliwie naj-
mniejszg, liczbe krawedzi. Liczba ta jest ,odlegtodcia” wierzchotka x do wierz-
chotka w w grafic G'; odleglo$¢ kazdego wierzchotka do w jest przedstawiona na
nastgpujacym rysunku:

(¢4
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(Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek odlegty o o (> 0) od w jest polaczony z jakim$§
wierzchotkiem, kt6érego odleglodé od w wynosi o — 1). )

(ii) Przyporzadkujmy ctykiety wierzchotkom w grafic G wedlug .nastcp.u!acego
schematu. Niech vy = u, v, = v i niech v3 bedzie wierzchotkiem ,najbardziej odle-
gtym” od w w grafie G'. Pozostate wierzchotki oznaczmy jak(? Vasooos vio, V11 = W;
tak, aby byly one progresywnie blizsze wierzchotkowi w (4. tak, ze w grafie G
odlegto$é z vs do w jest mnicjsza badé réwna odlegto$ci z v4 do w itd.):

Vg vg
1,
4 Vs
t /
1 "

0

2 ve
vio V7

(Postepowanic (o gwarantuje, ze kazdy wierzchotek v; (i < 11) jest potaczony
z jakim§ wierzchotkiem o wigkszym wskaZniku). _ .

(iii) Niech ,.kolory” bedg ponumerowane liczbami 1, 2, 3, 4. Kolorujemy wnftrz-
chotki grafu G w kolejnosci vy, vz, ..., V1o, V11 tak, ze w ka:ldym kroku kolo.r uzyty
do pokolorowania wierzchotka v; jest kolorem o najmnicjszym numerze, Jesz¢ze
nie uzytym w wierzchotku potaczonym z v;:

(]

W ten sposéb otrzymujemy pokazane kolorowanie wierzc‘holkéw grafu‘ Q, Za po-
moca czierech kolor6w. Procedura ta jest efektywna, poniewaz w chwnh. koloro-
wania wierzchotka v; (1 €i < 11) jest on'potaczony 2 wicrzchotkiem o wnc.kszy.'rr.l
wskazniku (czyli z nie pokolorowanym): jest wigc on polaczony z co najwyzcj
d—1 (=3) pokolorowanymi wierzchotkami. Oznacza (o, LC flla tego wne.rzch'olka
bedzie dostgpny jeden z czterech koloréw. W koricu, w chwn‘h kolorowania wne.rz-
chotka vy1, jest on potaczony z dwoma wierzchotkami (v) i vp) koloru 1, a wigc
i tym razem pozostanic dla niego »wolny” kolor. 0

10 — Aspekty kombinatoryki
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Twierdzenie: (Brooksa) Niech G == (V, E) bedzie sp6jnym grafem o najwigkszym
stopniu wierzchotka réwnym d. Jezeli G jest grafem petnym lub sklada si¢ z poje-
dynczego cyklu o nieparzystej liczbie krawedzi, o x(G) = d -+ 1. We wszystkich
pozostatych przypadkach (G) < d.

Dowdd: Rezultat ten-jest oczywisty dla graféw petnych lub dla cykli dowolnego
wymiaru, Zalézmy wigc, ze G nie jest ani grafem pelnym, ani cyklem. Poka-
zemy, z¢ mozna pokolorowaé jego wierzchotki d kolorami. Dowdd przeprowa-
dzimy przez indukcje wzgledem liczby wierzchotkéw. Najmniejszy niebanalny
przypadek |V| = 3 sprawdza si¢ natychmiast. Zatézmy wicc, z¢ G ma opisane
wlasnodci, [V| > 3 i ze twierdzenie jest prawdziwe dla gral6w o mnigjszcj liczbie
wierzchotkéw.

Jezeli G ma wierzchotek w, ki6rego usunigeie go rozspGjnia, to zatoZenie in-
dukcyjne moze byé zastosowane do kazdego z graféw G; (jak pokazano na ry-
sunku). Po krétkim zastanowieniu jest jasne, 7e wierzchotki kazdego grafu G;
moga byé pokolorowane tymi samymi d kolorami, przy czym wierzchotek w,
w kazdym przypadku, bedzie mial identyczny kolor. Wszysikie grafy G; moga by¢
nastegpnie w oczywisty sposéb ztozone razem, dajac zadane kolorowanic wierz-
cholkéw grafu G za pomocy d koloréw.

Gz

(73

Zatézmy wigc teraz dodatkowo, Zze G nie ma wierzchotka, kiérego usuniecie
rozspéjnia go. W zadaniu 12 na stronie 94 widzieli§my, ze grafy peine oraz cykle
charakteryzuja si¢ tym, iz zaden pojedynczy wierzcholek nie rozspdjnia ich, nato-
miast jezeli u, v, oraz w s4 takimi wierzchotkami, dla ki6rych uw,yw € Eiuv ¢ E,
to usunigcie u oraz v powoduje ich rozspéjnicnie. (Szczegéty dowodu mozna zna-
le£¢ w rozwigzaniach na stronie 256). Poniewaz G nie jest ani cyklem, ani grafem
petnym oraz Zzaden wierzcholek nie rozsp6jnia go, zatem w tym przypadku musza
istnieé wierzcholki u, v oraz w, dla ktérych uw,vw € E,uv ¢ E, i takic, Ze usunigcie
wierzchotkéw u i v da w efekcie spéjny graf G'.

Tak jak w powyzszym przykladzie, przyporzadkujmy wierzchotkom w G ety-
kiety w nastgpujacy sposéb: vy = u, vy == v i v3,...,Vy1, ¥y == w W malejacym
porzadku ich odlegitosci od wierzchotka w w grafic G'. Takic etykietowanie ma
kluczows wlasno$é, mianowicie kazdy v; (1 < i < n) jest polaczony z pewnym

147

Kolorowanie wierzchotkéw

wierzchotkiem o wigkszym wskaZniku. Jest to oczywiste dla i = 1/0raz = 2 Dla
i > 2, jezeli rozwazymy najkrotsza, iciezke od v; do w w grafic G, to musi mieC
ona postac

o Vi, Vj g W
odlegtogci odw: oo —1 0

\0 znacza, Ze v;v; € E oraz ze j > L. .
0 Ii;:gzh wigc t,erjaz ,.kolory” beda ponumerowane liczbami 1,’2, Lo,d. K‘oloruj’nly
wierzchotki grafu G w kolejnosci vi,va, ...y Va—1,Vn: w.takx sposéb, ze W k.a/j-
dym kroku kolor uzyty do pokolorowania wierzchotka v; jest kolorem 0 n‘a_] r:l?ncgk
SzyIn numerze, nie uzytym w wierzchotkach p'o}qczonych ZVi. Wéwcza?, t : i
w przyktadzie, oba wierzchotki v; i vz beda miaty kolor 1. Ponadtq, w‘c%gsxe 0-
lorowania wierzchotka v; 3 <i <n) bedzie on potaczony z cO najmnicj jednym
wierzchotkiem o wickszym wskaZzniku (a wigc jeszcze nie pokolorowanym)': a ppt
niewaz jego stopiefi wynosi co najwyzej d, bedzie wicc.polaczony Z CO n}igrry(zsej
d — 1 pokolorowanymi wierzchotkami. Zatem zawsze jeden .spo§r6.d d ;0 o wl
bedzie dostgpny dla wierzchotkéw vi,v2,... Vn-1. .Ostatecgm.e, poniewaz v,,ljesn
potaczony z uiv (z kt6rych oba maja kolor 1), bedzie réwnieZ df)ste;?ny »WO ’ny
kolor dla wierzchotka v,. W ten sposéb otrzymamy kolorowe.\mf: wierzchotkéw
grafu G za pomoca d Kkolor6w. To koriczy dowdd przez indukcje. a

Nastepne pytanie, kiére zadajemy, nie dotyczy liczby kolor‘éw potrzebnyctél
do pokolorowania wierzchotk6w, lecz tego, na ile sposob6w mozna pokolorowa
wierzchotki, majac do dyspozycji pewne konkretne kolory.

Przyklad: Niech G bedzie grafem przedstawionym ponizej. Pokazat \»{szyst!cic
mozliwe sposoby pokolorowania wierzchotkéw grafu G trzema kolorami 1,213

Znalezé wzér na liczbe pokolorowar wierzcholkéw grafu G, majac danych
k koloréw.
Rozwiqzanie: W prosty sposéb mozna wyznaczy¢ rézne pokolorovyama wne;z-
chotk6w grafu G trzema danymi kolorami; jest ich tacznie 18, tak jak to poxa-
Zano:
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2 7 2 3 2 3 3 2 3 2 7 2
1 2 7 2 3 ! 1 3 2 ] 2 3
3 ] )
2 2 5
1 3 1 3 ! 3 3 i 3 ] 3 ]
2 ! 3 I 3 2 2 3 ! 2 ! 3
! 2 1 2 ! 2 2 i 2 ! 2 !
3 1 2 ! 2 3 3 2 i 3 ! 2

Aby znaleZé wz6r na liczbe sposobéw pokolorowania wicrzchot-
kéw grafu G danymi & kolorami, jest wygodnie rozr6zni¢ dwa typy
kolorowan. W kolorowaniu pierwszego typu wierzchotki u oraz v
(jak pokazano po prawej stronie) maja t¢ sam kolor, a drugi typ to
ten, w ktérym u oraz v maja rézne kolory. Dla tego konkretnego
grafu mozna wdwczas tatwo policzyé, ile jest kolorowari kazdego
typu, a nastgpnic dodaé otrzymane dwie wartoéci:

u oraz v maja rézne kolory

Niech Gy bedzie grafem otrzymanym z G przez dodanie krawgdzi uv. Wow-
czas, oczywiscie, kolorowanic wierzchotkow grafu G z u oraz v o réznych kolo-
rach jest réwnowazne z kolorowaniem wierzchotkéw grafu G(. WyobraZzmy sobie
kolorowanie wierzchotkdw grafu Gy, gdy mamy do dyspozycji k koloréw, przy
czym w kazdym kolejnym kroku interesuje nas, ile koloréw mamy do wyboru.
W przypadku naszego prostego grafu wyobraZzmy sobie kolorowanie jego wierz-
chotkéw od strony lewej do prawej: w kazdym kroku zapisujemy liczbe dostep-
nych dla danego wierzchotka koloréw:

e k- 2)

k-1

k-2

k) Tl

Dla wicrzchotka z lewej strony jest dostgpnych k kolor6w, jednak nastgpny wierz-
cholck musi mie¢ inny kolor, a wige dla niego jest dostgpnych juz tylko k — 1
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kolor6w. Nastepny wierzchotek (potaczony z dwoma wierzchotkami o r6znych
kolorach) ma dla siebie k — 2 dostgpnych koloréw i tak dalej.

W ten sposéb liczba wszystkich réznych kolorowai wicrzchotkéw grafu Gi
(a wige kolorowari wierzchotkéw grafu G, w ktérych u oraz v maja rézne kolory)

wynosi

;

k(k — 1)(k—2)*

u oraz v maja ten sam kolor o ‘

Niech G bedzie grafem ouzymanym z G przez Sciagniecie” dwoch wierz-
cholk6w u oraz v, tzn. staja si¢ one pojedynczym wierzchotkiem, potaczonym:
z kazdym innym, z ktérym ktérykolwiek z nich byt poprzednio potaczony:

u .
e u e —~
v v u=y

G

Po chwili zastanowienia dojdziemy do wniosku, ze kolorowanie wierzchoﬂféw
grafu G, w ktérym u oraz v maja ten sam kolor, jest réwnowazne z ko}orowamem
bardzo prostego grafu Gz. Aby zobaczyd, ile jest sposobéyv dokonz%ma tego, gdy
mamy do dyspozycji k kolor6w, ponownie koloruje.my wierzchotki grafu G, od
lewej strony do prawej, zapisujac w kazdym kroku liczb¢ dostgpnych dla danego

wierzchotka koloréw:
k ~2)
k-1 '
(k- 1)
(k)

(k-2)
W ten sposéb liczba wszystkich r6znych pokolorowar wierzct_\oikéw grafu Gy
(4. pokolorowari wierzchotkow grafu G, w ktérych u oraz v maja ten sam kolor)
wynosi .
k(k—1)%(k—2)?

W konsekwencji, liczba pokolorowatt wierzchotk6éw grafu G jest suma liczby
pokolorowari, w kt6rych u oraz v maja r6zne kolory, i liczby pokolorowari, w kt6-
rych u oraz v maja identyczny kolor, 4.

k(k — 1) (k= 2)* + k(k— 1)? (k= 2)* = k(k—1)(k— 22 ((k—2)*+ (k—1))

= k(k—1)(k—2)*(k* = 3k+3)
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Zauwazmy, ze w przypadku, gdy k =: 3, daje to odpowiedz 18, zgodng 2 pierwsza
czedcia rozwiagzania. 0

W powyzszym przykladzie liczba pokolorowart wierzchotkéw grafu G byla
wielomianem zmiennej & i, jak zaraz zobaczymy, jest to prawdziwe dla kazdego
grafu.

Twierdzenie: Dla dowolnego, okreglonego gralu G i dowolnej liczby catkowitej
k, niech pg(k) oznacza liczbe réznych sposobéw pokolorowania wierzchotkéw
grafu G przy uzyciu dowolnych, sposrdd k, dostepnych koloréw. Wéwczas pg
jest wiclomianem zmiennej k (znanym jako wiclomian chromatyczny grafu G).
Dowdd: Zastosujemy indukcje wzgledem m, liczby ,brakujacych krawedzi”
w grafie G, tj. wzgledem liczby dodatkowych krawedzi, potrzebnych do prze-
ksztalcenia grafu G == (V,E) w gral peiny na zbiorze wierzchotkéw V. W przy-
padku gdy m = 0, graf G musi by¢ grafem petnym, a poniewaz kazdy wierzchotek
musi mieé inny kolor, jest oczywiste, Zc

pok) = kik— D)(k—=2) - (k— V] +1)

co jest wielomianem zmicnnej £.
Tak wiec zatézmy, ze m > 0 i Ze wynik jest prawdziwy dla graféw o mnicjszej
liczbie brakujacych krawedzi. Wéwcezas w grafie G brakuje co najmnicj jednej
krawedzi, a zatem niech u oraz v bedg parg nie potaczonych wierzchotkéw w G.
Przyjmijmy, ze G jest grafem otrzymanym z G przez dodanie krawedzi uv, nato-
miast G, jest grafem otrzymanym z G przez $ciagnigcie wierzchotkéw u i v; tzn.
staja sig¢ one pojedynczym wierzcholkiem, polaczonym z kazdym innym, kiéry
byt polaczony w grafie G albo z u, albo z v. Wéwcezas, tak jak w poprzednim
przyktadzie, moZna bezposrednio sprawdzié, ze
pak) = liczba pokolorowari wierzchotkéw grafu G k kolorami
liczba pokolorowan
wierzchotkéw grafu G k

kolorami, w ktdrych
u oraz v maja rézne kolory

liczba pokolorowarn
wierzchotkéw grafu G k

kolorami, w ktérych

u oraz v maja ten sam kolor
liczba pokolorowai liczba pokolorowar
= | wierzchotkéw grafu Gy | 4 | wicrzchotkéw grafu G,
k kolorami k kolorami
= pG, (k) -+ pe, (k)

Ale kazdy z graféw Gy i G, ma mnicj brakujacych krawedzi niz G i na mocy za-
tozenia indukcyjnego oba pg, (k) oraz pg, (k). sa wiclomianami zmiennej £. Stad
ich suma pg(k) jest réwniez wiclomianem zmiennej k i dowdd przez indukcje jest
zakornczony. o

l

W dowodzie Lym pokazali$my, z¢ wiclomian chromatyczny pg speinia zalez-
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jako baza prostego algorytmu wyznaczajaceg(? pa. Majac zadgny graf G, powta-
rzamy stosowanie tej zaleznodci rekurencyjnej dopoty, dop()kl. nie zostang otrzy-
mane grafy peine. Wéwczas wielomian chromatyczny grafu G jest po prostu sumg
wielomian6éw chromatycznych wszystkich otrzymanych graféw petnych.

Przyklad: ZnaleZ¢ wielomian chromatyczny przedstawionego grafu G

Rozwiqzanie: Rozpoczynamy od grafu G: wybieramy par¢ nie 901aczonych
wierzchotk6w u oraz v, a nastgpnic przedstawiamy graf Gz }ewej strony, po-
nizej G, a graf G2 z prawej strony, ponizej G. Nast@pn.ie dla kazdego y/ ogrzyma-
nych graféw wybieramy nowa par¢ nie potaczonych wierzchotkéw i powtarzamy
postgpowanie tak diugo, az otrzymamy grafy peine.

iy

Syl
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Stad
pc (k) =pk, (k) -+ dpk, (k) + 3pk, (k)
=k(k—1)(k—2)(k~3)(k—4)(k — 5) + 4k(k — 1) (k — 2) (k — 3) (k — 4)
-+ Bk(k — 1)k — 2)(k —3)
=k(k—1)(k —2)(k—3)(k* — Sk +7) a

. ZADANIA

1. Pokaza¢, ze gral G = (V,E) jest dwudzielny wiedy i tylko wiedy, gdy
x(G) <2

2. Majac zadang liczbe catkowita d > 1, przedstawié gral G o najwigkszym
stopniu wierzchotka d, dla ktérego %(G) = 2.

3. Niech G bedzie grafem. Pokazaé, z¢ ma on co najmnicj %(G) wicrzchotk6w
stopnia X(G) — 1 lub wigkszego. (W]

4. Nie korzystajac z twierdzenia Brooksa, pokazaé¢ przez indukcje wzgledem
liczby wierzchotkéw, ze wierzchotki grafu, w ktorym najwickszy stopier
wynosi d, mozna pokolorowaé d - 1 kolorami.

5. Niech G bedzie grafem spéjnym o najwickszym stopniu wicrzcholka d,
w ktérym istnicje wierzchotek w o slopniu mnicjszym niz d. Nadajac wierz-
chotkom etykiety w kolejnodci malejacych odleglodci od w, przedstawié pro-
sty algorytm kolorowania wierzchotk6w grafu G za pomocy d koloréw., [O]

6. Niech G = (V, E) bedzie grafem i niech G bedzie jego dopetnicnicm (zdefi-
niowanym w zadaniu 4 na stronic 93). Pokaza¢, ze x(G) - x(G) > |V| oraz,
2e x(G)+x(G) < V] + L. (W]

7. Niech G bedzie grafem i niech n bedzie dodatnig liczbg catkowita. Pokazaé,
ze (x —n) jest czynnikiem wiclomianu pc(x) wiedy i tylko wiedy, gdy n,<
< %(G).

8. Stosujac metodg podana w ostatnim przykladzie, wyznaczy¢ wielomian
chromatyczny przedstawionego grafu G:

[O]
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9, Wyznaczy¢ wielomian chromatyczny nastgpujacego grafu:

[(W,0]

10. Niech G, bedzie grafem otrzymanym z K, przez us.un_i@cie dwdéch l_crawe;izn,
nie majacych wspélnego wierzchotka koﬁcowegg, i m.ech G, bedzie grafem
otrzymanym z K,, przez usnigcie dwich krawedzi, majacych wsp6lny wierz-

chotek koricowy. Pokazac, ze

PG, (k) = pG, (k) = k(k—1)(k=2)--- (k=n-3) W]

11. (i) Niech G, i G, beda dwoma grafami z jednym wspdlnym wierzchotkiem
i nicch graf G bedzie ich ,,sumg”, tak jak to pokazano:

QO
¥ vV
5 G
Gy Gy

Pokazaé, ze pg(k) = %p(;‘(k) - pa, k)

sobdéw pokolorowénia k Xolorami wierzchotk6w naste-

(ii) Hle jest spo wierzchotki

pujacego grafu? W ilu, sposréd tych kolorowar, wszystkie
Vo, V1,--- ,Vn DEda tego samego koloru?

przedstawionego grafu, ma-
taé k(k — 1)

(O]

12. Pokazaé przez indukcje wzglegdem n, ze dla
jacego 2n wierzcholkéw, wielomian chromatyczny ma pos

(k2 —3k+3)" L
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(W]

13. (i) Niech G bedzie grafem i niech e == uv bedzie krawedzig grafu G. Przyj-
mijmy, ze G| jest grafem otrzymanym z G przez usunigcie e, natomiast G,
jest grafem otrzymanym z G przez usunigcie e i $ciagnigcic wierzchotkéw u
oraz v. Pokazaé, ze

pG(k) = pg, (k) = pe,(k) (W]

(i) Wywnioskowa¢, Ze drzewo na n wicrzchotkach ma wiclomian chroma-

tyczny k(k —1)*1, [W].

(iii) Znaleié najmniejsza pare nieizomorficznych graféw majacych taki sam
wiclomian chromatyczny. (O]

14. Pokazaé, ze dla dowolnego grafu G jego wiclomian chromatyczny ma postaé

pilk) = K- ]E[k‘vl“l - mniejsze potegi liczby k (W]

15. (Twierdzenie Stanleya, 1972) Acykliczna orientacja grafu G = (V,E) jest
uporzadkowaniem kazdej krawedzi uy albo jako u — v, albo jako v — u w ten
spos6b, ze nie istnieje cykl vy,vy,...,v,,v; spetniajacy vy — vo — ... —
— v, — 1. (Jest to réwnowazne z postawieniem na kazdej krawgdzi strzatki,
tak, aby nie utworzy¢ zadnego skierowanego cyklu).

Niech G = (V,E) ma wielomian chromatyczny pg. Pokazaé, ze G ma
doktadnie (—1)Vlpg(—1) acyklicznych oriémacji. [W]

12

Wielomiany szachowe

W rozdziale tym zobaczymy, w jaki sposéb réznego typu zagafinienia moga by¢
sprowadzone do probleméw umieszczania .wiez” na szachownicy.

Przyktad: Cztery osoby 4, B, C i D maja otrzymac pracg a, b, ¢ oraz d W Lc}n
sposéb, ze kazda z nich otrzyma jedng posade. Oso})a A nie bedzie wykonyw? a
prac b oraz ¢, B nie bedzie wykonywata pracy a, C nie bedzie wykonyvi/a}a pFac a,
b oraz d, natomiast osoba D nie bedzie wykonywala prac ¢ oraz d. Na ile r6znych
sposob6w moga by¢ rozdzielone te cztery posady?

Rozwiqzanie: Chwilowo nie bedziemy rozwiazywaé tego zagadnienia, }ecz qua-
zemy, jak mozna je wyrazi€ poprzez problem dotyczacy rozmieszczenia wiez na
szachownicy. Rozwazmy tablice ilustrujaca, zalezno$ci osoby/posady:

Jezeli przydzielimy prace ¢, na przykiad, osobie B, t.o posca».vimy znaczek .na kv;a—
dracie odpowiadajacym pozycji B/c. Zacicniowahs.my wige 'te k»\'/adraty, k}ti r;:‘
odpowiadaja przydziatowi pracy niewlasciwej osqb:e. Przydzielenie wszystxic
czterech posad jest teraz rownowazne 2 postawienicm C'L.LCI:CCh znaczké.w na nic
sacieniowanej czesci tablicy tak, aby sadne dwa znaczki nie znalazly si¢ w jed-
nym wierszu lub kolumnie. . N .
Jeste$my juz gotowi przeformutowa¢ problem, wykorzystujac rom‘uesz,czemg
wiez na szachownicy. Po pierwsze pomySlmy 0 powyZzszym rysunku, jak o malej
szachownicy. W szachach wieza moze poruszag si¢ wzdtuz wuj,rsza lut? ko.lumfly.
Zatem zbi6r wiez szachowych bedzie takim, w ktérym wieze nic atakuja'sne wza-
jemnie, jezeli zadne dwie z nich nie sa w tym samym wiexfszu lub k.olumme‘. w te.r;’
spos6b powyzszy problem przydziatu prac jest rOwnowazny z umieszczeniem ni
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atakujacych si¢ wzajemnie wiez na nie zacieniowanej czgéci przedstawionej ta-
blicy. Jeden z takich sposobdw jest pokazany ponizcj: jest on rtéwnowazny z przy-
dziatem prac A/d, B/b, C/c oraz D/a.

O

Przykiad: Ilc jest permutacji zbioru {1,2,3,4,5} takich, Zc Zaden element { nie
przechodzi na i oraz i 4- 17

Rozwiqzanie: Ponownic nie podamy jeszcze rozwigzania, lecz pokazemy, jak
sformutowac ten problem, majgc na uwadze wicZe szachowe. Rozwazmy nie za-
cieniowang czg$é tablicy wymiaru 5 x 5 pokazanej poniZcj, na ktdrej chcemy
umiesci¢ pig nie atakujacych sie¢ wzajemnic wieZ szachowych (tj. zadne dwie
nic moga by¢ w tym samym wierszu lub kolumnic): jedno takic rozmicszczenie
jest przedstawione ponizej.

Jaki jest zwiazek takich rozmicszezen 2 permutacjami? Jezeli przyjmiemy, ze
wieza stojaca w i-lym wierszu oraz j-tej kolumnie oznacza, 7¢ i jest przyporzad-
kowanc j, to powyzsze rozmieszezenie odpowiada odwzorowaniu 1 — 3, 2 — 5.
3—1,4—215 ~ 4. Fakt, ze zadnc dwie wiezc nie sq w tym samym wicrszu lub
kolumnie, zapewnia, ze to odwzorowanie bedzie permutacja zbioru {1,2,3,4,5},
a przez wyeliminowanie zacieniowanych kwadratéw sprawili$my, zc zaden ele-
ment i nic przechodzi na i oraz i -+ 1. W ten sposob zadana liczba permutacji jest
doktadnie liczba sposobéw rozmieszczenia pigciu nic atakujacych si¢ wzajemnie
wiez szachowych na nic zacieniowancj czgsci przedstawionej tablicy wymiaru
5x5. O

Przyklad: Na ile sposob6w mozna doda¢ do przedstawionego prostokata tacin-
skiego wymiaru 3 x 5 czwarty wicrsz tak, aby otrzymaé prostokat taciriski wy-
miaru 4 x 5 (o clementach ze zbioru {1,2,3,4,5})?
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Rozwiqzanie: Latwo mozZna zauwazyé, ze dodanie czwartego wiersza jest réw-

nowazne z postawieniem pigciu nie atakujacych sie wzajemnic wiez szachowych
na nie zacieniowanej czgdci tablicy, pokazanej ponizej; na przyktad podane roz-
micszczenie odpowiada nowemu wierszowl w postacl (3,4,2,1,5).

]

Przyktady te pokazuja, w jaki spos6b pewne problemy moga by¢ przcdstavyimje
w terminologii umieszczania wieZ szachowych na tablicy. Wyobrazmy sobie, ze
mamy do dyspozycji gigantyczna szachownice (d.O\.Nolnego, skoﬁgzonego V\l/y-
miaru, powiedzmy n x n) i Ze wybieramy podzbi6r jej kwadratéw, ktégch wg r‘m
uzyc: kwadfaty te beda tworzyly nasza ~tablicg”. Majac dana takq tablicg B, defi-
nivjemy jej wielomian szachowy jako .
rp(x) = 1-+rx-+ pax® 4 rax b ok g e

gdzie ry jest liczba sposobow umieszczenia na u}blicy.B nie ataklxja(fychkSIlg; v;/?n
jemnie k wiez szachowych. (W rzeczywistosci wxe‘lomx_an sza_chowy J_est <‘) .erjlt C};C_
przyktadem funkcji tworzacej 1, tak jak p'oprzedmo, nigdy nic bedzie nas 1
sowala zadna konkretna warto$¢ zmiennej x). '
Przyklady: Wyinaczyé wielomian szachowy przedstawionej tablicy lw.yx;mau'u
4 x 4, zwigzanej z problemem przydziatu prac, kt6ry rozpoczal ten rozdziat,

Rozwiqzanie: Wkrotce przedstawimy mct_ody wyznaczajch. wnelf)mnan);v fol:z;
chowe, teraz zauwazmy tylko, ze jedna wicza szachowa moze by¢ pos-Lam o
na powyzszej szachownicy na osien} r()Znycb spo:@béw (tzp. mz‘1my (;:fu'a -
stepnych kwadratéw na tej tablicy). Zmuginc i ostrozr‘lc p(zchczema po a,( ai(uac
dwie wieze szachowe moga zostaé ustawione na t.abhcy (jak zawszg nie 2 naJM
sie wzajemnie) na 19 réznych sposobOw, lrzy wieze moga zostz}é US?WI\:i :da'qcy
réznych sposobdw, a czlery wieze tylko na dwa sposoby. Tak wig¢c 0dpo j

tej tablicy wielomian szachowy ma postaé

14 8x 4+ 192 -+ 1403 + 2 a
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Zamiana jednego problemu na inny, réwnowazny, niekoniecznic czyni jego
rozwigzanie latwiejszym. Jednakze w przypadku wielomianéw szachowych be-
dziemy mogli wykorzystaé pewne nasze wezesnicjsze rozwazania (w tym takze
zaleznogci rekurencyjne i zasadg whyczania/wytyczania), kidre pomoga wyzna-
czyC rozwiazanie w tatwiejszy spos6b. To umozliwi nam rozwigzanie powyzszych
zadari, oraz calego szeregu innych, kombinatorycznych probleméw,

Nasz pierwszy ,pracooszczedny” zabieg bedzie dotyczyt tablic, ktére mogg
by¢ rozdzielone na dwie czesci, z kidrych Jjedna nic ma jakiegokolwick wptywu
na druga,

Przyklad: W przykladzie dotyczacym prostokata laciriskiego na stronic 156,
skonstruowali§my nastepujaca tablice:

Pozostawiamy jako bezposrednie, lecz Jjednoczeénie zmudne zadanic, pokazanie,
ze (a tablica B ma wielomian szachowy

Interesujaca nas tablica ma t¢ wlasno$é, ze moze by¢ rozcigta na dwie tablice C
i D, nie majace wsp6lnych wierszy i kolumn:

c re(x) = 1+ 4x + 242

rp(x) =1 4 6x + 942 + 2,3

Zauwazmy, ze
14 10x-+ 35x2 -+ 5043 + 264" 4 445 = (1 4-4x -+ sz)(l F6x 92 | 2x3)
(o jest

rg(x) = re(x) - rp(x)

i ta zalezno§é bedzie prawdziwa dla dowolnej pary tablic, kiére nie pokrywaja
Si@l . .
Twierdzenie: Niech B bedzie tablica, ktéra moze byé podzielona na dwie czgsci
Ci D, nie majace wsp6lnych wierszy i kolumn, Wéwczas

Dowdéd: Aby udowodnié podang zal
(dla dowolnego k) jest Ld}u sam po
czenie wiez na C nie ogranicza Sposo
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O

ra(x) = re(x) - rp(x)
eznos$é pokazemy, ze wspélczyrmi?c przy x*
obu stronach zaleznogci. Poniewaz umiesz-
béw umieszczenia wiez na D (i na odwrét),
tatwo mozna zauwazy¢, ze . . T
wspéiczynnik przy % w rg(x) = liczba sposobéw umxcszcz‘ema k wiezna
= (liczba sposobow umieszczenia O wiez na C i k n.a D)
-+ (liczba sposobOw umieszezenia 1 wiezynaCik— 1 naD)

+ (liczba sposobéw umieszczenia 2 wiezna C i k—2na D)

.

+ (liczba sposobow umieszczenia k wiez na Ci 0 na D)
\j: (wsp6t. przy x° w re(x))-(wsp6t. przy * wrp(x))

-+ (wsp6t. przy x' w re(x))-(wsp6t. przy &V worp(x))
+ (wsp6t. przy x* w re(x))-(wsp6t. przy 2w rp(x))

.

-+ (wsp6t. przy $& w re(x))-(wspot. przy £ wrp(x))

= wspélczynnik przy * w re(x) - rp(x) D
co koficzy dow6d twierdzenia.

Przyklad: Tablica przedstawionego typu, ale zawierajaca n kwadrat6w, ktore nie

NI oon
zostaly zacieniowane, ma wiclomian szachowy (1+x)".

Mozna to latwo przetestowaé lub udowodfxié metoda indukc.p: 1;1(b v:e:n lr:rrl\:elj )f(oxlf,

_malnie, bra¢ pod uwage to, ze tablica zawiera n m.atych lablu;(&e; ) Ztych !yt
z ktérych zadne dwie nie maja wsp6lnego wiersza i kolumny. aane e cniona
tabliczek ma wielomian szachowy 1+ x, a wigc, na mocy naturalneg
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poprzedniego twierdzenia, wiclomian szachowy zadancj tablicy jest iloczynem n
poszczegdlnych wiclomiandw., 0

Szukajac, w poprzednim rozdziale, wiclomianu chromatycznego grafu, kon-
struowaliSmy z niego dwa graly i probowaliSmy znaleZé ich wielomiany chro-
matyczne (jezeli bylo to w dalszym ciagu skomplikowane, powtarzali§my proce-
dure). W ten sposéb stosowaligmy podejdcie algorytmiczne oparte na zaleznosci
rekurencyjnej. Wykorzystamy teraz niczym nic ré7znigcy si¢ procedure w celu zna-
lezienia wiclomianu szachowego tablicy.

Twierdzenie: Nicch B bedzie tablica i nicch s oznacza jeden okreslony kwadrat tej
tablicy. Wéwczas nicch B, bedzie tablica otrzymang z B przez usuniecie kwadratu
s iniech B; bedzie tablicg otrzymang z B przez usunigcic calego wiersza i kolumny
zawierajgcej 5. Wiedy '

ru(x) = rp, (x) + xrg, (x)

Dowdd: Tak jak poprzednio, aby dowicsé podanej tozsamosci, pokazemy, ze
wspétczynnik przy x* (dla dowolnego k) jest identyczny po obu jej stronach:
kazdy z nastgpujacych krokéw moze by¢ tatwo uzasadniony przez czytelnika.

Wspélczynnik przy X w rp(x) = liczba sposobow umieszczenia k wieZ na B
= (liczba sposob6éw umieszczenia k wiez na B bez, uzycia §)
-+ (liczba sposob6w umicszezenia k wiez na DD przy uzyciu s)
= (liczba sposobéw umieszczenia k wiez na B 1)
- (liczba sposobéw umieszezenia k — 1 wiez na By)
= (wsp6lczynnik przy x* w rp, (x))
+ (wspotczynnik przy ! w ru,(x))
== (wspotezynnik przy & w rg, (x))
+ (wsp6lczynnik przy £ w xrp,(x))

W ten sposéb rp(x) = ry, (x) + xrp, (x) i twierdzenic zostato udowodnione. a

Przyklad: Zanim rozwiniemy jedna z kolejnych technik, zastosujmy dwa po-
przednic twierdzenia do wyznaczenia raz jeszcze wiclomianu szachowego tablicy
B, zwiazanej z problemem przydziatu pracy, od kiérego rozpoczelismy ten roz-
dziat. W kazdym kroku wybierzmy kwadrat s i narysujmy By ponizej B z jego le-
wej strony oraz B, ( z dodatkowym czynnikicm x) ponizej B z jego prawej strony.
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(1 +2x)(1 +4x +322)

Stad
ru(x) =(1+2x)(1 +4x+32) +x(1-+ x)* -+ x(1 4 3x)
o1+ 2) + 22 (1 4+ 3x+ 4%)
=1+ 8x+ 1942 + 14x° + 2"
O
tak jak poprzednio.

Przykiad ten pokazuje, Ze laczac poprzednie dwa t\'avierd?,cma,’ ot;zymuj;rirg
catkiem elegancka metode, wyznaczaja‘ca‘ dowolny _wxe.lomxan s;a(; Z(;\_Nz.e oy
stety, te rezultaty sa raczej nicatrakcyjne i sqmt.a w sobie nie 54 wy%ixr 4 Jakté,rego
daé nam mozno$é eleganckicgo rozwiazania J:}kxegokolwwk pro elr(n d,m o
nie mogli$my przedtem rozwiazac. Wypr(?wadzuny.le.r'f\z trzeci wyni k’to 3:1 acy
wielomianéw szachowych, kiéry jest o wiele bardziej interesujacy 1 tory
liwi nam rozwiazywanie do§¢ trudnych probleméw.

Przyklad: Tablica B przedstawiona poniZej po le\_:v’ej stronie jest (aghfgé_kltg?
skonstruowali$my dla przykladu o prostoka'mc,{acmsklm na st_ron;(z;;:da My
Tablica B po prawcj stronie jest ,,dopeh\icmc.m’ do B, to jest é}rs ey
cieniowanych kwadratéw tablicy B. Wielomiany szachowe tablic

11 — Aspekty kombinatoryki
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zapisane pod nimi, (rp(x) zostal wyznaczony wczesniej; bardzo dociekliwy czy-
telnik moze sprawdzi¢ poprawnosé rj(x)).

A\

ra(x) = 1+ 15x + 7552 + 14507 + 96x% + 12,5

ra(x) = 1+ 10x + 35x% + 5027 + 2644 + 4x°

Okazuje sie, ze wspéfczynniki tych dwéch wielomianéw sa powigzane ze sobg
w bynajmniej nie oczywisty sposéb:

wspolczynniki w rp(x): 1, 10, 35, 50, 26, 4
Zauwazmy, ze 5!x1—4!'x 10431 x35—-2! x50+ 11 x26—-0!x4
= 120 — 240 + 210 — 100 + 26 - 4
= 12
jest wspétczynnikiem przy x° w wielomianie rg(x)!
Podobnie,
wspétczynniki w rg(x): L, 15, 75, 145, 96, 12
oraz S!XI1—4!x154+31x75—-2! x145+11x96—-0!x 12
= 120 — 360 + 450 — 290 + 96 - 12
= 4
jest wspélczynnikiem przy x° w wielomianie rg(x)! O

Twierdzenie: Niech B bedzie czedcig tablicy wymiaru n x n, majaca wielomian
szachowy postaci
rp(x) = 14 rix+rad 4 - 4 rx
i niech B bedzie dopetnieniem do B wzgledem calej tablicy. Wéwczas liczba spo-
sob6éw rozmieszczenia na B n wiez szachowych, ktére nie atakuja sie wzajemnie,
jest réwna
nl—(n—Dry+{(n—2)ry — -+ (-1)"0lr,

Dowdd: Skorzystamy z zasady wiaczania/wylaczania ze strony 55. Aby zasto-
sowac ja, potrzebujemy zbi6r obiektéw i pewne wlasnodci, kiére moga, ale nie
musza, te obiekty mie¢. Niech zbiorem obiektéw beda mozliwe uklady n wiez
(na nie atakujacych sie wzajemnie pozycjach) na calej tablicy wymiaru n x n: jest
ich n! i w kazdym ukladzie jest dokladnie jedna wieza w kazdym wierszu. Niech
mozliwe wiasno$é 1,2,... ,n dla kazdego uktadu beda okre$lone nastepujaco:

wiasnos¢ 1 oznacza, ze wieza w pierwszym wierszu nalezy do B;

wiasnos$¢ 2 oznacza, ze wieza w drugim wierszu nalezy do B;
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' . . . . B,
wlasno§é n oznacza, ze wieza W p-tym wierszu nalezy do
l . . . Ay P -cst
zmieszczenia n (nie atakujacych sx.@) wiez r:a B jh *
ad6éw, kiére nie maja zadnej z fozwazanyc
a/wylaczania liczba ta wynosi

Wtedy liczba sposobow ro ’
doktadnie liczba tych sposréd n! uld.
whasnogci. Na mocy zasady wiaczani .
- N(n
- N() - N(2) —-
’ + N(1,2) -+ N(1,3) Ao N(n-— l,nz
-—N(l,2,3)——N(1,2,4)——‘~-——N(n—2,n—— ,n)

%‘—(—1)"N(1,2,... n) | N
ej zasady wlaczania/wylaczania, N (i1, ia,

iy sundardowie] 1o aja €o najmniej 7 réznych whasnoéci

... ,iy) oznacza liczbe uktadéw, kibre m
RIS ' o .
! J?.ak r;u;zemy teraz obliczyé N (.n,u.,... ,L,)bo
N(1,2,3). Wyrazenie Lo jest réwne liczbie spo}so
w w,ie;szach 1, 2 i 3 wablicy B, po czym pozosta ehn— s
postawione w pozostatych wierszach i kolumnach na

N(1,2,3)+N( 2,4) N(n. —-2,n —'l,n)
=(n—3)! % (liczba sposobow umieszczen

w wierszach 1,21 3)
+(n—3)! x (liczba sposobd

w wierszach 1,214)

9 Rozwazmy, dla przy}daﬁiu.,
w umieszczenia trzech wiez
3 wieze moga by¢ dowolnie
)! sposoby. Stad

ia na B wiez

w umieszczenia na B wiez

: . . . 'Z
+{(n— 3)tx (liczba 3posobOw umieszczenia na B wie
w wierszach n—2,n—11 n .
. . 2B
=(n—3)! x (liczba sposobéw umieszczenia gdziekolwiek n
trzech wiez)
= (n - 3)‘.!‘3

W podobny sposéb
N(1,2,3,4) +N(1,2,3,5)+- ] .
itd. Tak wiec liczba sposobow rozmieszczenia n wiez na B wynosl
nl—N(1)—N(@2)— e N(n) +N(1,2) A - (»—1):N(],2,... J)
=nl—@=T)n+Hn- Wy — -+ (= "0ty

co bylo do udowodnienia.

4 Nn-3n—2,n— 1,n) = (n—4)\ra
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Przyktad: W rozdziale 5 wyznaczyli§my liczbg nieporzadkéw zbioru {1,2,...,n}
(4. permutacji, w ktérych 1 4 1,2 /42, ..., n 7 n.) Tym razem wyprowadzimy
ten rezultat, stosujac wiclomiany szachowe.

Liczba nieporzadkéw zbioru {1,2,... ,n} jest liczba sposobow rozmicszczenia
n wiez szachowych na nastgpujacej tablicy wymiaru n x n; !

- n -

(Rzeczywiscie, jezeli, tak jak poprzednio, przyjmicmy, Zc wieza stojaca w i-tym
wierszu oraz j-tej kolumnie oznacza, ze { — Jj, to usunigte (zacieniowance) kwa-
draty zapewniaja, ze istnicje wzajemnie jednoznaczna zalezno$¢ migdzy uktadami
n wiez szachowych na tej tablicy a nieporzadkami zbioru {1,2... ,n}).

Na mocy powyzszego twierdzenia liczba sposobéw rozmieszczenia n wiez na
zadanej tablicy wynosi

al—(n—=1lry+(n—2)rp =+ (=1)"0lr,
gdzie
V4 x4 x4 b

jest wielomianem szachowym dla tablicy

e J] e

Wic'izieliémy :vczc\éniej, 7¢ taka tablica ma wielomian szachowy postaci (1 +x)",
awige r == (}) | wynika stad, 7c liczba nicporzadkéw zbioru {1,2,...,n} wynosi

nl—(n—Dri+(n—2)rp— -4 (= 1)"0lry

n! n!

2_! — e (,_1)"_._

n!
2pl— —
n!

!

—
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tak jak poprzednio. ‘ (i
Mozemy teraz zastosowac nasze wyniki, dotyczace wielomian6w szachowych,
do rozwiazania pewnych interesujacych probleméw kombinatorycznych. Chcac,
by czytelnik wyniGst jak najwigksza korzy$¢ (i przyjemno$c) z tych rozwigzar,
problemy te pozostawiamy jako zadania wraz z wieloma wskazéwkami.

ZADANIA

1. Czy jaki§ wiclomian moze by¢ jednocze$nie wiclomianem szachowym ta-
blicy oraz wiclomianem chromatycznym grafu? (O]

2. (i) ZnaleZ€ wiclomian szachowy nastepujacej, nie zacieniowanej tablicy:

(0]

(if) Ile jest permutacji zbioru {1,2,3,4,5}, w ktérych zadne i nie przechodzi
nai—1,iorazi-171le jest takich, w kt6rych kazde i przechodzi nai— 11lub
i,lubi-1? [O]

3. Stosujac wiclomiany szachowe, wyznaczyé ilo§¢ uporzadkowar liczb 1, 2,
3, 4, 5, w ktérych kolejne liczby tworzace uporzadkowanie 53 odpowied-

. elementami zbiorow {2,3,4,5}, {1,2,5}, {1,4,5}, {2,3,4} i {1,3,4,5}.
w,0]

4. Niech
L= (1 2 3 4 5)
“T\4 351 2
Zastosowaé wszystkic lrzy twierdzenia z 1€go rozdziatlu do wyznaczenia
liczby sposobéw dodania trzeciego wiersza do L, aby otrzymaé prostokat
tacifiski wymiaru 3 x 5 o elementach ze zbioru {1,2,3,4,5} [W.0]
Potwicrdzié otrzymana odpowiedZ, stosujac bezpoérednie przeliczenie

i wywnioskowa¢, ze mozna rozszerzyé L do kwadratu lacifiskiego wymiaru
5 % 5 na co najmniej 24 rézne sposoby.

5. Rozwazmy tablicg wymiaru n X n, W kt6rej kwadraty pokolorowane 53 na
czarno i na biato w spos6b charakterystyczny dla szachownicy, Z CO najmniej
jednym biatym naroznikiem,” ’
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(i) lle jest sposobOw rozmieszczenia na biatych kwadratach n wiez, kiére nie
atakuja sig wzajemnie? [0]

(ii) e jest sposobéw rozmieszczenia na czarnych kwadratach n wiez, kt6re
nie atakuja si¢ wzajemnie? - 10

6. Niech B bedzie tablica zwiazang z problemem przydziatu prac, kt6ry rozpo-
czat ten rozdziat. Sprawdzi¢, ze dopetienie B wzgledem calej tablicy wy-
miaru 4 x 4 ma ten sam wielomian szachowy co B.

- W ogblnosci pokaza¢, ze jezeli czg$¢ tablicy i jej dopetnienie w talicy
wymiaru n x n maja takic same wielomiany szachowe, to n oraz liozba‘}@po-
sobSéw postawienia na tablicy jednej wiezy i n— 1 nie atakujacych si¢ wza-
jemnie wiez sa parzyste. [W]

7. Rozwazmy (ablicg jak ta przedstawiona ponizej, lecz majaca n wicrszy:
—

Pokaza¢, ze jej wielomian szachowy jest postaci .
LhSn+La)x+Sn+1,n— 1) +-S(n-+1,0n—2) -+ - - b S(n+1,1)x"
gdzie wspétczynnikami sa liczby Stirlinga drugiego rodzaju, zdefiniowane
w zadaniu 11 na stronie 142, [W]
8. Niech B bedzie czgscia tablicy wymiaru n x n, majaca wielomian szachowy
rp(x) = V4 rix-mad 4 4 rd

Réwniez, dla 0 < & < n, niech by oznacza liczbe sposobOw ustawienia n nie
atakujacych si¢ wzajemnie wiez szachowych na calej tablicy wymiaru n X n,
z kt6rych doktadnie k lezy w B. Pokazaé, ze dla0 < k < n

k k+1 k2 n
(k) bi -+ ( p >bk-l-l + ( P >bk+2 Aot (k) by = ri(n—k)! (W]
Wywnioskowaé, 7e
altr(n—1)x+rp(n—2) 4 - Ol
= bo+bi (14 x)+ ba(1 +x)% 4+ -4 bu(1-+x)"
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Korzystajac z tego wyniku, podaé alternatywny dow6d twierdzenia, do_ty~

czacego dopelniajacych sig tablic (w rzeczywisto§ci mozna zastosowac in-
wersje do wyrazenia by POPIZeZ i, M1 - - ).

9. (i) Zapisa¢ wielomian szachowy dla calej tablicy wymiaru n X 1. [0]

(ii) Ile jest sposobGw ustawienia oémiu wiez, kiére nie atakujq si¢ wzajemnie
na przedstawionej nie zacieniowanej tablicy?

T

(O}

(iti) Mamy dwie talie kart, z ktérych kazda sktada si¢ 2 dvx.r(Sch' walc%é\f,
dwéch dam, dwéeh kréli i dwéch as6w. QGra, zwana po‘ angielsku t,sl?ipd,
przypomiajaca do ziudzenia gre w »wojng”, ma past@pu?ac? zaszuli(y.zd éx./,wzf
talia jest tasowana, a nastepnic sa poréwnywape v‘wer%chrye l\arl}; z aw gna”
lii, potem sg pordwnywane drugie karty z kazdej z nich i ta}c da ij. - }?ir ;
jest w momencie, W ktSrym wystapia jednoc*z.,eﬁme (.iwxe Je'dn?, oyve 1 7yé
Wyznaczyé prawdopodobieristwo, ze W grze nie bedzie ,,wo;ny é% 72;: (;,1 ie
proporcje wszystkich takich mozliwyc:h uporzadkowan kar't, w ory L
ma zadnej ,,wojny”: mozna zalozy¢, nie tracac na og6inosci, ze uporz&, o
wanie pierwszej talii jest ustalone). R
(iv) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze nie wystapi ,,wo;na”., gdy‘poxii\:lzitl;
jemy dwie standardowe talie ztozone z 52 kart? (To zadanic jest ty

w7 1 taki j iii), ale koricowe
najgorliwszych czytelnikéw: zasady sa takie same jak w (iii), ale [W.O]

'

obliczenia wymagaja ko;{nputera - lub niezwyklej cierpliwosci!).

10. (Problem pani domu / Le robléme des ménages)
(1) Zapisa¢ wiclomian sza&mowy tablicy przedstawionego typu, ale skiadaja-
cej sie z m kwadratéw:

(W.0]
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i 4
blle W y”“al unxan:

- n

SLQ(.i \./vyznaczy'é liczbe sposob6w ustawicnia na nie zacieniowancj tablicy
n wicz, ktére nie atakujg sie wzajemnie. [W,0]

(n;(xr) Na przyjeciu n par matzeriskich ma byé posadzonych na 2n micjscach przy
o '.qg{'ym.st(?l‘c w ten SpO'S(.jb., ze meZezyZni i kobiety sicdzq na przemian, a zaden
mazZ nie sicdzi obok swojej Zony. Na ile $posobéw mozna Lo uczynié? [W,0]

13

Grafy planarne

Wiemy juz, ze dowolny graf mozna przedstawi¢ za pomoca rysunku, na ktérym
pewne punkty plaszczyzny reprezentuja, wierzchotki grafu i dwa takie punkty s3
potaczone linia (lub ,krawedzia™), wiedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im
w grafie wierzchoiki taczy krawedz. Czasami udaje si¢ narysowac graf w ten spo-
s6b, ze dowolne dwie linie ,,spotykaja si¢” najwyzej w wierzcholku, kidry jest ich
wsp6lnym wierzchotkiem koricowym.

Przyklady: Graf peiny K i dwudzielny graf pelny K23 moga by¢ narysowane
w taki wlasnie sposéb:

.

K4 Ko

Prébujac narysowaé podobnie grafy Ks i K33, napotykamy trudnoci:

Ks K

Jak wkrétce udowodnimy, rzeczywidcie nie mozna narysowaé na plaszczyinie
tych dwéch graféw tak, aby zadne dwie krawedzie nie przecinaly si¢. 0O

Méwimy, ze graf G = (V,E) jest planarny, jezeli moze by¢ narysowany na
plaszczyZnie tak, ze dowolne dwie jego krawedzie ,.spotykaja si¢” co najwyzej
we wsp6lnym wierzchotku koficowym. Kazdy rysunck takiego grafu jest jego
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planarng reprezentacja. Powyzsze przyklady pokazuja, ze Kj i K>3 sa grafami

planarnymi, natomiast, jak zobaczymy péiniej, Ks i K33 nie sg planarne.

Idea grafu planarnego oraz wywodzgce si¢ z niej pojecia tacza dwa obszary
matematyki — teori¢ graféw (ktdra nade wszystko jest przedmiotem badani pew-
nych relacji) i geometrig powierzchni (ktdra jest czescig topologii). Jak to czesto

bywa w matematyce, skojarzenie dwéch réznych dyscyplin daje pewne interesu-
jace wyniki. Cheac zilustrowaé szeroka game ciekawych rezultatGw, zachowujac
przy tym elementarny charakter prezentacji, pewne dowody, w tym i nasigpnym
rozdziale, beda tylko naszkicowane lub wrecz opuszezone, W szezeg6lnosei wia-
snosci geometryczno-topologiczne bedy potraktowane w sposéb zdawkowy }\in-
tuicyjny.

Wspomnijmy na marginesie, Ze chociaz jest niemozliwe narysowanie pewnych
graf6w na plaszczyZnie tak, 7e kazde dwie krawedzie .,spotykaja si¢” co najwy-
zej w ich wierzchotku korficowym, to zawsze mozna przedstawi¢ dowolny graf
w przestrzeni tréjwymiarowej, zachowujac powyzsza wilasno$é, Rzeczywiscie,
nie wdajac si¢ w szczegdty, jest racjonalnie zrozumiale, ze mozna wybraé na po-
wierzchni kuli dowolng skoriczong liczbg punkiéw w ten sposob, ze zadne czlery
punkty nie leza na jednej ptaszczyZnie. Traktujac te punkty jako wierzchotki grafu
oraz odcinki migdzy odpowiednimi parami wierzchotkéw jako krawedzie, otrzy-
mujemy ,,nie przecinajaca si¢ prostolinowa” reprezentacj¢ zadanego grafu (to zna-
czy, dowolne dwie krawedzie nie przecinajy sie w zadnym punkceie, z wyjatkiem
najwyzej ich wspélnego wierzchotka koficowego, oraz kazda krawed# jest repre-
zentowana odcinkiem linii prostej).

Przyklad: ,Nie przecinajaca si¢ prostoliniowa” reprezentacja grafu K33 w prze-
strzeni tréjwymiarowej:

0

Majac dana planarng reprezentacje grafu, mozna rozpatrywaé zbiér punktéw
na plaszczyznie, kiére nie nalezy do tej reprezentacji: zbiér ten w sposéb natu-
ralny dzieli si¢ na ,,kawatki” (bardziej formalnie, sa to maksymalne topologicznie
spGjne podzbiory), zwane regionami reprezentacii.
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Przykiad: Wszystkie ponizej przedstawione figury sa planarnymi reprezenta-
cjami tego samego grafu: w kazdym przypadku regiony zosgaty po:xumcrowane,
przy czym region 1 jest ,nieskoficzony”, a pozostale sa ,,skoficzone™.

1
. 41l .
Pierwsze dwie reprezentacje sa zasadniczo takie same (lub ,réwnowazne”), rze

cia za$ nie, bo na przyklad zawiera region, ktérego granica skl‘ada si¢ 2 pnecx!tjx
krawedzi, a takiego regionu nie maja pozostale dwie reprezentacje.

Warto zauwazyé, iz dana planarna repre-
zentacje grafu, mozna .znicksztalcic”, 1a
chowujac ,,zasadniczo o samo” uloZzenic
wierzchotkéw, krawedzi i regionéw w len
$posob, ze kazda krawedZ bedzie -reprczen-
towana przez odcinek linii prostej. TCI:I 7a-
skakujacy wynik zostat udowodniony nicza-
leznie przez K. Wagnera w 1936 r. oraz L
Fary’ego w 1948 r. Przedstawimy. tutaj .Lro-
che og6lniejszy rezultat i naszkicujemy Jego
dow6d. W tym celu bedzie potrzebne pojecie Zbi6r § o ksztalcie gwiazdy
zbi ksztatcie gwiazdy: zbidr S lezacy na o
;'i)::?clz(;yr;xe nazy%va si¢ ,,zbiorem o lcs'ztalc:ie‘gwiazdy’.’, jezeli ISll'(ije Ezz;w(z)l;g
w nim okrag C (o dodatnim promieniu) tal'u,. 7e dla kazdego punktu x Z
y € C odcinek prostej od x do y lezy catkowicie w S.

Twierdzenie: (Fary’ ego/Wagnera) Dla dowolnej re[.)rez.enwcji plz%ngrfxgj grglfu g
i dowolnego skofczonego regionu F, ktdrego granica :](:St cykl, istnieje r vtr;ez
wazna reprezentacja grafu G, w kiorej kazda krawcdz. jest r‘cprezemowana prz
odcinck linii prostej, a region F jest zbiorem o ksztalcie gwuazdy. u
Szkic dowodu: Przeprowadzimy go przez indukcje wzg?cdem .hcztzy wxcrzch?;:
kéw, przy czym poczatkowe przypadki sa banalne; Zalézmy 'wngcl,: ze ryr;::‘ri\():lyﬁny
narng reprezentacje grafu G oraz okreélpny, sko_n(%zony region 1,\10% kicu"emy
cyklem, i zal6zmy, ze wynik ten zachodzi dla .mmeJS'{Lych gre.xfévy.. asz . }J\okek
dowéd dla grafu G w przypadku, gdy na granicy regionu F lstm'e{e v;ne;zmd e
v, ktérego usunigcie wraz z krawedziami (.lo niego dochodza}cymx zZp anion d e
prezentacji powoduje, ze F staje si¢ czescia wnckszego skon?czonego ;i%awie za:
ograniczonego cyklem (tak jak pokazano na nastgpnej fstronxe). Na;( pf) 1 PN
lozenia indukcyjnego pomniejszona reprezentaga moze byC prze SL'la' " Mo?z
7e kazda krawedZ jest linia prosta, a F " jest zbiorem o ksztaicie gwiaz d)('). nieg;)
liwe jest zatem umieszczenic w F° ! wierzchofka v tak, by dochodzace



172

krawedzie mogty z powrotem zostaé dodane jako nie przecinajace sie linic proste,

pozostawiajac F w postaci zbioru o ksztalcic gwiazdy i dajac tym samym 7adang
reprezentacje grafu G:

Jak widzieliSmy juz we wezesnicjszym przykladzie, jest wiele réznych repre-
zentacji planarnych konkretnego grafu planarnego. Jednak, jak Lo miato micjsce
w tym przyktadzie, wszystkie one beda miaty taka sama liczbe regionéw. Udo-
wodnimy ten fakt za chwilg. Wynik wyznaczajacy liczbe region6w poprzez liczbe
wierzchotkdw i krawedzi jest znany jako wzdr Eulera, gdyz jest bardzo zblizony
do jego rezultatu, dotyczacego liczby Scian w wypuktym wicloscianie. A tak na-
prawde to Cauchy w 1813 r. istotnic uog6lnit wynik Eulera na taki, kt6ry obejmo-
wat grafy planarne. (Wigcej szczeg6téw o historycznym rozwoju tego zagadnie-
nia mozna znaleZ¢ w wiclokrotnie juz wspominane;j, znakomilej ksigzce Graph
theory 1736-19306).

Przyklad: Rysunek z lewej strony pokazuje szkiclet szescianu. Stosujac trady-
cyjng terminologig dla takich bryt szescian ten ma 8 wierzchotk6w, 12 krawedzi

i 6 Scian. Dwunasto$cian, przedstawiony po prawej stronie, ma 20 wicrzchotkéw,
30 krawedzi i 12 $cian.
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W kazdym przypadku
liczba cian = liczba krawedzi — liczba wicrzchotkéw -2

i to whasnie ten og6lny wynik, zachodzacy dla wszystkich lalultéh;gryl (wz;
puktych wielogcian6w), zostat podany przez _Eulera \3\’/ 1752 r'.' X ag gc z.atg h
bryt moze byé przedstawiona w postaci pewnej »mapy na‘ plaszuy 1;:: 7’(; 3‘ oy
pokazano ponizej. W kazdym przypadkt’l 'oermeJc.my pldngr.na _rf:pWi(;rZCh (31-
grafu przy czym wicrzcholki/krawcdzie/s‘cnany danej .l.)ryty staja si¢
kami/krawedziami/regionami tej planarnej reprezentacjl.

7 G=(V,E)
=(W,E . .
liczba rcgigné\fr-:,lﬁ‘)t ~{vi+2 liczba region6ws== |E| — [V|+2 o

Twierdzenie: (Wzér Eulera) Niech G = (V,E) bgdzie spéjn‘ym grafgm glan_ar—t
nym. Wowczas w dowolnej planarnej reprezentaciji grafu G liczba regionow jes
réwna |E| — [V]+2. . . -
Dowdd: Przeprowadzimy go metoda indukcji wzgl@de‘m. liczby cy}.d§ z%walcr yga
w G. Jezeli graf nie zawiera cykli, to jest on drzewel'n i jest qczywxs}c, 7e ! azd la
jego planarna reprezentacja bedzie miata doktadnie jeden region. Wiemy, Ze
drzewa |E| = |V| — 1, czyli w tym przypadku

|E| —|V|+2=1= liczba region6w

jak zadali$my. Zatézmy wigc, ze graf plan_ar.ny ‘G'ma.co naj.mlr:ej j(;c,lzl C);li
i ze wynik jest prawdziwy dla graféw o mnicjsze] llczple cykli. 10%Wc Jd())l Jpc(i—
narna reprezentacj¢ grafu G. Niech e bedzie lfrawcdzxat w G, na cz; 2(} e
nego z tych cykli. Niech G' = (V,E \ {e}) bedzie g'rafem, otr:Lymany- N Pt
usuniecie krawedzi e. W6éwczas usunigcie ¢ z danej Pllanamq repreze « le o
G daje planarng reprezentacje grafu G'. PonTad.to G _]C‘S[ spdjny i mat " Jrafu
kli niz G. Mozemy wigc zastosowaé zatozenie indukcyjne do reprezentacjt g

G' = (V,E\ {e}) otrzymujac

liczba regionéw w reprezentacji grafu G' = [E\ {e}| = |V|+2=|E|-V|+1

Jaki wplyw na liczbe regionow bedzie miato wstawienie na swoje rpi_ejsc:a“‘; :2
reprezentacii brakujacej krawedzi e? Poniewaz e byla czedcia cykluy, jej ws
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nie podzieli jaki§ region w reprezentacji grafu G’ na dwa regiony, jak to zilustro-
wano ponizej.

G G G
liczba regiondw=|£] — [V|+ | liczba regiondw=|£] — |V]+2

W ten gposéb dana planarna reprezentacja grafu G rzeczywiScie ma |E| — |[V]+2
regiony. To koriczy dowdd przez indukeje. ]

Whiosek pierwszy: Niech G = (V, E) bedzie planarnym grafem o & sktadowych.
Woweczas, w dowolnej planarnej reprezentacji grafu G, liczba regionéw jest réwna
[El = |V]-+k+1.

Dowdd: Gdy mamy dang dowolng reprezentacje grafu G, wéwczas dodanie pew-
nych k — 1 krawedzi potaczy sktadowe i da w efekcie planarng reprezentacje spéj-
nego grafu planarnego G' = (V,E’) z taka samg liczba regionéw jak poprzednio;
g.

A

G el

Na podstawie wzoru Eulera liczba regionéw w planarnej reprezentacii grafu G/
(a tym samym w grafic G) wynosi

co bylo do udowodnicnia. o

Zauwazmy, ze ze wzoru Eulera nic mozemy stwierdzié, czy graf spciniajacy
takq zalezno$¢ jest planarny, gdyz twierdzcnie ma postaé ,.jezeli G jest planarny,
to ... ” Jednakze wz6r ten umozliwia wnioskowanie, ze pewne graly nie sq pla-
narne. W tym celu podamy teraz kilka dalszych wnioskéw 2 przedstawionego
twierdzenia. W nicktdrych ich dowodach bedziemy musieli policzyé krawedzie,
tworzace granicg danego regionu. Nie ma Zadnego problemu, gdy region jest ogra-
niczony cyklem, ale w og6lnym przypadku, jezeli ,,obie strony” krawgdzi sg cze-
§cig granicy lego samego regionu, to krawed? ta jest woéwczas liczona dwukrotnie
jako krawed? tworzgca granice.
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Przyklad: W tym przykladzie region 1 ma granicg ztozona z trzech krawedzi,
region 2 z szedciu krawedzi, a region 3 z jedenastu.

12
w

W tej sytuacji liczba krawedzi tworzacych wszystkie granice V\./ynosi 20,. co ieslt

podwojona liczba krawedzi. Wiasno$é ta bedzie ZaWSZe .spetmona, g/dyz kazda

krawed# (majac ,.dwie strony”™), jest liczona dwukrotnie jako krawed?Z tworzaca

granicg regionu,

Whiosek drugi: Jezeli G = (V,E) jest grafem planarnym, takim ze |V| 2 3,10
|EI<3V][-6

Dowdéd: Mozemy zatozy¢, ze G jest spojny (W przeciwnym.bowigm razie moglli-
by$émy dodaé odpowiednie krawedzie tak, by graf ten stat si¢ spéjnyz a nastepme
wywnioskowaliby$my t¢ nieréwno$é dla nowego grafu, a .wx.cc révs{mez (}la grafu
G). Rozwazmy dowolna planarna reprezentacje grafu G l mc':ch j. bcdzw: hc.zba
regionéw w (ej reprezentaciji. Zatozenie [V| > 3 gwaranwje, Ze kazdy region jest
ograniczony przez co najmniej trzy krawedzie, a wigc ogélr-la lfcgba krawc(.m t\{vo-
rzacych granice (liczac krawedZ za kazdym razem, gdy pojawi si¢ na granicy) JC’SF
réwna co najmnicj 3 f. Ale, jak wspomnieli$my powyzej, ogélna hczb.a krgwcdu
tworzacych granice jest réwna dokladnie 2|E| (gdyz kazda krawedZ jest liczona
wtaj dwukrotnie). W ten spos6b _
20E| 23/ =3(|E| - V] +2)
co koriczy dow6d zadanej nier6wnosci.
Przyklad: Pokazaé, ze graf Ks nie jest planarny. . .
Rozwiqzanie: Gdyby Ks byt planarny, wowczas na podstawie poprzedniego winio-
sku mieliby$my

O

IE| <3IV[-6 .

Ale dla grafu petnego na pigciu wierzchotkach [V| =5i|E| = 10. Tak wigc |E| é
- ¢ ie jest planarny.

® ?l)\ngitcp?\.c:SEiq\Sastv?\lii)g:il I[))1r‘:lktyc?1;nie powtarzaja poprze@ni, nieznacznie go
wzmacniajac.
Whiosek trzeci: Jezeli G == (V,E) jest planarnym grafem dwudzielnym, takim
ze V23,0

IE|<2lV|—-4
Dowdd: Przypomnijmy najpierw, ze gral dwudzielny nie ma cykli sk.ladajacyc:h
sie z nieparzystej liczby krawedzi: wynika stad, ze granic'a kazdego regionu w pla-
narnej reprezentacji grafu dwudzielnego musi skladaé' si¢ z parzystcj hc.zby kra-
wedzi. W ten spos6b zadna granica nie ma doktadnie trzech krawedzi. Zatem

s ——

0

i
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granica kazdego regionu skiada si¢ z co najmniej czterech krawedzi, Majac na

uwadze to niewielkie udoskonalenie, mozemy postapi¢ dokladnic tak samo, jak

w dowodzie drugicgo wniosku, otrzymujac:

zastap '3’ .
prrez 4 2E| 2 (E= V] +2)
skad wynika juz zgdana nierGwnosé. o

Przyklad: Pokazac, ze graf K» 4 nic jest planarny.
Rozwiqzanie: Dla tego dwudziclnego grafu petnego mamy |V| =6, |E| =9, a wiec
|E| £ 2|V| —4. Stad, na podstawie poprzedniego wniosku, K3 3 nie jest planarny,lJ

Whniosek czwarty: Niech G = (V,E) bedzic grafem planarnym, zawicrajacym
cykl i, w kiérym liczba krawedzi w najkr6tszym cyklu jest réwna r (liczba ta
nazywa si¢ obwodem grafu G). Wéwczas

(r=2)IEl < r(V]-2)

Dowdd: W jakiejkolwiek planarncj reprezentacji grafu G kazdy region ma granicg
ztozong z co najmnicj r krawedzi. W ten sposéb, wzmacniajac jeszcze bardziej
whniosek drugi,
28| >3 (1E| - V] +2)
;

skad wynika zadana nier6wnosé. 0O
Przyktad: Ponizej jest przedstawiony graf Petersena (nazwany na cze$¢ duri-

skiego matematyka, Juliusza Petersena, zyjacego w dziewigtnastym wicku). Po-
kazad, ze graf ten nic jest planarny.

Rozwigzanie: Dla gralu Pelersena obw6d r wynosi 5 (tzn. najkr6tszy cykl ma pigé
krawedzi). Ponadto |E| = 151 |V| = 10. W ten spos6b
45 = (r—2)|E| £ r(|V] —=2) =40
i z poprzedniego wniosku wynika, ze graf Petersena nic jest planarny. O
Wiemy juz, 7e Ks i K33 nie sg grafami planarnymi. W 1930 r. Kazimierz Ku-
ratowski przedstawit nadzwyczajny wynik, stwicrdzajacy, Ze zasadniczo s to je-

dync dwa graf nieplanarne. Dowi6dt on, zc kazdy nieplanarny graf musi, w pew-
nym sensie, ,,zawiera¢” Ks lub K3 3.
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Przykiad: WidzieliSmy w poprzednim przykladzie, ze graf Petersena nie jest pla-
narny: w ktérym miejscu graf ten zawiera podgraf Ks lub podgraf K3 37

Graf Petersena

Jego pewien podgraf

Zignorowane wicrzchotki stopnia 2
(tj. traktowane jako ,,przypadkowe wierzchotki
lezace na ,wigkszych krawedziach™:

mozna je po prostu usunac)

Kin

3

O

Musimy leraz uczyni¢ pojgcie Lignorowania wierzchotkéw majacych stopifzﬁ
2" bardziej precyzyjne. Dla zadanej krawedzi e = uv dowglnego gx:afu podzzat/‘ll
krawedzi e otrzymuje si¢, wstawiajac nowy wierzcholek w i zastgpujac krawedZ
uy dwoma krawedziami uw i wv.

u v~ u w v~
7 < T 7
Graf, kt6ry mozna otrzyma¢ albo z K, albo z K33 poprzez kolejfle. podziaty kra-
wedzi bedziemy nazywaé K-grafem. (Takie grafy zwane s réwniez ,homeomor-
ficznymi” z Ks lub K33.)
Przyklad: Wszystkie nasigpujace grafy sa K -grafami:

12 — Aspekty kombinatoryki
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Jest jasne, Zze podzial krawedzi jest tym samym co dodanie na niej przypad-
kowego wicrzchotka i ze nie bedzie to miato wplywu na planarno$é. Tak wiec
zaden z K-graféw nic jest planarny. Sformulujemy teraz godng uwagi odwrot-
no$¢ tego faktu, mianowicie, jezeli gral nic jest planarny, to musi zawieraé jaki§
K-gral jako podgraf. Dowdd tego klasycznego rezultatu mozna znaleZé na przy-
kiad w ksiazce: J.A. Bondy, U.S.R. Murty Graph theory with applications. My
natomiast oméwimy jedynie jeden z przypadkéw, kiéry wystepuje w dowodzie.

Twierdzenie: (Kuratowskiego) Graf jest planarny wiedy i tylko wtedy, gdy nie
zawiera jako podgrafu zadnego K-grafu.

Szkic dowodu: Na podstawie uwag poczynionych powyizej pozostaje tylko do
udowodnienia, ze kazdy graf nieplanarny zawiera K-graf. Tak wigc dowdéd polega
na pokazaniu, Ze jezeli G jest minimainym grafem nieplanarnym (w tym sensie,
ze usunigcie ktdrejkolwiek z krawedzi spowoduje, iz stanie sig on planarny) oraz
jezeli G nie ma wierzchotk6éw o stopniu 2, to wéwczas G jest grafem Ks lub K3 3.

Niech wigc G bedzie takim nieplanarnym grafem. Niech uv bedzie krawedzia
grafu G i niech G’ bedzie grafem, otrzymanym z G przez usunigcie krawedzi uv.
Woéwczas G jest planarny i mozna pokazaé, ze w (& istnieje cykl, powiedzmy C,
kt6ry zawiera oba wierzcholki u oraz v. W planarnej reprezentacji grafu G/ nie jest
mozliwe dodanie krawedzi uv bez przecigeia innej krawedzi. W pewnym sensie
reprezentacja grafu G’ ,rozdziela” wierzchotki u oraz v. W dowodach twierdzenia
Kuratowskiego zazwyczaj rozwaza sig, przypadek po przypadku, r6Zne sposoby
otrzymania tego rozdziclenia.

Najprostszy przypadek ma miejsce wiedy (i tylko ten bedziemy rozwazad),
kiedy istnieje szlak, przechodzacy przez wnetrze C, oraz szlak, idacy na zewnatrz
tego cyklu w nastgpujacy sposob:

Ale wowczas przedstawiona cze$é grafu G jest juz K-grafem, otrzymanym z K33
przez kolejne podziaty (w rzeczywistosci fakt, ze G jest minimalnym grafem nie-
planarnym, w ktérym nie ma wierzchotkéw stopnia 2 sprawia, Ze oba szlaki, we-
wngtrzny i zewngtrzny, sktadaja si¢ z pojedynczej krawedzi; zatlem powyzszy ry-
sunek jest catym grafem G).

a 17
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rych wierzchotek u moze byé rozdzielony od

Wszystkie inne przypadki, w k6 a

wierzchotka v doprowadzaja, w ostatecznobci, do Ks lub K3 3.
Pokazali$my juz, ze Ks i K33 nie sa planarne lecz, jak podaliémy w pllirw§z(i/m

przyktadzie tego rozdzialu, mozna narysowaé te gra.fy tak, py mxz'liy’ tylko éeo dn£

przeci@cie krawedzi. Zalem, jezeli rozszerzymy p’f)wmrzchlmc pIaSLCLyzn)g sode

jac maty ,,most” (topolodzy nazywaja go ,,ra(fzkg ),' {0 moZemy narysowa

grafy tak, ze zadne dwie krawedzie nie przecinaja si¢. »

Przyklad: Ponizej, uzywajac jednego mostu, grafy Ks i K33 zostaty narysowane

na plaszczyZnie tak, ze sadne dwie krawedzie nie przecinaja sig

Ks K3s

st aby narysowac na ptaszczyznie K7

iez prawda, ze wystarczy jeden mo :
e oot : y dstawiamy ponizej przypadek grafu

i K44 bez przecinajacych si¢ krawcdzi:' prze
Ke, pozostawiajac pozostale jako zadania.

N

Kq
0

W og6lnym przypadku, jezeli jest potrzebne minimgm g Fnost(?w, abz n{i‘i'y-
sowaé graf G bez przecinajacych si¢ krawedzi, to méwimy, ze G jest ro rz:ga nﬁ
i zapisujemy to nastepujaco YG) =g. W ten spos§b gra.xfy planarne sa %em o
rodzaju zero, a powyzszy rysunek pokazuje, ze Kg jest nieplanarnym gra
dzaju 1. . ‘

Mozna rozwazaé reprezentacj¢ jakiego$ grafu na powxcrzchm',
z plaszczyzny wraz z dodatkowymi mostami i otrzymaé wersje

sktadajacej si¢
wzoru Eulera
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dla graféw rodzaju g. Podamy teraz, bez dowododw, pewne konsekwencje takicgo
wzoru (odpowiadajace naszym waioskom w przypadku graféw planarnych).

Twierdzenie: Niech G = (V,E) bedzie grafem sp6jnym, takim ze |V| > 3. Wéw
czas

® [E] - 6¥(G) < 3]V[-6

(ii) jezeli G jest dwudzielny, to

|E| - 4¥(G) < 3|V|~4
(iil) jezeli G ma obwdd r, to

(r=2)|E

—=2rY(G) < r([V]-2)
0
Jezeli zastosujemy cze$€ pierwsza (cgo twierdzenia do grafu petnego K,
(2 |V] =noraz |E| = in(n - 1)), 1o wnioskujemy, ze
YK,) = —llin.(n— D-intl= T'i(n,m?))(n—tl)
Poniewaz rodzaj grafu jest liczba catkowitg, wynika stad, zc
YKn) 2 {T]i(” =3)(n-4)}

gdzie {x} oznacza najmniejsza liczbg catkowita, wicksza badz réwna x. Tak wiec,
na przyktad y(K7) > {1} =1, a y(Ks) > {3} = 2. W rzcczywistosci Y(K7) = 1,
aY(Ks) = 21i, w przypadku dowolnego grafu petnego, mamy zawsze réwno$é (jak
ustala to nastgpne twicrdzenie).

Podobnie, czes¢ (ii) poprzedniego twierdzenia moze byé zastosowana do dwu-
dzielnego grafu pelnego Koo

'Y(Km,n) P {%(m - 2)(” - 2)}
i réwniez tym razem w rzeczywistosci zachodzi réwnogé.
Twierdzenie: (i) Y(K,) = {5 (n—3)(n—4)}
(i) V(Kinn) = {3(m—2)(n—2)}
gdzie {x} oznacza najmniejsza liczbe catkowita, wicksza badZ réwng x. 0

Rezultat dotyczacy rodzaju graféw pelnych zostal udowodniony dopicro

w 1968 r. (przez G. Ringela i J. Youngsa): jest on $cisle zwiazany z problemem

kolorowania map, kiry jest tlematem naszego nastgpnego rozdziatu,
ZADANIA

1. Niech G = (V, E) bedzie gralem planarnym. Pokazaé, 7e:

rd
(1) jezeli G nie zawiera wicrzchotkéw stopnia 0 oraz G ma planarng repre-

zentacje, w kiérej kazdy region jest ograniczony trzema krawedziami, to
|E| =3|V]—6;
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(i) Jezeli G ma planarng, reprezentacje, w kiérej zaden region nie jest ogra-
niczony trzema lub mniej krawedziami, (o |E | <2lv]—-4.

2. Ktére z przedstawionych grafow sa planarne? W przypadku grafu planarnego
narysowaé jego prostoliniowa planarna, reprezentacje, a w przypadku grafu
nieplanarnego znalez¢ K-graf, ktéry jest jego podgrafem.

o (i [W,O]

3. Niech G bedzie grafem planarnym, dla ktorego w pewnej jego.plar.\arr’\ej re-
prezentacji kazdy region jest ograniczony cyklem o parzystejihczble kra[\x\/;i
dzi. Pokazad, ze G jest dwudzielny. ‘ ]

4, Uzywajac jednego mostu narysowac na plaszczyiniq grafy K7 i‘K'4,4 bez
przecinajacych si¢ krawedzi (co jest réwnowazne z ich narysowamerélk na
powierzchni ,,torusa”, kt6ry przypomina obwarzanek z otworem W §ro [1(1))1

5. Grubos¢ t grafu G = (V,E) jest najmniejszq liczba’ graféw plaga;nyr(‘:lt}
(V,Ey),...,(V,E) takich, ze E\U...UE =E. Pokazzfc, 2¢ dl.a IZI > ’ gZe
bogé grafu G wynosi co najmniej {|E| /(3]Vl —6)} i wywnioskowac,
grubogé grafu petego K, wynosi co najmniej [£(n+T)).

6. Przypomnijmy, ze ,dopetnieniem” grafu G =(V,E) jest graf G = (V,E),
gdzie
E={w:wweV,v£wiuw¢E}

(i) Znalezé graf G na o$miu wierzcholkach taki, ze zaréwno.G jak i gjf:ls(t
planarny. (W rzeczywistogci mozna wybraé G w ten spos6b, ze, na do at[cOi
Gi G sa izomorficzne .

(i) Udowodnié, ze jezeli [V] 2 11,10 Gi G nie moga by¢ grafarf\i planam“t'ir;l(;
(W rzeczywistosci wynik ten jest prawdziwy dla [V| > 9, lecz jest g0 0 Wi
trudniej udovybdnic’:‘).
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7.

10.

11.

12.

Rozdzial 13

Rozwazmy wielobok o n bokach wraz
ze wszystkimi przekatnymi (tak jak
pokazano w przypadku n = 6). Za-
t6zmy, ze przez kazdy punkt prze-
cigcia przechodza co najwyzej dwie
sposréd tych przekatnych, Traklujac
kazdy punkt przecigcia jako wierzcho-
lek grafu, otrzymujemy rysunek grafu
planarnego (tak jak pokazano). Stosujac
wz6r Eulera, wyznaczyé liczbe regio-
ndéw, na kidre zostat podzielony ten'wie-
lokat. (Jest to alternatywne podejscie do
zadania 12 z rozdziatu ). [W,0]

Niech G bedzie grafem planarnym, w ktérym kazdy wierzchotek ma sto-
pien 3.

(i) Pokaza¢, ze jezeli G ma planarng reprezentacje, w kiérej kazdy region
jest ograniczony czterema lub szedcioma krawedziami, to istnieje doktadnie
sze$€ regionéw ograniczonych czterema krawedziami. [W]

(ii) Pokaza¢, ze jezeli G ma planarng reprezentacje, w kiérej kazdy region
jest ograniczony pigcioma lub sze§cioma krawedziami, to istnieje doktadnie
dwanascie regionéw ograniczonych pigcioma krawedziami.

W kazdym z przypadkéw podaé dwa przykiady takich graféw, kt6re maja
rézng liczbe wierzcholkdéw. [O]

- Niech G bedzie planarnym grafem dwudzielnym, w ktérym kazdy wierzcho-

tek ma stopien d. Pokazaé, ze d < 4.
Czy istnieje taki graf dla d = 3? (O]

Niech G bedzie grafem planarnym na co najmniej trzech wierzchotkach i, dla
kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, niech v, bedzie liczba wierzchotkéw
stopnia n. Pokazaé, 7e

oo

Y (6—n)v.>12 (W]

n= [}
Wywnioskowa¢, z¢ G ma co najmniej trzy wierzcholki stopnia 5 lub mniej.
(W]
Stosujac zadanie 10; udowodnié przez indukcje, ze wierzchotki grafu planar-
nego mozna pokolorowacd sze§cioma kolorami, N
Niech G = (V, E) bedzie sp6jnym grafem planarnym, w kt6rym kazdy wierz-

chotek ma dodatni stopierni o i dla ktérego, w pewnej planarnej reprezentacii,

. 183
Grafy planarne
kazdy region jest ograniczony ¢ krawegdziami. Pokazaé, 7
111 (W
—— > — )
C —{ d 2 . . .
Wypisaé wszystkie pary liczb catkowitych ¢,d (= 3), kidre spetniaja te r;g]

13.

r6wno$é i w kazdym przypadku wyznaczy¢ opisany wyzej graf G.

Gra, zwana po angielsku ,sprouts” j(?st gra fnicdzy dwoma ?sobarr;néclza
ptaszczyznie jest oznaczona dowolna hgzba wnerzchoﬂcé\'av.. Ke}f ()1, Zo%n ) iq}(li
na przemian, dodaje nowy wierzcholek i taczy g0 kfa\aicdzlamx z wv;n : ;u-
niejacymi wicrzchotkami. Jedynymi w.anfnkamx s4 Le,. z:e (Ztrgymy icrz}; gg.lek
nek musi by¢ planama reprezentacja jakiego$ grafu i ze zaden w ool
nic ma stopnia wigkszego od 3. Przegrywa }en gr.ac.z, ktél"y gxcr O.C Zy[ko_
moze wykona¢ swojego ruchu. Pokazaé,' ze me;alezrye od liczby p q[w]
wych wierzchotkéw, gra zawsze musi mie¢ swoj koniec.
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Kolorowanie map

Rozdzial ten dotyczy kolorowania obszaréw mapy w Laki Sposob, ze zadne dwa
przylegie obszary nie majq tego samego koloru.

Przyklad:

Mamy przed soba mape Australii. Kazdy jej fragment (takZe olaczajace morze)
zostat tak ,,pokolorowany”, ze zadne dwa przylegle obszary nic majg tego samego

ko‘loru.. Qiyliémy do tego czterech L koloréw™ i dla tej konkretnej mapy jest (o ich
najmniejsza mozliwa liczba, ]

w jaki‘:'sposéb kolorowanic mapy moze by¢ traktowane matematycznic jako
cz¢S¢ teorii graféw? Nastepny przyktad pokazuje dwic takic mozliwosci.

Przyk?ad: Poprzednia mapa Australii moze byé traktowana jak planarna repre-
zentacja grafu:
\
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Kolorowanie mapy jest wéwczas po prostu kolorowaniem region6w planarncj re-
prezentacji w taki sposéb, ze zadne dwa regiony, majace wspélng graniczng kra-
wedZ, nie maja tego samego koloru.

Alternatywnie mozemy uzy¢ innego grafu, by wskazad, kiGre obszary sa przy-
legte. /d\ przyktadzie ,australijskim” bedzie siedem wierzchotk6w, reprezentuja-
cych siedem obszaréw, a dwa wierzchotki beda potaczone krawedzia, jezeli od-
powiadajace im obszary maja jedna lub wigcej wspolnych granic. Powstaty graf
bedzie rzeczywidcie planarny, poniewaz jego planarna reprezentacja moze by¢
natozona na tg¢ mape, tak jak to pokazano:

Kolorowanic zadanej mapy jest teraz réwnoznaczne Z kolorowaniem wierzchot-
kéw tej nowej graficznej reprezentacji. O

Powyzszy przyktad pokazuje, ze kolorowanie mapy moze by¢ traktowane jako
kolorowanie regionéw planarnej reprezentacji grafu lub jako kolorowanic wierz-
chotkéw pewnego nowego grafu planarnego. Dla wiekszogci naszych rozwazan
bedziemy si¢ zajmowali kolorowaniem regionéw, a do postaci wierzchotkowej
powr6cimy w ostatniej czesci tego rozdziatu.

Badajac kolorowania regionéw planarnych re-

prezentacji grafu, ograniczymy nasza uwage do gra-  Przesmyk
f6w, ktére faktycznie moga powstaé z uzywanych {
w praktyce map. Po pierwsze bedziemy zaktadac,
ze grafy sq spéjne (gdyz w przeciwnym razie kolo-
rowanie r6znych sktadowych byloby kolorowaniem
oddzielnych wysp). Po drugie bedziemy zakladac,
ze graf nie zawiera przesmyku, tzn, krawedzi, ktérej
usunigcie rozspGjnia graf. Czynimy to dlatego, ze
w dowolnej planarnej reprezentacji grafu zawiera-
jacego przesmyk, krawedZ ta bedzie miala ten sam
region po obu swoich stronach, a w praktyce nigdy nic napotkamy takich granic.
Tak wicc zdefiniujemy teraz mape jako planarna reprezentacje spéjnego planar-
nego grafu z co najmnicj jedna krawedzia, z kt6rych zadna nie jest przesmykiem.
Wéwezas kazda krawedz jest czescia granicy dwéch réznych regionéw.
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/
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W ten sposob kolorowanie mapy wykonujemy przez przypisanie koloru kaz-
demu regionowi mapy tak, by zadne dwa regiony majace wspélng graniczng kra-
wedZ nie mialy tego samego koloru. Stawiamy teraz nastgpujace pytanie: ilu ko-
lor6w potrzebujemy, aby méc pokolorowaé kazda mape? W powyzszym ,austra-
lijskim™ przykladzie wykorzystaliSmy cztery kolory i, jak czytelnik niewatpliwie
wie, cztery kolory zawsze wystarczy, Zanim przystapimy do omawiania niezmier-
nie trudnego ,wierdzenia o czterech kolorach”, przyjrzymy sie pewnym slab-
szym rezultatom dotyczacym kolorowania map. Pierwszy z nich charakteryzuje
te mapy, kiére moga by¢ pokolorowane dokladnie dwoma kolorami.

Przykiad: Na rysunku z lewej strony jest przedstawiona mapa, kiérej kazdy
wierzchoiek (grafu zwiagzanego z (3 mapa) jest stopnia parzystego. Tak wigc kra-
wedzie tworza sume roztacznych cykli, jak to pokazano na $rodkowym rysunku,
Uzywajac pierwszego koloru dla regionéw lezacych wewnatrz nieparzystej liczby
sposrdd tych cykli i drugiego koloru dla regionéw lezacych wewnatrz parzystej
liczby sposrdd tych cykli, otrzymujemy kolorowanic mapy przedstawione po stro-

nie prawej.
4/—
]
\\\
\~_

Twierdzenie: Mape mozna pokolorowaé dwoma kolorami wiedy i tylko wiedy,
gdy kazdy wierzchotek jest stopnia parzystego.

Dowdd: (=) Zat6zmy najpierw, z¢ mapa (wraz ze zwia-
zanym z nig grafem G) zostata pokolorowana dwoma ko-
lorami. Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem w G
i niech n bedzie stopniem wierzchotka v. Oznaczmy
w pokolorowanej mapie regiony spotykajace si¢ w v jako
Ji:S2y .o, fu, zgodnie ze wskazéwkami zegara, dookota
v, tak jak to pokazano. W rzeczywistosci te regiony nie
musza by¢ wszystkie rézne; jest mozliwe na przyklad,
ze regiony fi i f3 sa tymi samymi regionami. Jednakze
niewystgpowanie przesmykéw oznacza, ze f jest innym
regionem niz fo, f, innym niz f3, ... i f, innym niz f;.
W ten sposéb dwa kolory mapy wystepuja wokét v na
przemian, tak jak pokazano, a stad wynika, Ze n jest pa-
rzyste. W konsekwencji kazdy wierzcholek grafu G ma
stopieri parzysty.

7
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(+=) Na odwr6t, zatézmy, Ze kazdy wAierzchotck‘ grafu G zwia_zanftgo z dang
mapa ma stopnieri parzysty. Wowcezas G jest grafem eulerowskim i, ng mocy
(wierdzenia ze strony 85, zawiera pewne cykle Ci,... ,Cr, kibre wyl‘cor'.Lystu_;q
kazda krawedZ grafu G dokladnie jeden raz. Spéjrzn']y teraz na roz}ozeme fyCh
cykli na mapie: kazdy ma »wnetrze” 1 dla ka'ldeg? rchopu.map.y mozemy wy/,na:
czy6 liczbe cykli, wewnatrz ktérych lezy ten region. Jezeli region 1?23_/ we\l;s(/nlzum
nieparzystej liczby spo§réd cykli Cy,...,Cr to (‘ﬂa tego re'gxpntl!u.Lme)/l oloru
pierwszego, a jezeli lezy on wewnatrz parzyitf,)dle:z)by cykli, to uzyjmy dla niego

coloru drugiego (lak jak w poprzednim przykiadzie).
1\0;& metf);dagulr(xoﬂijwia kglorowanie kazdego regionu jednym spgéréd dwéch
koloréw. Ale czy otrzymujemy w ten sposéb wilasciwe ko!orowame @apy?go
znaczy, czy kazda krawedZ tworzy czesé granicy dwdch regionéw 0 réznych’ 0-
lorach? Niech e bedzie dowolng krawedzia grafu G. Wéwczase nalezy flo dok{z}d—
nie jednego sposréd cykli Ci, ... ,Crs zai(’)"z,my,. 7e lezy ona w C, Zztlézmy tak’ze:
7e region z jednej strony krawedzi e ma, powne(.lzmy, kolor pierwszy. WEIWCfas
region ten lezy wewnatrz nieparzystej liczby cykli spoﬁr'(x‘l C,. : ..,Cv,‘. P.rze OC{,’C'-
nie krawedzi e w celu dotarcia do regionu lezgcego po jej drugxe} stronie oznélua
przeciecie jednego cyklu, w tym przypadku C;. Latwo wucgmﬁozna zau,':\-/azy g‘ g(i
region po drugiej stronie krawedzi e lezy wewnatrz parzystej liczby cyI.\ i Sposroc
Cy,...,Cr, bedzie on wigce miat drugi kolor. W ten spos6b pokolorowali§my mapé
dwoma kolorami, co bylo do udowodnienia.

Czy isinieje mapa geograficzna, pokolorowana pr{iwi(iiovyo przy u:lycm lzlllrco
dwéch koloréw? Jest to mato prawdopodobne poniewaz, jak moéwi pOWyLS{‘C
wwierdzenie, kazdy wierzchotek musiatby micé stopie.r’l parzys'ty. Mapy geogra-
ficzne nie daja, rzecz jasna, wierzchotkéw stopnia drugiego, a wmrzct.\olek'o stop-
niu 4 lub wiecej oznaczalby, ze co najmniej cztery obszary .st){kaqa sig w Jednymh
punkcie: czy jest takie miejsce, gdzie tak si¢ dzieje? Oczyw1§cne zadr.le‘z czierec!
hrabstw Wielkiej Brytanii nie stykaja si¢ w jednym punkcie (.chocxaz hr'a})séwa
Cambridgeshire, Leicestershire, Lincolnshire i Northamptonshire dochodfq rar—
dzo blisko do jednego punktu w okolicy Stamford). Aby z‘aznaczyé' rzadlg p{/‘y-
padek czterech obszaréw stykajacych si¢ w jednym pungcnc, skrzyzowarme c;u.:—
rech amerykanskich stanéw: Arizona, Utah, Kolorad(? i I?l(?wy Mcksyl\_, t'ra} n;e
nazwano Four Corners (Cztery Narozniki). W rzeczywistosci ogromna WIQI\SL.()‘ ¢
wierzchotkéw na mapach geograficznych ma stopieft 3. Z tego powodu shlpquy
nasza uwage na mapach szegciennych, tzn. majgcych lfa?dy w1crzc.hf)1el'< stgprga
3. Istniejg réwniez matematyczne przestanki, uzasadniajace ograniczenie sSi¢ 0
rozwazania map szeéciennych.

Przyklad: Zalézmy na razie, ze hrabstwa Cambridgeshife, LcicesFershirc, Lm
colnshire i Northamptonshire stykaja si¢ w jednym punkcie v. Zalézmy réwniez,

. ze znamy juz metode kolorowania wszystkich szegciennych map czterema kolo-

rami, a teraz nalezy pokolorowa¢ ta metoda mape¢ brytyjskich hrabstw.k\I:dl({zrtlﬁ
utworzy¢ nastgpujaca mape (powstanie wiedy obszar oznaczony na rysun ut):
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Lincs - - Lincs -

.- Northants .. - Northants

Sv=4 Wierzcholki stopnia 3

Powtarzajac ten proces przy wszystkich wierzchotkach stopnia wigkszego niz 3,
otrzymaliby$my nicco bardziej skomplikowana szeScienna mapg. Mozna wéw-
czas pokolorowa¢ nowg szeScienng mape czterema kolorami, a nastgpnie usunaé
nowo utworzone hrabstwa (obszary), otrzymujac kolorowanie wyjsciowej mapy

czlerema kolorami:

) 77

“

PN

W ten sposob, zardwno pod wzgledem geograficznym, jak i matematycznym,
jest uzasadnione ograniczenie uwagi do map szefciennych, Zanim przejdziemy
do twierdzen dotyczacych kolorowania takich map, zauwazmy, jako prosty wnio-
sek ze wzoru Eulera, z¢ w kazdej szedcienncj mapie bedzic zawsze ¢o najmnicj
jeden region ograniczony piecioma lub mniej krawedziami. W przeciwnym bo-
wicem razie kazdy region bylby ograniczony co najmniej sze$cioma krawedziami
i w rezultacie (zliczajac graniczne krawedzic) otrzymaliby$my nicréwnosé:

2E| <6(E| - [V[-+2)

z ktdrej wynikaloby, ze 2|E| > 3|V|. To za$ przcczytoby faktowi, ze kazdy wicrz-
chotek jest stopnia 3. Zatem kazda sze§cienna mapa rzeczywiscic zawicra region
ograniczony co najwyzej pigcioma krawedziami i mozemy skorzystaé z tego fakiu
w dowodach kolejnych twierdzen o kolorowaniu. Nastgpne twicrdzenic odpo-
wiada na pytanie, kiedy trzy kolory wystarczajy do kolorowania map szcdcien-
nych.

Twierdzenie: Mapa szedcicnna moze by¢é pokolorowana trzema kolorami wtedy
i tylko wiedy, gdy odpowiadajacy jej graf jest dwudziclny.

Dowdd: (=>) Zat6zmy najpicrw, Z¢c mapa szescicnna ( z odpowiadajacym jej gra-
fem G) zostata pokolorowana trzema kolorami. Pokazemy, ze kazdy cykl w G
sklada si¢ z parzystej liczby krawedzi i, na mocy twierdzenia ze strony 53, udo-
wodnimy, Zze G jest dwudzielny.
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Zanim rozwazymy dowolny cykl
grafu @G, niech G bedzie cyklem,
ktéry tworzy granicg regionu f; na
naszej mapie. Wéwczas, poniewaz
kazdy wierzchotek ma stopied 3,
mamy sytuacje taka, jak pokazano
po prawej stronie: jeden z kolorow
bedzie uzyty dla f;, a pozostate dwa
beda musialy wystgpowac na prze-
mian wokolo f;. Wynika stad, ze C;
ma parzysta, liczbg krawedzi.

Niech teraz C bedzie dowol-

nym cyklem grafu G i zalézmy,
7e na mapie wewnatrz C lezg re- @
giony fi,...,fr. Wynika stad (tak
jak w zadaniu 3 poprzedniego roz- @
dzialu), ze cykl C sktada si¢ z pa-

rzystej liczby krawedzi. Rzeczy- @@
wiscie, jezeli kazdy region f; jest

ograniczony przez cykl C;, tak jak

pokazano, i jest doktadnie m krawe- . ‘ _
dzi wewnatrz C, to proste zliczenie, korzystajace 2 zasady wlaczania/wylaczania

daje

|C] = |Cy] - ...+ |Cy| —2m = liczba parzysta
kazdy jest parzysty

Zatem kazdy cykl grafu G jest parzystej dhugosci a wigc G jest dwudzielny.

(<=) Na odwrét zat6zmy, ze mamy dang
mape sze$cienna, kidrej graf G = (V,E)
jest dwudzielny. Poniewaz G jest planar-  iohissiniosec 2
nym grafem dwudzielnym, to na mocy trze-
ciego wniosku ze strony 175, otrzymujemy,
ze |E| < 2|V| —4. Tak wigc majac na uwa-
dze fakt, ze kazdy wierzchotek ma stopiefi 3,
dostajemy

3|V| =2|E| <4[V| -8

i wynika stad, ze |V]| > 8 oraz E| 2 12, : : L
W rzeczywistosci mozna sprawdzi¢, ze wszystkie szeécnenne., dwuc'izx(?h.lc mapy
z |E] =12 53 Lidentyczne” z mapa przedstawiong po prawej stronie, 1 ze Mmoga
byé pokolorowane trzema kolorami, tak jak pokazapo. ' )

Dowdéd tej czesci przeprowadzimy teraz przez mdukc_](? wz.glc.de'm |E i'. N(;llj |
mniejszym osiagalnym przypadkiem jest |E| = 12 i wlasnie widzieli$my, Ze dla
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takich map wystarcza trzy kolory. Zatézmy
wiec, ze |E| > 12 i ze rezultat zachodzi dia hi

graféw o mniejszej liczbie krawedzi. Ma-
jac na uwadze komenlarze poprzedzajace Lo Ja f f
twierdzenie, wiemy, Ze mapa szescienna za-
wiera region ograniczony (rzema, czlerema h

lub pigcioma krawedziami. Jednakze dwu- . .
dzielno$é grafu oznacza, ze Zaden region nie

jest ograniczony nieparzysta, liczba krawedzi, a wiee w tym przypadku mapa ma
region f ograniczony dokladnie czterema krawedziami. Przedstawiamy jeden z ta-
kich regionéw na rysunku po prawej stronie, gdzie oznaczyliémy cztery przylegle
regiony f1, f2, /3 1 fa zgodnie ze wskazéwkami zegara, dookota f. Jest catkiem
mozliwe, Ze fi i f3 sa w rzeczywistlosci czedeia tego samego regionu, i jest réw-
niez mozliwe, ze f5 i f4 s4 czgéeig tego samego regionu. Jest jednak niemozliwe,
aby obie te sytuacje zachodzity jednocze$nie, gdyz to spowodowatoby, Ze region
fi/f3 przeciatby w pewnym punkcie region fp/fa. Zalézmy wigc, nie tracac na
og6lnosci, ze fy i f3 sa réznymi regionami, tak jak pokazano ponizej. Wéwczas
zmodyfikujmy f oraz jego granicg, tak jak pokazano, pozostawiajac pozoslala
czg$é mapy nienaruszona:

N
(parzysty)

Ja f fa
(parzysty) (parzysty)
- B ——
(parzysty)

Po krétkiej chwili zastanowienia dojdziemy do wniosku, Ze nowy rysunek jest
w dalszym ciggu szegcienng mapa, ktérej graf jest dwudzielny: fakt, ze kazdy
wierzcholek ma w dalszym ciggu stopied 3, jest bezposredni, a fakt, ze kazdy
region jest w dalszym ciagu ograniczony parzysty liczba krawedzi, jest tatwy do
sprawdzenia, Ponadto nowa mapa ma mniej krawedzi, a wige mozemy zastosowac
zatozenie indukcyjne, wykazujac, Ze moze byé pokolorowana trzema kolorami.
. Ponizej pokazujemy jedno takie kolorowanie: zauwazmy, ze picrwszy kolor jest
uzyty dla f7, a pozostate dwa kolory musza by¢ rozlozone na przemian dookota
. Prosty test dwoistosci wokot krawedzi regionu [ pokazuje, 7e w kazdym ta-
kim kolorowaniu regiony f; oraz f; beda miaty ten sam kolor. Wéwczas tatwo
jest przywr6ceié wyjsciowq postaé mapy i dostosowaé do niej to kolorowanie bez
uzycia dodatkowych koloréw:
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zadana mapa moze by¢ pokolorowana trzema kolorami, co

Pokazali§my wigc, 2¢ o

koriczy dowdd przez indukcie.

ch kolor6w przechodzimy teraz do czte-
rech koloréw. Krétka chwila zastanowienia nasunie my§l_, 7e poprzc?dnie twierdze-
nie moze by¢ przeformutowane nastepujaco: mapa szeécncnna'da sie poko}qqué
rzema kolorami weedy i tylko wiedy, gdy wierzchotki 0(1p0w1adajacego jei greffu
moga by¢ pokolorowane dwoma kolorami. Nastepny rezultat. zgrabnie lac_zy Lq—
lorowanie sze$ciennych map czicrema kolorami z kolorowaniem krawedzi grafu

irzema kolorami.

Rozwazywszy przypadki dw6ch i trze

lorowania mapy Australii

: iimy wczesniejszy przyklad poko ‘
Przyklad: Przypomnijmy jszy p ok Jak

. . 1"
czterema kolorami i nadajmy kolorom nazwy 007, ,,017,
pokazano:

Poniewaz kazda krawedZ rozgranicza dwa regiony 0 réinyclr? kolorach, mozemy
zatem uzyé tych koloréw do wyznaczenia koloru tej krawedzi. Na przykiad

10 po jednej stronie i 01 po drugicj = uzy¢ 11 dla krawedzi.

Podobnie
10/11 = 01, 10/00 = 10, 01/11 = 10, 01/00 = 01, 11/00 = 11
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To daje w rezultacie nastgpujace kolorowanie krawedzi grafu trzema koloratrﬁ:

10

0/

’ W,
11 10
[

. ZaléZmy teraz, ze przedstawiono nam powyzsze pokolorowanie krawedzi: ist-
nicje 9lcgancka meloda wyznaczajaca z nicgo pokolorowanie mapy czterema ko-
lorami. Na rysunku przedstawionym ponizej z lewej strony, oznaczyli§my przez
»17 te regiony, kidre lezg wewnatrz cyklu utworzonego przez krawedzic (lwécP;
kolor§w 10 i 11, pozostale regiony sy oznaczone przcz ,0". Na rysunku po prawej
stronie oznaczyliSmy przez .17 te regiony, kt6re leza wewnatrz cyklu, utworzo-
nego przez krawedzie dwéch koloréw 01 i 11, oznaczajac pozostate przez ,,0”:

10/11 krawedzie

01/11 krawedzie

Te dwa rysunki nadaja kazdemu regionowi dwa ,,wyniki”: na przyktad Austra-
hg Zachodnia ,,zdobyta” 0 na lewym rysunku a I na prawym rysunku, mozemy
wigc uzyC dla niej koloru 01. Takie postgpowanie nic tylko da nam 1;1ozliwo§é
pokolorowania mapy czterema kolorami 00, 01, 10§ 11, ale réwnicz doprowad‘zi

nas w tym przypadku do tego samego kolorowania, od ktérego rozpoczelismy ten
przyktad:

.
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Twierdzenie: Mapa szefcienna moze by¢ pokolorowana czierema kolorami
wtedy i tylko wtedy, gdy krawedzie odpowiadajacego jej grafu moga by¢ pokolo-
rowane trzema kolorami.

Dowdéd: (=) Zatozmy najpierw, ze szecienna mapa (wraz z odpowiadajacym
jej grafem G) zostata pokolorowana czterema kolorami. Przypiszmy tym czterem
kolorom nazwy ,,00”, ,,017, ,10™ i ,,11”. Tak jak w poprzednim przykiadzie wy-
konujemy kolorowanie krawedzi grafu G dokladnie trzema spoéréd tych koloréw.
Aby wyznaczy¢ kolor, ktéry nalezy uzy¢ dla krawedzi, wezmy pod uwage kolory
po kazdej jej stronie i przyjmijmy nastgpujace zasady:

10 po jednej stronie i 01 po drugiej = uzy¢ 11 dla krawedzi

10/11= 01, 10/00 = 10, 01/11 =10, 01/00=> 01, 11/00 = 11

W ten sposéb kolorujemy kazda krawedZ jednym z trzech koloréw 01, 10 oraz
11, ale czy jest to poprawne kolorowanie; tj. czy w kazdym wierzchotku wszyst-
kie trzy spotykajace si¢ krawedzie maja r6zne kolory? Zat6zmy na przykiad, ze
regiony o kolorach 00, 01 i 11 stykaja si¢ w jakim§ wierzchotku: wéwczas trzy
krawedzie dochodzace do tego wicrzchotka, beda miaty kolory 01, 10 oraz 11, tak
jak pokazano: :

oo 01

11 o1
10
Regiony ! ! Krawedzie

Przypadki pozostatych kombinacji trzech koloréw regionéw stykajacych sig
w wicrzchotku moga byé sprawdzone w podobny spos6b. Zatem taka konstrukcja
rzeczywidcie daje kolorowanie krawedzi grafu trzema kolorami.

(+=) Na odwr6t zat6zmy, ze mamy zadane pokolorowanie krawedzi grafu
trzema kolorami 01, 101 11. W6wczas kazdy kolor wystepuje przy kazdym wierz-
chotku, a wiec w podgrafie otrzymanym przez usunigcie krawedzi koloru 01,
kazdy wierzchotek ma stopiedi 2. W ten spos6b kazda skladowa tego podgrafu
jest, po prostu, cyklem (i chociaz s one rozlaczne, to jest catkiem mozliwe, Ze na
mapie jeden z tych cykli bedzie wewnatrz innego). Zatem na mapie kazdy region
bedzie wewnatrz albo parzystej liczby cykli (uzyskujac ,wynik™ 0), albo nieparzy-
stej liczby (uzyskujac ,,wynik” 1). Podobnie, jezeli zamiast poprzednich usuniemy
krawedzie koloru 10, to kazdy region bedzic wewnalrz albo parzystej liczby pozo-
statych cykli (uzyskujac drugi wynik 0), albo nieparzystej liczby (uzyskujac drugi
wynik 1). W konsekwencji takie postgpowanie nadaje kazdemu regionowi jeden
spogréd podwdéjnych wynikéw 00, 01, 10 lub 11 i, traktujac je jako kolory, daje
to mozliwo$¢ pokolorowania mapy czterema kolorami. Rzeczywiscie, postgpujac
w ten spos6b kolorujemy kazdy z regionGw i musimy jedynic sprawdzi¢, czy dla
kazdej krawedzi e dwa regiony lezace po obu jej stronach maja r6zne kolory.

13 — Aspekly kombinatoryki
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Zal6zmy, dla przyktadu, ze ¢ ma kolor 10, aregion [, lezgcy « jednej jej strony,
ma kolor 11. Wlwczas w powyZszym poslgpowaniu region / ma pierwszy wynik
réwny 1, tzn. lezy wewnatrz nieparzystej liczby cykli, kiérych krawedzie majg
kolory 101 11. Ale wtedy przejécic przez krawedZ e (o kolorze 10) zmieni liczbe
cykli o 1 i doprowadzi do regionu /7, lezacego wewnatrz parzystej liczby cykli,

tj. majacego pierwszy wynik réwny 0. Drugi wynik jest w tym przypadku nie

zmieniony, a wige kolor regionu f” jest 01. W ten sposéb te dwa regiony lezace po
obu stronach krawedzi e majg rzeczywiScie rézne kolory. W ogdlnym przypadku
dwa regiony przylegle do krawedzi o kolorze 10 majy c6Zne picrwsze wyniki,
dwa regiony przylegte do krawedzi o kolorze 01 majg ré7ne drugic wyniki, a dwa
regiony przylegte do krawegdzi o kolorze 11 majy rézne zaréwno pierwsze, jak
i drugie wyniki.

Zatem we wszystkich przypadkach dowolna krawedZ rozgranicza dwa regiony
o réznych kolorach: rzeczywiscic wigce za pomocg czterech koloréw mozna poko-
lorowaé wiasciwie mape, co koriczy dowdd twierdzenia. ' 0

Chociaz jest to zachwycajacy rezultat, pokazuje on jedynic réwnowazno$é
dwdch niebanalnych wiasnodci. Pierwsza z nich stwicrdza, ze kazdy szedcienng
mape¢ (a zatem i kazda mape) mozna pokolorowaé czterema kolorami: jest (o
stynne ,,twierdzenie o czterech kolorach”. Jezeli chodzi o druga wtasno$cé, to od-
wolajmy si¢ do naszej dyskusji w rozdziale 7 dotyczacej twierdzenia Vizinga:
jezeli graf ma najwigkszy stopiefdt wierzchotka d, to jego krawgdzie mozZna po-
kolorowaé d -- 1 kolorami. Dla niektdrych jednak graléw wystarczy d kolor6éw
i, w ogblnym przypadku, wyznaczenic prostych klasyfikacji takich graféw jest
niebanalnym problemem. Druga wiasno$¢ w poprzednim wierdzeniu méwi, ze
wszystkie planarne grafy szeScienne majg t¢ wlasnodc.

Twierdzenie o czterech kolorach ma dlugy i interesujaca historig, ktérej naj-
wezesniejszy okres jest opisany w najezgsciej przytaczanej ksiazce Graph theory
1736-19306. lej autorzy cytuja list De Morgana z 1852 r., jako najwczesnicjsza
spisang wzmianke o problemie, i omawiajg jego rozwdj tacznie ze stynnym fal-
szywym ,,dowodem™ A.B. Kempc’a z 1879r. i z wykazaniem jego falszywosci,
dokonanym przez P.J. Heawooda w 1890 r. Problem ten zainicjowat wicle kie-
runk6w badan w teorii graféw, do niekt6rych z nich powrdcimy za chwilg. Lecz
samo twierdzenie o czterech kolorach zostato udowodnione dopiero w 19761,
kiedy to dwaj amerykariscy matematycy, K. Appel i W. Haken, wykorzystujac
pewne idee Kempe’a, przedstawili dowdd ,,wspomagany” przez komputer: wigeej
szczeg6léw o ich metodzie mozna znaleZé w ksiazce Selected topics in graph the-
ory, cytowancj w spisie literatury. Appel oszacowal, Ze ich dowdd zajalby okolo
300 godzin pracy komputera i chociaz nowa generacja komputeréw skrdcitaby
ten czas w spos6b znaczacy, to jest jasne, zapewne, dlaczego nic ma micjsca na
dowdd tego (wierdzenia we wstepnym kursie! (Udowodnimy jednak za chwilg,
rezultat dla pigciu koloréw.)

Twierdzenie: (Twicrdzenie o czterech kolorach) Kazda mapa moze byé pokolo-
rowana czterema kolorami. o
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Do wiclu kierunkow badaii zainicjowanych kolorowaniem map nalezg m. i'n.
badania dotyczace kolorowaniu krawedzi (jak wynik l:ldOWOdmO:l)‘/”WCZCSnleJ.),
badania ,,map” na innych powierzchniach czy tez badqma dualnosci” map, gdzie
regiony zastepowane 54 wierzchotkami (jak 'wspom‘mano na poczagku tego roz-
dziatu). W przypadku ,,map” na innych powxcr'zchmach ,,u_)vnerdzem? }'Icawoodfx
o kolorowaniu map” méwi, z¢ nd powierzchni ou‘zymanlq 7z ptaszczyzny prz’ez
dodanie k mostéw, kazda mapa moze by¢ pokolorowana [3(7++/ '(1 +-48h))} ko-
lorami. Dla h > 0 ostatnia czg$¢ iego dowodu '/.os'tala przed.stawx(?na w 1968:.,
gdy (jak juz wspomnieli$my w poprzednim m"/,fi'l,xal?) G. Ringel i J.YV(.ilY(;luig,g
ostatecznie pokazali, ze graf petny K, jest rodzaju fﬁ(” - H(n—4}: aI ——h
wynik ten jest po prostu innym przedstawieniem t.w;erdzema 0 cgterech lfo orach.

W naszych dowodach twierdzen o kolorowaniu map przyjchén’_\y nalvs{nelp(y
dejscie, rozpatrujac kolorowanic regionéw mapy. W ostam,xm. vaflcrdzinlllt ltegf)
rozdziatu pokazemy, ze wszystkic mapy mo’Ln'a pol'colorowac pngcnoma 0 ((;‘r];l:m
Mogliby$my udowodnic¢ to podobnymi techmkan.rn. Zagtosowahb.ysmy m : 1(?:
wzgledem liczby krawedzi, rozwazajac nastgpnic region ogramcrzonyv erielk
czterema lub pigcioma krawedziami, i w ka‘lfi’ym z tych przypad}\{)w zre 1u8 9o
waliby$my mape do mniejszej (jak to uczynihsm){ w Qowodzng na stror.ue’ : *)
Jednak dowdd staje si¢ trochg mniej zagmatwany, Je'zel). pr'"Lyjmxemy nwierze o
Kkowe” sformutowanie tego problemu: to réwniez umozliwia nam pokazanie waz-

i ogblnej techniki dowodu. '
ne)l\ii?qc 9Ladana mapg, mozemy zdefiniowaé nowy graf planmy na Zb’l.Ol‘ZC

wierzchotkéw réwnym zbiorowi regionéw mapy, przy czym dwzf w.lcrzchoﬂu po-
laczone sa krawedzia, jezeli dwa odpowiadajace im regiony majq chnq 1ub wng:
cej wsp6lnych granic. (Gdyby$my chcieli 0}116w1é ten Lc?mat barfiuej‘ sflczggo_
towo, wprowadziliby§my grafy, w kiSrych migdzy parg wxerzck}oﬂ\éw sg dozw >
lone wielokrotne krawedzie, przyjelibysmy, ze kazda krawcdz. mapy powoduje
powstanic krawedzi w nowym grafie i w ten 5pos6b doprowadzitoby to do bada-
nia graféw ,,dualnych™). _

Przyklad: Powr6Cmy do wezedniejszego ‘,australij'skiego" przykigdu P Zfi—
uwazmy, Zze kolorowanie mapy Australii jest rownowazne z kolorowaniem wicrz-
chotkéw tego nowego grafu planarnego:
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W ten sposéb, nie zaglebiajac sic w szczegdly, fakt, ze kazda mapa moze byé
pokolorowana pi¢cioma kolorami, jest rtéwnoznaczny ze stwicrdzeniem, Ze wicrz-
chotki kazdego planarnego grafu mozna pokolorowaé pigcioma kolorami. Zako-
czymy ten rozdzial dowodem tego twierdzenia.

Twierdzenie: Kazda mapa moze by¢ pokolorowana pigcioma kolorami.

Dowdd: Jak wspomniclismy powyzej, udowodnimy réwnowainy wynik, ze
wierzchotki kazdego grafu planarnego G = (V,E) mozna pokolorowaé pigcioma
kolorami: uczynimy to przez indukcje wzgledem |V|. Przypadki |V] < 5 sa ba-
nalne. Zatézmy wigc, ze |V| > 5, ze mamy planarna reprezentacje grafu G i ze
grafy planarne o mnigjszej liczbic wicrzchotkéw moga by¢ pokolorowane pie-
cioma kolorami.

Na mocy drugiego wniosku ze wzoru Eulera (strona 175), planarno$é grafu G
zapewnia, ze |[E| < 3|V] — 6, a stad, Zc

Y ov=2lE|<6]V|-12<6|V|

veV
To implikuje, ze nie kazdy wierzchotek grafu G moze micé stopieri 6 lub wig-
cej: niech wige v bedzie wierzchotkiem o stopniu co najwyzej 5. W6wczas niech
G’ bedzie grafem otrzymanym z G przez usuniccie wierzchotka v (wraz z kra-
wedziami do nicgo dochodzacymi). Na mocy zatozenia indukcyjnego mozemy
pokolorowa¢ wicrzchotki grafu G’ pigcioma kolorami. Rozwazmy jedno z takich
kolorowan i sp6jrzmy na kolory (wszystkich wicrzchotk6w opréez v) w planarnej
reprezentacji grafu G.

Jezeli istnicje jeden z pigciu koloréw, kidry
nie jest uzyty w wicrzchotku potaczonym z v, to,
oczywiscie, ten kolor moze byé uzyty dla v, da-
jac kolorowanie wszystkich wierzchotkéw grafu
G pigcioma kolorami, tak jak zadali$my. Zatézmy
teraz, Ze v jest wierzchotkiem koricowym doklad-
nie pigciu krawedzi vy, vy, vy, vy oraz vvs,
wystepujacych dookota v zgodnic ze wskazdw-
kami zegara, z kolorem 1 dla vy, kolorem 2 dla v,
itd., tak jak zostalo to pokazane.

Dla wszystkich i oraz j takich, ze 1 <i < j < 5, niech G;j bedzie podgrafem
grafu G' sktadajacym si¢ z wierzchotkéw koloru i oraz koloru j oraz wszystkich
krawedzi taczacych takie wierzchotki. Jezeli vy i vy naleza do réznych sktadowych
grafu Gy, 1o mozemy zamienic ich kolory w tej sktadowej grafu G, ki6ra za-
wiera vy; (j. w skladowej tej przekolorowujemy na kolor 3 wszystkic wierzchotki,
ktére pierwotnic miaty kolor 1, i na odwrét. Po chwili namystu dojdziemy do
wniosku, ze w dalszym ciagu mamy kolorowanie wicrzchotkéw grafu ¢/ tymi sa-
mymi pigcioma kolorami, lecz teraz kolor 1 nie jest uzyty w zadnym wicrzchotku
potaczonym z v. W ten sposéb mozemy pokolorowaé wierzchotek v tym kolorem,
otrzymujac zadane pokolorowanie wierzchotkéw grafu G.

" dynie taki przypadek, gdy
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Podobne rozumowanie moze by¢ zastosowane w pfzypgdkt:l, gdy va oraz .\:

jduja si 7 “h grafu Go4. Pozostaje wigc do rozwazenia je-
e o Smiﬁxﬁo \%1 ivs nzzfle'i,a do jednej sktadowej grafu Gis3
oraz v i v4 naleza do jednej sktadowej grafu Gas. Wtedy bgdzie i.stniat sgla'\.k. oq 'vlt
do v3, w ktérym wierzcholki maja kolory na pr.zcmlan 1/3i bcdznc. réwn;ez 1s(:m;\k
ozlak od v, do v4, w ktérym wierzcholki maja kolory na przer'man 2/ . Jef nG
gdy sprébujemy narysowaé dwa takie szlaki w planarl.lej.rcpre/,entacl);k grafu G,
zobaczymy, Ze taka Sytuacja jest niemozliwa. R.zecz.ymé.cne.te dwa{s7i( xlrr}us_?(-)
tyby przeciaé si¢ w ktérym$ wierzchotku; pomewaz.takn wnerzct,l’oc‘-: na (]:(L);
obu szlakéw, wicc musiatby byé zaréwno ,koloru nieparzystego’, jak i ,koloru

parzystego”:

7

4

2 4

W ten spos6b rozwazyliSmy juz wszystkie moiliv}e. przypadki i pf)kazaliémy, ze
wierzchotki grafu G moga by¢ pokolorowane pigcioma kolorami, co, na mocE)J/
indukcji, koriczy dowéd.

ZADANIA

1. Rozwazmy mapg majaca mniej niz 12 rcgionéwz w ktér.cj stopicr’} kazdego
wierzchotka jest co najmniej 3. Pokazaé, ze istnieje region ograniczony €O

. - W]
najwyzej czterema krawedziami. - '
Nie stosujac twierdzenia o czterech kolorach, pokazaé, ze mapa taka m[ci;(;

by¢ pokolorowana czierema kolorami.

2. Zat6zmy, ze pewna kolekcja monet 0 tej samej wie.lko.Sci jest rozrzuclz)r;a nz_l
stole tak, ze zadne dwie monety nie nachodza na sxepnc. Cpcerpy po oloro
waé te monely w taki spos6b, aby Zadne dwie stykajace si¢ nie miaty étegcé
samego koloru. Nie stosujac twierdzenia o czterech kolorac.h, pokazad, Lh
dla dowolnego utozenia monet wystarcza cztery kolory oraz ze dia pewnyc

. 0
ulozen trzy kolory nie wystarcza. [W,0]

' i 7 ; na czterema kolorami
saé. z¢ mapa szeScienna moze by¢ pokolorowa . ¢
s 1 g ie z kazdym wierzchotkiem

wtedy i tylko wtedy, gdy jest mozliwe zwigzani
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v liczby p(v) =1 1 w ten sposob, ze d

' - $posob, ze dla dowolnego cyklu vy, vq,...
kiérego krawedzic tworzg granicg jakiegoS regionu, zachodzi S
pvi) 44 pva) = 0(mod3) [W]

4. Dla danych dwéch graféw G = )i G
1 =V E ) 1 Gy =V, E,) niech GG
grafem (V,Ey U E,). Pokazaé, 7e 1 1G = (TB) miech €U Ga bedvie
X(GrUGy) < x(G1) - %(G2)
gdzie, jak zwykle, x(G) oznacza minimalng i

zwykle, /Nac, alng ilog¢ koloré zcbne

kolorowania wierzchotkéw grafu G. elorow, poterebna d()[[%)Woi
Wywnioskowad, ze jezeli G = (V,E) j {
+ . - ] 2 est rale X J - i ic j

Daname oG} S TS ( ) jest grafem, kidrego dopc%meme[ﬁf](

5. N . . N N . ’ P ‘
N a powne’rzchql .mrusa narysowaé szescienng ,,mape”, ktdrej nic mozna po-
olorowaé szeScioma kolorami, . . FO]
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Konfiguracje i kody

Rozdziat ten dotyczy jednego aspektu konfiguracji eksperymentéw”, gdzie, mo-
wiac nieprecyzyjnie, pewne r6zne rodzaje towaréw nalezy poréwnac jak najbar-
dziej bezstronnie.

Przyklad: Dziewigé gatunkéw kawy ma zostaé rozdanych do testowania réZnym
rodzinom. Nie jest wskazane, by kazda rodzina por6wnywata wszystkic dziewigé
gatunkéw (po okoto czwartej prébie wszystkie one smakuja tak samo!). Tak wigc
kazda z dwunastu rodzin otrzyma do porGwnania trzy gatunki. Podac taka kon-
figuracje eksperymentu, W kt6rej kazda para gatunkow, sposréd dziewigciu jest
poréwnywana w jednej rodzinie.

Rozwiqzanie: Niech rodzaje kawy beda ponumerowane od 1 do 9. Rozdajfny
dwunastu rodzinom do poréwnania nastepujace zestawy trzech gatunk6w:

(1,2,3), {456}, {1.89 (1,474 {159 {2,5,8}
(3,69, {267 (348, {168}, {249, {3,5,7}

Wéwezas kazda para liczb od 1 do 9 znajduje si¢ w jednym 2z tych zbior6w. Za-
uwazmy réwniez (chociaz nic byto o wymagane), Ze kazdy gatunek kawy bedzie
testowany w czterech rodzinach. 0

Ten bardzo prosty przykiad uzasadnia nastgpujaca definicje: konfiguracja (lub,
w pelnym brzmieniu, konfiguracja zréwnowazona niepeina) sktada si¢ z pewnych
whagciwych podzbioréw (lub blokéw) zbioru punktéw (lub asortymentow), z kt6-
rych kazdy zawiera tg¢ sama liczbg (> 1) punktéw, przy czym jest speiniona klu-

. czowa whasno$é, ze kazda para punktow nalezy do tej samej liczby blokéw. Jak

zobaczymy teraz w naszym pierwszym (wierdzeniu, konsekwencja, tej definicji
jest réwnie to, ze kazdy punkt nalezy do tej samej liczby blok6w:
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Twierdzenie: Zat6zmy, ze jest dana konfiguracja z v punktami oraz b blokami,
z kt6rych kazdy zawicra k (1 < k < v) punktdw, i taka, ze kazda para punktéw na-
lezy do doktadnic A blok6éw. Wéwezas kazdy punkt nalezy do doktadnic r blok6w,
gdzie
bk My—1)

Ty k=1
Dowdd: Niech x bedzie dowolnym punktem konfiguracji i zat6zmy, ze x nalezy
do dokladnie r, blokéw. Rozwazmy wszystkie bloki konfiguracji i policzmy na
dwa rézne sposoby wszystkie pary zawicrajace punkt x.

Poniewaz x wystgpuje w r, blokach i w kazdym z tych blokéw x moze byé
potaczony w parg z k — 1 innymi punktami, wigc liczba par zawierajgcych x wy-
nosi (k — 1)ry. Ale ogélem x moze byé potaczony w parg¢ z dowolnym spo$réd
v— 1 pozostatych punkt6éw i, na mocy definicji konfiguracji, kazda para jest do-
kladnic w A blokach. W ten spos6b liczba wszystkich par zawierajacych x wynosi
A(v—1). Stad

(k=D =Av—1)

Av—1)
£h k—1
W szczegblnodci r, nie zalezy od samego x, a wige kazdy punkt jest w tcj samej
liczbie blokéw, powiedzmy r.

Aby pokazaé druga cze$¢ danej zaleznogci, policzymy teraz, po prostu, na dwa
sposoby elementy we wszystkich blokach. Liczba ta wynosi vr (kazdy z v punk-
Wow wystepuje r razy), jak réwniez bk (kazdy z b blokéw zawicra k punktéw).
W ten spos6b mamy vr = bk, czyli

¢o byto do udowodnicnia. o

Z tym typem konfiguracji jest zatem zwiazanych pigé parametréw:
v: liczba punkt6w,
b: liczba blokdw,
r: liczba blokéw zawierajacych dowolny wyszczegblniony punkt,
k: liczba punktéw w kazdym bloku,
A: liczba blokéw zawierajacych dowolng wyszczegblniong, parg punktGw.
Bedziemy odwotywaé si¢ do nicj jako do ,,k(mﬁgura‘cji 0 parametrach
(v,b, 1k, L), Tak wigc rozwigzaniem powyzszego przyktadu kawowego jest kon-
figuracja o parametrach (9, 12, 4, 3, 1). Przy badaniu konfiguracji sa stosowane
rézne notacje. Poniewaz, jak pokazuje poprzednic twierdzenie, dowolne trzy spo-
$r6d pigciu parametréw wyznaczaja dwa pozostale, wigc niekt6rzy autorzy odwo-
tuja si¢ do konfiguracji, podajac tylko uzy sposréd tych parametréw.
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Warto zauwazyé, ze jezeli mamy danych pigC do.damich‘ liczb caﬂfo'wi%ych,
spehiajacych zaleznosci okreslone w poprzednim thef‘dzcnltl'(n:}wet jezeli do
datkowo zadamy, aby b > v, co, jak si¢ okazuje, ZﬂChOd'L.l dla kazdej konfiguracii),
to weale nie musi z lego wynikaé, ze istnicje konfiguracja 9 Ly(fh'parame_trach. Na
przyktad v=b =43, r =k =T A=1 spe{niajq‘ te zaleznosci, lecz, Jal; zobz;—
czymy w zadaniach, nie istnieje Zadna konﬁguraqfx o paramct.rach 1((43, 41 k 7‘;}a:
1). W og6lnym przypadku konstrukcja konfiguracji J.esl zadaniem skomp :1 (: :
nym mimo istniejacych prostych technik, z ktorych kilka przedstawimy w dalsze)
z¢SC rozdziatu i w zadaniach, . '
CZ(;;K t\f}vigsg(n(w)anicli§my weczesniej, nasze szczegélne konﬁgura.(_:Je $g znane ngko
,zréwnowazone niepeine konfiguracje”. Badania konfiguracji ekspcryr.nem ;v
w rzeczywistosci obejmuja o wicle wigcej aniy‘.eli.ten sp.ecyﬁci‘ny rodzaj ,1:}(:;3 :’
guracji; na przyklad ,t-konfiguracje” zadaja, by kazdy ?bxér zlozony Z ¢ pu o
nalezat do stalej liczby blok6éw (zatem nasze konfiguracje sa ,,2~konﬁgmacia{n§' .
Zainteresowany czytelnik moze znaleZé wigcej szczegotow na.ten temat w ksigzce
A.P.iD.J. Street Combinatorics of experimental design, ki6ra jest cylowana w spi-
Slezlgﬁirﬁr:ugzejdziemy do dalszych wtasnodci konfiguracji, pqclamy (\;V){)godgxy
sposéb ich reprezentacji przez macierze. Man_ny dgna‘ rodz'1.nc podz 10{62
(Ay,...,Ap) pewnego zbioru {xi,... v} e macierza 'm.cyd'enql M J.es_t rr;acll( o
wymiaru b x v, kt6rej element stojacy w i-tym wierszu 1 j-tej kolumnie jest o
$lony nastgpujaco:

N 1 jezelix; € A
(i, J)-ty element w M = 0 jezeli x; ¢ A;

W ten spos6b mozemy rozwaza¢ macierz incydencji wymiaru b X v rf)dm\y %tén(i:
réw, utworzonych z blokéw konfiguracji o parametrach (v,b,.r‘k.,k). qczyv&{l.(‘: °
M zalezy od uporzadkowania blokéw i od pu'nktéw, alc gdy M JCSC. macierza r‘::;};a
dencji ustalonej konfiguracji, wéwczas jest nia réwniez kazda macierz, orzy
przez zamiang wicrszy i kolumn macierzy M.

Przyklad: Podana w poprzednim przykladzie konfiguracja o parametrach (9, 12,
4,3, 1), punktach 1 -9 i blokach

(1,23}, {456}, {7.89}, {1,47}, {159} {258
(3,6,9}, {267}, {348}, {1638}, {249} {357}

ma przedstawiona, macierz incydencji, w ktérej kazdy wiersz w naturalny sposob
reprezentuje blok:
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-—ee—— ko lumn —————»

111000000
0001 11000
0000001 1 1
100100100
If1o000100 001
M:g 01001 00 1 0|« kjedynek
ELO 01 001 0 0 1 |+~ wkazdym wicrszu
Tlotrooo01 1 00
001 1 00010
L0000 1010
010100001
0

O 1P 6101 00
(A
r jedynek w kazdej kolumnie
Cztery sposréd parametr6w mozna od razu odnaleZé w macierzy M (tak jak po-
kazano), lecz parametr A jest bardziej ukryty. Fakt, ze M jest macierza incydencji
konfiguracji o parametrach (9, 12, 4, 3, 1), oznacza, 7e dowolne dwa punkty leza
dokladnie w jednym z blokéw; (j. kazde dwie kolumny macierzy M maja jedno-
czesnie jedynki dokladnie w jednym miejscu. W og6lnosci kazde dwie kolumny
macierzy konfiguracji o parametrach (v, b, r,k, ) bedy miaty jednoczeénie jedynki
na A miejscach, Jednakze bardzicj Scistym sposobem wyréznienia parametru A
jest obliczenie iloczynu macierzy M"M, gdzic T oznacza macierz transponowana;
mozna fatwo sprawdzi¢, Ze w tym przypadku wynosi ona;

4 1 1 11 1111
I 4 11 1t 111
114 1 11111
111411 111
MM=1[1 11141 11 1
L1111 4111
I 11 1 11 411
L1111 11 41
11111111 4

W og6lnym przypadku ten iloczyn bedzie miat na gléwnej przekatnej parametr r,
a na pozostatych miejscach parametr A. 0

Twierdzenie: Niech M bedzie macierzg incydencii rodziny b podzbioréw zbioru
zlozonego z v element6w, przy czym kazdy podzbiér zawiera doktadnie k clemen-
6w (1 <k < v). W6wczas M jest macierza incydencji dla konfiguracji o parame-
trach (v, b, r,k,A) wiedy i tylko wiedy, gdy M" M jest macierza wymiaru v x v
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r A A A
Aoro A A
AAor A
AR A .o

Ponadto ta macierz wymiaru v x v ma dodatni wyznacznik

(r4 (v = A (r = A |
Dowdéd: Nietrudno sprawdzié, Ze rodzina zbioréw .t’w.orzy konﬁgurac;c wtedy
i tylko wtedy, gdy M7 M ma zadang postac, R"{,eczyWIsme '(1, J)-ty c‘len.nent W ma-
cierzy MTM mozna przedstawic¢ schematycznie w naslepujacy sposeb:

liczba jedynek w i-tej kolumnie
~

macierzy M (i = j)
a te bedy stalymi, odpowiednio r i A, weedy i tylko wtedy, gdy zbiory tworza
konfiguracje o parametrach (v,b,r.k,N). ' )
\ Elementarne operacje na wierszach i kolumnach macierzy wymiaru v XV po-
zwalaja obliczy¢ jej wyznacznik w prosty sposéb: dodanie wszystknch wierszy ('io
pierwszego, a nastgpnie odjecic pierwszej kolumny od kazdej z pozostatych daje

liczba miejsc, w kiérych sa jedynki w obu,
i-tej oraz j-tej, kolumnach (i # j)

=
k3
o
g
E
3
B
i
s
B

i-1a kolumnna w M

0
A A A A r(v=1A 0 0 0
72 FoA A A A r=A 0 0 0
A A r A A A 0 r—»A 0 0
det|n A A r A | =det A 0 0 r—A-- 0
?:» 7x 7» A r 7» 0 0 0 - r—»A

20 ] s (r (v — DAY (r=A)""" ‘
* ﬁ;fl\fg’;’;’é\: i\b;{ ;()r'z.eko)na)é( sig, L)c wyznacznik ten jest dodatni, \yystarc{‘y Jedy.—
nie udowodnié, ze r — A > 0. To jednak wynika z poprzedniego twierdzenia, gdyz
majac na uwadze nieréwnos§¢ 1 <k <wv, otrzymujemy
AMy—1) a
re > A

Jeste$my juz gotowi udowodni¢ inng zaleino§§ migdzy pgrametrami v,b,r,k,,?t
danej konfiguracji, mianowicie, ze b > v: innymi stowy, kazdy ekspery.r.ncntt p(;_
réwnujacy v asortymentéw w sposob bezstronny Z4 pomocy konﬁgx'xracp’po r;,o—
buje co najmniej taka liczbe blokéw. Nieréwnosé ta.zostata po raz pierwszy u
wodniona w 1940 . przez znakomitego statystyka Sir Ronalda Fishera.

Twierdzenie: (Nieréwno$¢ Fishera) W dowolnej konfiguracji o parametrach
(v,b,r,k, \) zachodzi b > v.
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Dowad: Zat6zmy, 7e mamy pewny konfiguracj¢ o parametrach (v b,r,k,A), dla
kidrej b < v: wywnioskujemy stad sprzeczno$é. Niech M bedzie macierza incy-
dencji dla tej konfiguracji: jest to macierz wymiaru b x v i ma ona mnicj wicrszy
niz kolumn, Dodajmy do M v — b zerowych wierszy, tworzac macicrz N wymiaru
v X v. Wéwczas, schematycznie,

M
N =
[0
i T
. M M M ,
NTN = = M = MM
0 | [0 0 ]

ki6ra, jak widzicliémy w poprzednim twierdzeniu, ma dodatni wyznacznik.
N jest macierzgq kwadratowsa, a wigc ma ,,dobrze zdefiniowany” wyznacznik
(kt6ry jest réwny wyznacznikowi macierzy N7). Stad

(detN)? = detN” - detN = det(NTN) = detM"M) >0

Lecz to przeczy faktowi, ze N ma caly wiersz ztozony z zer ( a wige ma ZErOwWYy
wyznacznik). Ta sprzecznos§é pokazuje, ze rzeczywidcie b > . 0O

W ten spos6b w kazdej konfiguracji jest co najmniej tyle blokéw, ile punkiéw
i, w pewnym sensie, najbardziej ckonomicznymi konfiguracjami sa te, w ktérych
liczba blokéw jest réwna liczbie punktéw. W takiej konfiguraciji mamy réwniez
r=bk/v =k, a wiec jej parametrami sa v, v, k,k, A i taka konfiguracja nazywa
si¢ symetrycznq. Zanim przejdziemy do pewnych wlasnogci symectrycznych kon-
figuracji, pokazemy, jak skonstruowaé ich specjalny typ, zwany konfiguracja ,,cy-
Kkliczng”.

.Przykiad: Kazda z nastgpujacych dwdch macierzy powstata z »Cyklicznej” kon-
strukeji, w ktérej po zadaniu pierwszego wiersza kazdy nastepny wiersz jest olrzy-

many z poprzedniego przez ,,przesunigcic” o jedno migjsce w prawo (przestawia-
Jjac w ten sposéb ostatni element na pierwsze miejsce):

01011100010 01001101010
00101110001 00100110101
10010111000 10010011010
01001011100 01001001101
00100101110 10100100110
00010010111 01010010011
10001001011 10101001001
11000100101 11010100100
11100010010 01101010010
01110001001 00110101001
10111000100 10011010100
macierz incydencji konfiguracji nie jest to macierz incydencji
o parametrach (11,11, 5,5, 2) zadnej konfiguracji

Konfiguracje i kody

Jezeli punktami tej konfiguracji sa
0, 1,2, ..., 10, to pierwszy blok jest
postaci {1,3,4,5,9}, a kazdy kolejny
blok jest otrzymany dodajac 1 (moslulo
11) do kazdego wyrazu poprzedniego
bloku. W tym przypadku otrzymamy
pewna konfiguracje.

Tabela ukazujaca réznice (mod 11)
dla clemeniéw z pierwszego bloku
{1,3,4,5,9} ma posta¢
— (mod 11)

o SRl
—

h — OO

O =1 O Lh WIS

oo B L DN O -
—
OO0 W

NoR T R TR,

Zauwazmy, ze kazdy niczerowy wyraz
tej tabeli wyslepuje t¢ sama liczbe razy.
(Rzeczywiscie, kazdy z nich wystcpu!e
dwa razy i nie jest przypadkowe (o, ze
dia tej konfiguracji parametr A = 2).
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Tutaj takie samo postgpowanie,
w ktérym pierwszym blokiem jest
{1,4,5,7,9}, nie da w efekcie zadnej
konfiguracji. Na przyktad para punk-
t6w {0, 1} nalezy do dokiadnie jednego
ze zbioréw, podczas gdy para {6,9} na-
lezy do trzech zbior6w, ktdre zostaty
wyréznione.

W tym przypadku réznice
(mod 11) elementéw pierwszego bloku
{1,4,5,7,9} wynosza

~ (mod 1) [T 4 5 79
110 8 753
413 0 10 8 6
5141 097
716 3 2 09
918 5 420

Zauwazmy, Ze réznica 1 wysigpuje
w ej tabeli tylko raz, podczas gdy
liczba 3 wystegpuje trzy razy. W rzeczy-
wisto$ci w obu przyktadach liczba blo-
k6w zawicrajacych i oraz j jest rowna

liczbie wystapient |i — j| w tablicy r(.‘ﬁ(:-l
nic.

Podzbiér P zbioru {0,1,2,...,v—1} nazywa ‘;l@ doskonatym zlbiorentzéc‘(,fzzn;—)
cowym (mod v), jezeli w tablicy zawierajacej erntce modulo v c.émen wer
kazda z liczb 1,2,...,v— 1 wystapi takq samg 11.056 razy: Tak wige V\r/n gd 1}1 )
szym przykladzie {1,3,4,5,9} jest dOSkOﬂﬁiyl{l zbiorem rézn.lcowym é klicznq’;
tworzacym takze pierwszy zbi6r konﬁguracy wyznaczo’nq przez (),én%wwym
procedurg. Natomiast {1,4,5,7,9} niot jest doskona.tym L\.).lorem I
(mod 11) i dla tego zbioru procedura nie tworzy konfiguracji.

i ie: Niech By = {b1,. .. ,bi} bedzie podzbiorem zbioru {0,1,2,...,v—
me.rg(zig‘ewl Iilclf h< \?. Dfll(:j, niech}+ 0oznacza d(‘)dawanie‘modulo v ora'gi(()lla
0 < i < v~ 1 niech B; bedzie zbiorem B; = {b1+i,... bi+i}. W(S.wc‘:ze;s zkonxz
Bg,B1, ..., Bv_1 tworza konfiguracje wtedy i tylko chdy, gdy B.O Jcsltd‘os; )
tyr;l zbiorem réznicowym (mod v). (Taka konfiguracja nazywa.m.c cy- iczna).
Dowdd: Rozwazmy zbiory Bo,...,Bu-1: wsz.ystkic 0 tej samej {xéczbnc (?(l)fvﬁ(;f:(;
téw. Aby zobaczy€, czy tworza one konﬁgur.ac?c‘ musimy sprawd}gi . (;ng(_ruktura
dwa spo§r6d v punktéw naleza do tej samej }xczby zblqréw. C};d ((;Z.c o e
sbioréw oznacza, ze na przyktad punkty 0'1 3 wys'tapna w flo adni . \fv e
liczbie zbioréw, co punkty 114 lub 2 i 5 itd. Mozemy wziaé wigc
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z {1,2,...,v—1} i wyznaczy¢, ile spodrdd zbioréw By,...,B, . zawicra oba
punkty 0 oraz j (bedzie to troche latwiejsze, gdy zalozymy, nic tracac na og6l-
nosci, ze 0 ¢ Bp).

Kiedy 0 oraz j pojawiq si¢ rdwnocze$nie w zbiorze B;? Latwo zauwazyé, e
moze o mieé¢ migjsce tylko w nastgpujacym przypadku:

Bi = {b|+i,..., bo+i, by, .
‘ ~
=07 = 7
wiedy i tylko wiedy, gdy  wiedy i tylko wiedy, gdy
i=v—bu bg-+i=j (mod v)

Twierdzimy, ze 0 oraz j nalezy do zbioru B;, tak jak pokazano, wtedy i tylko
wtedy, gdy i = v — by oraz by — be = j (mod v). Rzeczywidcie, jezeli oba 0 oraz
J nalezg do By, to

i=v—by oOraz J= bﬁ b= b15 (v —by) = bﬁ — by (mod v)
jak twierdzili§my. Na odwrét, jezeli i = v — by i by — bg = j (mod v), 10
[==v—by oraz bp-l-i= (b —by)t(be-+i)=j (modv)

a wigc 0 i j naleza do zbioru B;. Stad w kazdym przypadku, gdy j = by — bg
(mod v), to zaréwno 0, jak i j nalezg do zbioru B,_p,, a wszystkic te przypadki
zachodza w ten sam sposéb. W konsekwencji istnieje wzajemnie jednoznaczna
zaleznog$é miedzy tym, jak czesto O oraz j 83 wspdlnie w kidrym§ ze zbioréw
By,...,B,.1, a tym, ile razy dwa elementy z By réznig si¢ 0 j modulo v (co jest
réwnoznaczne z tym, ile razy j wystapi w tabeli réznic modulo v wyznaczonej
przez By).

W ten sposdéb dowolne dwa punkty wystapia w tej same;j liczbie zbioréw wtedy
i tylko wiedy, gdy kazda liczba j {1 < j < v) wystapi taka samgq ilog¢ razy w tabeli
réznic modulo v zwigzanej z Bo; (. wiedy i tylko witedy, gdy Bo jest doskonalym
zbiorem réznicowym (mod v). : a

Aby to twierdzenie miato jakickolwiek praktyczne znaczenie przy konstrukcji
konfiguracji, musimy zna¢ systematyczny sposéb znajdowania doskonatych zbio-
réw réznicowych.

Przyklad: Utworzmy potegi liczby 2 modulo 19, otrzymujac:

2'=2, 22=4, 22=8, 2%=16, 22=(32=)13, 2°=7, 2/ =14,
28=9, 22=18, 2%=17, 2" =15 27%=11, 2B =3, 2M"=6,
2P =12, 2%.=5 2710, 281,
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Przyjrzyjmy sig¢ teraz Zbiorowi potgy parzystych 'Q = {1,4,'5,6,7,9_,11,1.6,17}.
Jest to doskonaty zbi6r réznicowy (modulo 19), jak pokazuje Lo nastepujaca ta-
bela:

— (mod 19) i 4 5 6 1 9 1 16 17
7T 0 16 15 14 13 1t 9 4 3
41 3 0 18 17 16 14 12 7 6
s 4 1 0 18 17 15 13 8 7 | kazda niezerowfa
6l s 2 1 0 18 16 14 9 8 | liczba wystepuje
716 3 2 1 017 15 10 9 czlery razy
9| 8 5 4 3 2 0 17 12t
11t1o 7 6 5 4 2 0 14 13
6115 12 11 1w 9 7 5 0 18
17116 13 12 11 10 8 6 10

Rozpoczynajac od zbioru 0 =1{1,4,5,6,7,9,11, 16, 17} i dodajac sukcesywnieé
modulo 19, otrzymamy konfiguracje cykliczna o parametrach (19,19,9,9,9,4).

W tym przyktadzie liczby 1, 4,5.6,7,9, L1,16,17 sa naz?/wane f,l'cwa('ira:
towymi residuami” nad operacja mnozenia modulo 19, pomc»ya,l, pI'Z)‘/ t‘q opcrril
cji okazuja si¢ one byé kwadratami liczb. Zobaczymy teraz, jak pro;,cl (()Splsge Sy(
w tym przykladzie uogdlnia si¢ na przypadck.dowolnego v o= 4rn. —— ‘y t ré 3 r;c
liczby, pierwsza; w twierdzeniu i jego dowodzie zaktadamy, Ze zachodza pew
algebraiczne whasnosci mnozenia modulo v.

Twierdzenie: Niech v bedzie liczby pierwsza postaci 4n“— 1, d].a Qewnego cal-
kowilego n. Niech 8 generuje {1,...,v— 1} przy operacji mnozcr.ufx {T(\Sodull(o v:
g. {6,0%,... ,0"7 1} jest catym zbiorem {l,..i e 1}. Wéwczasrl,l?x 1 v:;z,l_
dratowych residudéw (mod v)” {6%,04,...,0" ~} Jcstndosko.nalyx.n Lb‘lO‘l‘Cm r }1
nicowym (mod v) i (worzy pierwszy zbidr konfiguracji cykliczncj o parametrac
(4n—1,4n—1,2n—1,2n— L,n—1).

Dowdd: Bedziemy tu dziataC na zbiorze {0,1,...,v— 1.} ze zwyklymi aryt_n.\faty.c?-
nymi operacjami modulo v (tworzac 7 niego ciato, a'wu;c w .szgzeg:fal?oéc1 ns&nfgt
' 1 zachowujaca si¢ w sposéb naturainy). Przy takim podejf.;cm_e = 1,8 = )
gvt! = 92 itd., a wiec zadna parzysta polgga 9 nie réwna si¢ nigdy meparzy'/.stej
potedze i Q skiada si¢ dokladnie ze wszystkich parzy.le%ch p(;'tl(i% 0. Zauwazmy
cowniez, ze poniewaz (—1)2=1=0""" 10 ~1 = ptv-1) =07l )

Teraz niech 1 < i,j < viniech j- il = _9". Pokazemy, W Jgkn sposéb kf\z(.iemu
clementowi i w tabeli r6znic (modulo v) zwigzanej z Q odpowlada do.kladm‘e jeden
element j. SpGjrzmy wige na dowolny, okreSlony element 1 W tabeli, powiedzmy
i = 0% — 9%, Wéwczas

h - -k
j — 6/{ = 9k(92u _ 921 ) e 92 +k 621)-{
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Jezeli k jest liczba parzysta, to powyzsze wyravenie przedstawia j jako réznice
clementéw z Q. Jezeli natomiast & jest liczby nieparzysla, Lo

j - 92u-f‘k _ 621)-}»/( - (__ l) . (92b~§~k o BZIH k) - 62" . (e2b-l ko 92‘”*)
— gkl _ ghtkizn-| '

i ponownie j jest wyrazone przez réznicg dwéch clementéw z Q.

W ten sposob kazdemu elementowi z wiersza odpowiadajacego liczbie i w ta-
beli r6znic dla @ jest przyporzadkowany element z kolumny, odpowiadajacej licz-
bie j. Po chwili zastanowicnia u§wiadomimy sobie, ze r6zne elementy z wiersza
i beda dawaty w ten sposSb rozne elementy z kolumny j. Zatem j wystepuje
w tej tabeli co najmnicj tak czesto, jak £, wige na mocy symetrii wynika stad, ze
i oraz j wyslepuja taka samg ilo$¢ razy. Tak wigc dowolne dwie liczby ze zbioru
{1,...,v— 1} wystepuja taka samq ilo$¢ razy w tabeli réznic dla Q, czyli Q jest
doskonatym zbiorem réznicowym, jak twierdzilig$my.

W ten sposéb, stosujac poprzednic twicrdzenie, O jest pierwszym zbiorem kon-
figuracji cyklicznej: ma ona paramelry

b=v=4n—1, r=k=|0|=4iy-1)=2n-1
rk=1)  (@2n—1)@2n-2)

A= v—1 4n -2

n—1
co bylo do udowodnienia. 0

Kiedy dla liczby pierwszej n konstruowaliémy n — 1 wzajemnie ortogonal-
nych kwadratdw taciriskich (strona 75), zastosowali§my arytmetyke modulo i za-
uwazyliSmy, Ze biorgc cialo Galois GF(n), caly proces mozna bylo uog6i-
ni¢ do przypadku, gdy n byto potega liczby picrwszej. Miato to miejsce dla-
tego, ze istolna cze$¢ konstrukeji zalezata jedynic od istnienia ciata na zbio-
rze {0,1,...,n— 1}. Stosujac podobny argument, poprzednic dwa twierdzenia
mogy by¢ uogélnione do konswrukcji cyklicznych konfiguracji o parametrach
(4n—1,4n—1,2n—1,2n—1,n—~ 1), gdy tylko v = 4n — 1 jest potgga liczby pierw-
szej. Szczegbly takiego uogélnienia oraz inne konstrukcje konfiguracji cyklicz-
nych mozna znaleZ¢ w ksiazce autorstwa Street i Street, wspomnianej wezegniej.

Tak zwane ,.symetryczne” konfiguracje (4. te, dla ktérych b = v) zyskaty (e
nazwe ze wzgledu na specjalng wlasno$é, kiéry teraz. zilustrujemy.

Przyktad: Sp6jrzmy na symetryczng konfiguracje o parametrach (7, 7, 3, 3, 1)
majaca bloki {1,2,3}, {2,4,6}, {3,5,6}, {1,4,5} {1,6,7}, {2,5,7}, {3,4,7}.
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Ma ona macierz incydencji

1 110000
0101010
0010110
M=|1001100
1000011
0100101
0011001

Zauwazmy, ze w tym przypadku macierz transponowana do M jest okreSlona na-
stepujaco:

1001100
1100010
1 01 00 01
Mf={0 1 01 0 01
0011010
0110100
00001 11

; ierzg innej k rrach (7,7, 3, 3, 1) majacej
Jest ona przy tym macierza innej konfiguracji o parametrac )
bloki {1,4,5}, {1,2,6}, {1,3,7}, {2,4,7}, {3,4,6},.{2‘,3,5.}, {5,6,7}: ta nowg
konfiguracja nazywa si¢ ,,dualng” do konfiguracji wyjsciowej.

Twierdzenie: Jezeli M jest macierza incydencji konﬁguracji symfztrycznej, to
réwniez Le wlasno$é ma macierz MT (nowa konfiguracja nazywa si¢ dualng do
zadanej konfiguracii). )

Dowdd: Niech M bedzie macierza incydencji dla konﬁgur'aql o parametrach
(v,v,k, k,\). Wéwczas M jest macierza zero-jedynkqwq w'yrr'uaru VXVO df)klad—
nie k jedynkach w kazdym wierszu i kazdej kolumnie. Jezeli teraz A.bcdme. ma-
cierza wymiaru v X v o wszystkich clementach .r()wn.ych A, .a I bedzie macierza
identyczno$ciowa wymiaru v X v, (0, na podstawie twierdzenia ze strony 202,

kA A ... A
Ak A oA
A A A .k

M7 jest macicrza wymiara v X v 0 doktadnie k jedynkach w ga'zdyfn wxers;lu,
a wiec na mocy (ego samego twierdzenia (zast(?faowancgo doM ; zamiast do i;
by udowodnié, Ze MT jest macierza incydencji dl:; konﬁguracy o pararrlxe;ralc—
(v, v, k, k,A), musimy pokazat, 2¢ réwniez (MT)TM _](;:S( réwng A«f (k—1) .L rrxn
nymi stowy, musimy pokaza¢, Ze MMT réwna si¢ M M (tg jest ?adane w y'e.
dowodzie: w ogélnym przypadku nie jest prawda, ze mnozenie magcierzy przez jej
macierz transponowang, jest przemienne).

14 — Aspekty kombinatoryki
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Zauwazmy, e, tak jak poprzednio, det(M7 M) > 0, a poniewaz M jes .
kwadratowa, mamy ( ) >0, aponiewaz M jest macierza
(detM)? = detM” - detM = det(M"M) > 0

Vmeka stad, 2ze detM # 0 i ze istnieje macierz odwrotna do M, Zauwazmy r6w-
niez, ze poniewaz kazdy wiersz i kazda kolumna maci i

( s 4 macierzy M zawiera d i
k jedynek, to ! oidadne

AL A A\ (KRR . B A A A

A
/S T VU ¥ I W ' VR Y B S W WY
17 LR R ¥ I "V N W 7 I N W N ¥
AA A o) M o) A

tj. MA = AM. Stad
MM" = (MM") (MM )

=MM™M)M™!
=M(A+(k—AN)M™!
=MAM™" + (k- \)MIM ™!
=AMM ™+ (k— )1
= A+ (k=N)I
=M"M

}ponicwaz MA = AM

tak, jak twierdzili$my.

W ten SpOSéb M ieS( maCiCIZq wy i j yllk i y
mlaI'UVXV'I.k el 7 ier-
— 1 : ’ Jed ami w kazdym wier

k A A A
Aok oA A
MOYTMT =M Ak A
A A ..k

Stad, jak wspomniano powyzej, twierdzenie z i L
: \ 2 , ze strony 202 pokazuje, ze M7 jest
magne;za incydencji dla konfiguracji o parametrach (v, v,k,k,A), co nalezato u-:io-
wodnié. ' ’

]

Whiosek pierwszy: Kazde dwa bloki nalez ' ji
vszy: ezgce do konfiguraciji o
(vv,k,k,\) maja doktadnie A wsp6lnych clement6w. guracll o parametrach

Dowzd: Niech M bedzie macierza incydencji dla konfiguracji o parametrach
(v,(;}, ,,I'c-, A). W(?wczas, na podstawie twierdzenia, M7 jest réwniez macierza in-
cydencji pewnej konfiguracji o parametrach (v, v,k,k,A). Tak wigc dowolne dwie
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kolumny macierzy M T majq jedynki tacznic na dokladnie A miejscach; tj. dowolne
dwa wiersze macierzy M majy jedynki tacznie na dokladnie A miejscach.

Teraz, rozwazajac przekr6j (czg$é wspdlna) dwéch blokéw konfiguracii,
sp6jrzmy na odpowiadajace im dwa wiersze w macierzy M. Wéwczas liczba ele-
mentéw nalezacych do przekroju tych dwéch blokéw jest réwna liczbie miejsc,
w ktérych te oba wiersze maja elementy r6wne 1: na podstawie powyzszych ko-
mentarzy wnioskujemy, ze liczba ta jest réwna A. O

Whiosek drugi: Dowolne dwa wiersze macierzy incydencji dla konfiguracji o pa-
rametrach (v, vk, k,X) réznia si¢ na dokiadnie 2(k —A) miejscach.

Dowdd: Z pierwszego wniosku wynika w sposéb oczywisty, ze dowolne dwa
wiersze macierzy incydencji dla konfiguracji 0 parametrach (v, vk, k, L) (W ktdrej
dla wygody zmieniono porzadek kolumn) wygladaja nastgpujaco:

—
o
o
<

<
o
<
o
o

e
y

Jest wiec k — A miejsc zawierajacych jedynki z pierwszego wiersza i zera z dru-
giego i k— A miejsc zawierajacych zera picrwszego wiersza i jedynki z drugicgo.
Stad wynika nasz wniosek. [

W ten spos6b konfiguracja symetryczna, oprécz tego, Ze jest najbardziej ,,eko-
nomiczna”, ma specjalng wiasno$¢ dualnosci, i w szczeg6inogei, dowolne dwa jej
bloki maja taka samg liczbe wspdlnych elementow. Wiasnodci te mozna zaob-
serwowaé w konfiguracjach cyklicznych, skonstruowanych powyzej. Jednakze to
nie jest jedyna klasa konfiguracji symetrycznych, z kt6ra mieliémy do czynienia.
Chociaz mozna tego nie skojarzy¢, mielismy juz do czynienia z innym typem kon-
figuracji symetrycznych w momencie rozwazania skofczonych ptaszczyzn rzuto-
wych (strona 78): okazuje sig, z¢ akwalne rozwazania o konfiguracjach zawieraja
tamte wezeéniejsze wyniki. y

Przyklad: Ponowniec mamy tutaj do czynienia ze
skoriczong plaszczyzng rzutowa rzedu 2: jej liniami
sq {1,2,3}, {2,4,6}, {3,5,6}, {1,4,5}, {1,6,7}, 7 2
{2,5,7} i {3,4,7}. Zauwazmy, Ze linie tc tworza
bloki dla konfiguracji o parametrach (7,7, 3, 3, 1).
(Ponadto poprzednie twierdzenie o konfiguracjach

dualnych jest pewnym uogélnieniem pojecia dual- 6 5 3
noéci punktéw i linii w tej geometrii, 0 kt6rej wspominaliSmy w rozdziale 5). O

I
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Twierdzenie: Skoriczona ptaszczyzna rzulowa wymiaru n jest identyczna z konfi-
guracja o parametrach (n®-+n-+ ,n® -+ n 4 1+ 1,n--1,1); tzn. linic skoriczone;
plaszczyzny rzutowej wymiaru n tworzg bloki takiej konfiguracji i na odwrdt,
Dowdd: Zat6zmy najpierw, ze mamy zadang skoriczong plaszczyzng rzutowq wy-
miaru n. Przypomnijmy, ze sktada si¢ ona ze zbioru punktéw i rodziny . linii”
(kt6re sq podzbiorami tych punkiéw), majacych nastepujace wiasnosci:

(1) kazde dwa punkty leza na dokladnic jednej linii,

()" kazde dwie linic przecinajg si¢ w dokladnie jednym punkcic,

(ii) kazda linia zawiera n - | punkiéw,

(i)’ kazdy punkt lczy na n - 1 liniach.

Czy linie te tworza bloki konfiguracji? Oczywiscie ze tak, poniewaz po pierwsze
majg¢ tyle samo elementéw (whasno$é (ii)) i po drugie kazde dwa punkty naleza do
tej samej liczby blokéw/linii (wlasno$é (i)). Mamy wiec konfiguracje, dla ktdrej
k=n--1iA = 1. Ponadto, na podstawie wlasnoéci (i)’ stwierdzamy, 7¢ r == n + 1.
Stad pozostate dwa paramelry, b oraz v, okreslone s3 nastgpujdco:

1)('l-[-~ ]) V= 1
v - n

H -" l i

skad wynika, ze b = v =n® 4+ n - 1. W ten sposéb rzeczywiscic otrzymali§my
konfiguracje o parametrach (n? -t n-+- 1,02 +-n -+ 1,n-+ 1,n-11,1), tak jak twier-
dziliSmy. (Tak naprawde, stosowaliémy juz bardzo podobne rozumowanic, roz-
wiazujac zadanie 7 ze strony 83, alc nic znajac jeszcze pojecia konfiguracji.)

Na odwr6t zatézmy, ze mamy zadang konfiguracje o parametrach (n? -+ n +
L bn-+1,n--1,n+ 1,1). Jezeli traktujemy bloki jako linie, to jest oczywiste,
ze zadane parametry implikuja wlasnosci (i), (ii) oraz (i)’ '

(W tnkl, nrbnl, a1, w41, 1)

4 ¢

iy (it} [
Pozostata wtasnos¢ (i)’ wynika bezposrednio z picrwszego wniosku, przedstawio-
nego powyzej, kibry méwi, ze kazde dwa bloki tej konfiguracji maja doktadnie
Jeden wspélny clement. Bloki konfiguracji rzeczywiscie tworza linic skoficzonej
plaszczyzny rzutowej wymiaru n, ¢o koriczy dowdd twierdzenia. O

Przedstawiona metoda konstrukeji skoriczonych plaszczyzn rzutowych za po-
moca kwadratéw faciriskich (strony 79-82) jest kolejnym sposobem konstrukcji
pewnych konfiguracji symetrycznych. Ponadto nicistnienie skoriczoncj plaszczy-
zny rzutowej wymiaru 6 jest réwnowazne z nieistnieniem konfiguracji o para-
metrach (43, 43, 7, 7, 1) (wyprowadzimy to w zadaniach). Podobnic, skoriczona
plaszczyzna rzutowa wymiaru 10 jest réwnowazna konfiguracji o parametrach
(111, 111, 11, 11, 1); nicistnienie takiej konfiguracji pokazano w 1989r. za po-
mocg komputera.

Okazuje si¢, ze konfiguracje symetryczne sa wykorzystywanc nic tylko w pro-
jektowaniu rzetelnych eksperymentéw, ale réwnicz w obeenych zastosowaniach
matematyki w ,,kodach korygujacych biedy”. Najpicrw wigec oméwimy ogélna
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teori¢ takich koddéw, a nastgpnie wykorzystamy konr”.lguracje’ fio ich lfons@kcijx:
Zatézmy, zc chcemy przestaé elektronicznie jakag wnad'or‘nosc: wowezas wiado
moéé (a musi zostaé przethumaczona na jezyk elektroniki; w naszych' ro;yaga—
niach bedzie to oznaczato kodowanie jej w postaf:i ciagu flozoncgo z zer i jedy-
nek. (Sa one czasami znane pod nazwa kod6w ,,binarnych™.)

Przykiad: Jako bardzo prosty przyklad wyobrazmy sobie, ze 7aWSZe ch,c,exlnz
przestaé tylko jeden z czterech wyrazéw ,,Péinoc”, ,,Potudnie . L Wschdéd t (;1
Zach6d”. Najprostszy kod binarny otrzymujemy, ttumaczac kazde z tych stow
na nastgpujace ,stowa kodowe”

N—00 S—0l E—10 W—=11

(W naszych kodach kazde stowo kodowe bedzie uzywalo tej salpej liczby cg;fr;
liczba ta nazywa si¢ diugosciq kodu. Tak wigc w tym przykladzie kod ma diu-

]
gos§¢ 2.)
Ze wzgledu na mozliwo$¢ powstania bigdu przy przcsy%aniu elektromf:znych
informacii, jest pozadane czasami bezpiecznicjsze kodowanie przez dodanie pew-
nych sprawdzajacych elementéw.

Przykiad — drugie podejécie: W naszym prostym kocl?ie pojedynczy bla(cjl
moze spowodowaé otrzymanie nieprawdziwej wiadomosci. Na przyklad. bia
tylko w jednej cyfrze przy transmisji stowa ,P6tnoc” mogtby spowodowac, ze zo-

- stanie ono odczytane jako ,,Potudnie”. Nastepujacy kod dhugosci 3 jest pewnym

udoskonaleniem wcze$niejszego kodu:
N—000 S—011 E—101 W-—110

Dodatkowa ,,sprawdzajaca” cyfra zostata tak _Vvyl?rana, 2¢ kazde ze sléw (l{(::gu(;
jacych zawiera parzystg liczbe jedynek. Jezeli wige podcza}; transr&ls{; 2‘1(; " Zga )
z tych stéw wystapi blad w jednej cyfrze, to otrzymana w:afiomf). ‘ (zi 4 o =
wicrata nieparzysta liczbg jedynek. Wiadomo$¢ ta nie bg(.lzxe wige je (;ly o
stéw kodujacych, kidre mozna zaakceptowad, i ou_'zymuquy m_bcdz:e wiedzial, e
w trakcie transmisji wystapit blad: osoba wysylajaca moze W:ec by¢ popn;sg;) "
o ponowne jej nadanie. Jest to wigc przyklad kodu, k‘L()ry moze rozpozna»;a 3 ;}e;
(Ta sama zasada, o bardziej skomplikowanym kodzie, jest stosowax.ma, gdy ka (ilk g
w supermarkecic odczytuje elekironicznie kody krcsek. na towarac.h. w przypa -
wystapienia bigdu skomputeryzowana kasa rozpoznaje ten fakt i daje ,.sygn .

kasjerowi).

Przyklad ten ilustruje, jak kod moze wykrywaé.bkcdy (l\.jb prz.ynajm(rlue':j ;((31
ograniczona liczbe). Niekiedy jednak jest niemozliwe p.o‘wxadoml.é. L na ajrclllz ie,
aby powtérzyt wiadomos¢é (jak w przypadku zakodowz'mej informacji o g;(l)(%gwe_),
nadawanej z satelity na orbicie lub zakodowanego dzwieku z ptyty komp 1)
i wtedy potrzebujemy jeszcze bardziej udoskonalonych kodéw.
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Przyklad — trzecie podejscie: Gdyby przy zastosowaniu poprzedniego kodu
naptyneta wiadomosé 001, wéwezas (poniewaz nic jest to Zadne mozliwe do za-
akceptowania stowo kodowe) adresat wiedzialby, ze wystapil blad. Ale nawet za-
kiadajac, Ze wystapit blad tylko w jednej cyfrze, nie jest mozliwe stwierdzi¢, czy
zamierzona informacja bylo 000 (,,PSinoc™), czy 011 (,Potudnie™), czy tez 101
(. Wschéd™). Tak wiee (jezeli bytoby to mozliwe) adresat poprositby o ponowne
nadanie tej wiadomogci. Okazuje sig-jednak, Ze mozemy jeszcze bardziej udosko-
.nali¢ nasz kod w spos¢b nastgpujacy:

N — 000111 S — 011010 E— 101100 W — 110001

Chociaz ten kod jest dwa razy dluzszy, ma wielka przewage nad poprzednim. Po
pierwsze moze rozpoznaé wystapienie biedu az do trzech niepoprawnie przesta-
nych cyfr w stowie. Wynika to stad, Ze jest niemozliwe, zmicniajac trzy lub mniej
cyfry, otrzymaé jedno, mozliwe do zaakceptowania stowo kodujace z drugiego.
Lecz zasadnicze udoskonalenie polega na tym (zakladajac, i% nasze wyposazenie
jest odpowiednio niezawodne), ze tu adresal moze faktycznie skorygowad wia-
domodé, nie proszac o jej ponowne nadanie. Zatézmy na przyktad, ze otrzymang
wiadomoscia jest 111001: tego stowa kodowego nie mozna zaakceptowad, a wige
musiat nastapié blad. Jaka wigc byla zamierzona informacja?

P6inoc”? . 000111: potrzebnych byloby pigé zmian, aby uczynié z tego
},;’L({)g(;;\ie”? (j. 011010: potrzebne bylyby trzy zmiany, aby uczyni€ z tego
f,l\’égggéd"? tj. 101100: pourzebne bylyby trzy zmiany, aby uczyni¢ z tego
l,lzla(():(t))iid’? 4j. 110001: potrzebna bylaby jedna zmiana, aby uczynic z tego
111001.

Majac na uwadze zalozenie, ze wyposazenie jest tak niezawodne, iZ wystapie-
nie wigcej niz jedenego bledu jest wielce nieprawdopodobne, adresat odkoduje
wiadomo$é jako ,,Zachéd”, bedaca stowem, ktére wymaga najmnicjszej liczby
korekt, aby otrzymaé przestang wiadomo$é. ‘ 0O

Jest to prosty przyktad ,kodu korygujacego btedy”: potrafi on wykry¢ je, je-
zeli na jedno stowo przypadajg mniej niz cztery bledy i w rzeczywistosei potrafi
skorygowaé je, gdy na jedno slowo przypadaja mniej niz dwa bigdy. Decydujaca
wlasno$cig st6w kodowych, ktéra daje im mozliwos$é korygowania bigdéw jest ta,
7e potrzeba czterech zmian wérdd cyfr, aby uczynié z jednego stowa kodowego
inne. Przedstawimy teraz proste uogdlnienic tej wiasnosci, ktére jest kluczem do
teorii kodéw korygujacych biedy.

Twierdzenie: Niech stowa kodowe pewnego kodu maja t¢ wlasno$é, ze potrzeb-
nych jest co najmniej d zmian w ich cyfrach, aby otrzymaé jedno stowo kodowe
z drugiego. Woéwczas kod moze:
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(i) wykry¢ bledy, jezeli w kazdym stowie popetniono mniej m/ d‘p{%déw;
(i) korygowac¢ biedy, jezeli w kazdym stowie popemiono mniej niz ;d.

Dowdd: (i) Potrzebnych jest co najmnicej d zmian,‘aby_ z ?‘ednego stowa _kf’d(_);
wego otrzyma¢ inne. Tak wigc, jezeli nasigpi co najmniej Jedna' (lecz mnicj mlL(
d) zmiana w trakcie transmisji stowa kodujacego, tq otrzymany ciag zer i jedyne
nie moze by¢ stowem kodowym do zaakceptowania. W tym przypadku adresat
sorientuje sie wigc, ze nastapit biad. . ‘
70r(lii) ('I‘Jym fazeg\ maksym:lna liczba bledow jest jt.:stzcz‘fz 1lnmejs'z_a, a wzicc po-
nownie bledy zostana zauwazone. Ale jezeli jest mniej niz 2d zmian mig¢ dLy Zill(-
mierzonym stowem kodowym a rzecgywiécie 9(rzymanym c:qg}em zeri je ynlc(: X
to ile jest zmian migdzy tym olrzymanym ciggiem ?\d‘owolnym'mny'm s}owen;z : :1;
dowym? Rozwazmy jakickolwiek stowo kodowe i niech bedzie ¢ zmian, (ak )

pokazano:

> d zmian
& "RZ 3 INNE
ZAMIERZONE OTRZYMANY CIAG ;
SL/C/)\WO KODOWE ZER 1 JEDYNEK SLOWO KODOWE
N~ /‘ ‘\ ¢ zmian /

< %d zmian
o< -%d + ¢ zmian

Ten wykres zmian pokazuje, Ze Ld+4-¢> d, astad, ze ¢ > Sd. W ten spos6b za-

2 o
mierzone stowo kodowe jest jedynym sposréd stéw kodowych, ktére moze byé

. . . . l . i cwW t m
olrzymane 7z przestanego ciagu za pomoca mniej niz z.d zmian. Tak w a¢k . Sio}\:v "
przypadku zamierzone stowo kodowe jest chncznaczme. wyzrfacmnc jako:s "
kodowe, wymagajace najmniej zmian w otrzymanym Ciagu, i adresat moze 0C~!
czytaé zamierzona informacje, bez wzgledu na przeklamania.

O og6lnej teorii kodowania mozna dowiedzie¢ si¢ z ksiazki R. Hilla A first
course in coding theory, cytowanej W spisie literatury. W kregu ‘r.laszegq zamteri-
sowania sg tylko te kody, ktére mozna wyznaczy€ kqnﬁguracp :symetryczny? .
Widzieliémy w drugim wniosku na stronie 211, ze kazde dv.va. wnf:rszc w kr;lngZ
rzy incydencji dla konfi guracji o parametrach (v v,lf,k, A) rézmg sie na doktadni
2(k — \) miejscach. Nastepujacy rezultat wynika wigc natychmiast.

Twierdzenie: Jezeli stowa kodowe jakiego$ kodu sa wierszami macierzy incyden-

cji dla konfiguracji o parametrach (v, v,k,k,\), to kod ten moze:
‘ (i) wykry¢ biedy, jezeli w kazdym stowie popeiniono mnicj niz 2(k - A) ble-
déw;,
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(ii) korygowac biedy, jezeli w kazdym stowie popelniono mnicj niz k — A ble-
dow. 0

Kody otrzymane z konfiguracji w taki wiasnic spos6b maja dwie charakte-
rystyczne wlasnodci: po pierwsze kazde ze stéw ma takg samg ,,wage” (4. za-
wicra t¢ samq liczbe jedynek), a po drugic kazde dwa stowa kodowe r67Znig
si¢ na dokladnie takicj samej liczbie miejsc. Sposréd kodéw o tych charakie-
rystycznych wiasnosciach, te kire powstaja 7 konfiguracji sq najlepsze z moz-
liwych, gdyz, jak zobaczymy w zadaniach, kazdy taki kod o diugosci v moze
mie¢ najwyzej v stow kodowych. W ten sposeb macierz wymiaru b x v, kidrej
wierszami sg stowa kodowe takiego kodu, musza spetnia¢ warunck b < v i, na
podstawie nieréwnosci Fishera, macierz incydencji wymiaru b x v konfiguracji
musi mie¢ b > v. Jak wlasnie widzieli$my, macierze konfiguracji o minimalnej
liczbie blokéw okazuja si¢ byé macierzami tych specjalnych kodéw o maksy-
malnej liczbie stéw kodowych. Tak wicc te dwie koncepcje daty nam razem ko-
lejne twicrdzenic minimaksowe. Czytelnik, kidry chciatby poznaé wicle fascynu-
Jjacych wzajemnych powiazai migdzy konfiguracjami a kodami, moze siggnaé do
ksiazki P.J. Camerona i J.H. Van Linta Graph theory, coding theory and block
designs.

Kody dtugosci v otrzymane z konfiguracji (tak jak powyzcj) maja v stéw kodo-
wych: zakorficzymy ten rozdziat przyktadem pokazujacym, jak w pewnych przy-
padkach jest mozliwe wyznaczenie kodu dtugosei v - 1 majgcego 2(v + 1) stéw
kodowych i jednoczesnie majacego zdolnogci korygowania bigd6w.

Przyktad: Macierz M jest macicrza incydencji pewnej konfiguracji o parametrach
(7,7,3,3,1):

1 110 000

0101010
0010110
M=1{1 0011200
1.0 0001 1
0 001 0 1
0011001

Jak mozna byto oczekiwaé, kazde dwa wiersze macierzy M réznia sig na do-
kiadnie czterech miejscach. Gdy wice wiersze macierzy M s3 uzyle jako stowa
kodowe pewnego kodu, to moze on wykrywac bledy, jezeli w stowie popetniono
mniej niz cztery bledy, i moze korygowaé bledy, jezeli popetniono mniej niz dwa.

Teraz niech M’ bedzie macierza wymiaru 7 x 7 otrzymang z M, zastgpujac
jedynki zerami, a zera jedynkami, i niech N bedzie macierzq wymiaru 16 x 8
utworzong w nastepujacy sposdb:
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1111 1 1 11 11111111
1 11110000
1 10101010
1 10010110
1 M 11001100
1 11000011
1 10100101
1 10011001
N= =looo0o0 1 111
0 01010101
. 01101001
0 M 00110011
0 00111100
o 01011010
0 01100110
80000000 00000O00O0O

Wéwezas, jak mozna od razu sprawdzi€, l\tazdfz Flw.a »Yiersze ma.cxerZ};V 1\2 rgzmtg
si¢ na czterech lub wiecej miejscach. Tak wigc, ngeln w:erszrc': 3na(:§|efi):) § gwaiia
jako stowa kodowe jakiego$ kodu, to ma on ta?ue same mozhlwo. Ci 1ig2:g .
bledéw jak poprzednio. Jednakze zwigkszajac jego dhugoé€o 1, mog yz -
szy¢ ponaddwukrotnie liczbg stéw kodowych. o

W zadaniach zobaczymy, Ze jedynymi symetrycznym.i konﬁguraqam{ er;ogg:
cymi tworzy€ rozszerzone kody, tak jak w tym przykla'dzne, sarkonﬁg_gric_;l((:“cfna
rametrach (4n—1,4n—1,2n~1,2n—1,n~ 1), tak jak konfiguracja cy
skonstruowana wczesnicj.

ZADANIA

1. Dla danych liczb catkowitych & oraz v, gdzie 1 < k < v, pokazaé, Ze istnicje
konfiguracja o parametrach

v\ [v—1\ v— 2>
o() (2w (s)
2. Majac dang konfiguracj¢ o parametrach (v, b, r,k,\) pokaza¢, ze istnicje k[(\);i
figuracja o parametrach (v,b,b —r,v —k,b-+ A—2r).

3. Majac dang konfiguracje o parametrach (v,b,r,k,A) i okreélor.xyrjij; glzliag:
' niech x; dla 0 < i < k oznacza liczbg innych blokéw, kt6ére maja z 5 co.
nie i wsp6lnych punktéw. Pokazac, ze

k
Y x =b-1
§=0
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(i) b= tv(v—1),
¢ + o n 2 0.
ii1) v ma postaé 6n -1 lub 6n - 3, dla pewne‘go nz o
( zW rzegzywistos’ci wiadomo, Ze sylemy trojek Steinera istniejg dla wszyst-
kich v spetniajacych (iii)).

k

(i) Y ix; =k(r—1) (W]
i=0
k

(i) Y i(i—1)x =k(k—1)(A—1) (W)
i=0

4. Pokazaé, ze jezeli istnicje konfiguracja o parametrach (v, v,k,k, A), to liczba
k -+ A(v — 1) jest kwadratem pewnej liczby. Wywnioskowaé, ze jezeli v jest
parzyste, to k— A jest rtéwniez kwadratem pewne;j liczby. (W]

9. Pokazaé, ze jezeli B € {0,1,...,v— 1} jest dgskonatyfn zbior'erfx réZr;nco-
wym (mod v), gdzie |B| =k, to liczba k(k — 1)'_]flst pod'{nelr}a przez vﬁ——l .

W twierdzeniu na stronie 207 skonstruowaliSmy taki zbi6r dla k = ?(}Jb~

—1). Pokaza¢, ze jezeli taki zbior istnicje, to v = 4n — 1, dla pewne] liczby

5. Pokazaé, ze jezeli n jest albo liczbg pierwsza, albo potega liczby pierwszej, catkowitej 7.

to istnieje konfiguracja o parametrach (n%,n% + n,n 4 1,n,1). (W] o |

10. (Zadanie dla wytrwatych — udowodnié, ze nie istmej'c ;adga‘konﬁguraCJa

.o parametrach (43,43,7,7, 1) lub réwnowaznie, Ze nie 1stnicje skoriczona
plaszczyzna rzutowa rzgdu 6).

6. Pewien matematyk twierdzi, ze jest w stanie zastosowaé drzewa do konstruk-
cji konfiguracji. Dla liczby catkowitej n > 2 bierze on graf peiny K, (na zbio-
rze wierzchotkéw V i zbiorze krawedzi F) i wykorzystuje jego krawgdzie
jako punkty konfiguracji. Jako bloki przyjmuje on kazdy podzbiér zbioru E,

(i) Niech Q bedzie macierza kwadratowa, Pokazaé, ze istnieje macierz diago-
ktdry tworzy drzewo na zbiorze wierzchotk6w V. Na przyktad dla n = 3:

: +
nalna D, w kt6rej wszystkie wyrazy lezace na przekatnej sa rowne _ 1, taka

7e macierz Q -+ D ma niezerowy wyznacznik, [Wi
(ii) Niech P bedzie macierza wymiaru 44 x 44 0 wyrazach bedacych llgzbatr‘m
o wymiernymi. Pokaza¢, ze istnieja liczby wymierne xi, . .. ,X43, dla ktéryc
X1 Y1
Pl I=
X43 Y43
drzewa: bloki: i v

W
gdzie yq = kxy,...p43 = £X43 (W]

€| €2 ey ey
A —  {e, 2}, {e1, €3}, {ea, €3}
WA \
3 P

iii) Rozwazajac macierz wymiaru 4x4
(otrzymujac konfiguracje o parametrach (3,3,2,2,1)). Pokazaé, 7e jezeli (i)

n > 3, to takie postgpowanie nie da w efekcie konfiguracji. (W] ?1‘ ; (1) -1
K=
7. (Problem Kirkmana o uczennicach, 1850r.) Czy jest mozliwe, by 15 uczen- 1 0 -2 ;
nic maszerowato w kolumnie zlozonej z pigciu szeregéw, po trzy uczennice 0 r-1 -

w szeregu, kazdego dnia tygodnia w len sposéb, ze po tygodniu kazda uczen-
nica byta w tym samym szeregu z kazda z pozostatych dziewczat dokiadnie
raz? ’ (O]

dla ki6rej KTK = 614, wyznaczy¢é macierz L wymiaru 44 x 44, speiniajaca
zaleznoéé LT L = 644 (gdzie 1, oznacza macierz identycznogciowa wymiaru

0]

nxn).

i 2 — x2 4 1.
(iv) Pokazaé, ze nie istnieja liczby wymierne x, y, dla ktérych 6y* = x" +

8. System trdjek Steinera jest to rodzina ztozona z b trzyelementowych pod- Wl

zbior6w zbioru v-elementowego, taka ze kazda para sposréd v elementéw
nalezy do doktadnic jedncj tr6jki. Pokazaé, zc w takiej konfiguraciji:

(v) Jestesmy juz gotowi pokazaé, ze nie istnieje konfiguracja o parametrach
(i) v jest liczbg nieparzysta,

(43,43,7,7,1). Zal6zmy, 2e taka konfiguracja istnieje, nicch M bedzic jej
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macierzg incydencji i niech N bedzie macierza wymiaru 44 x 44

0

0
00 - 01

Niech P = %LNT, gdzie L jest 1q sama macierzy jak w powyzszym punk-
cie (iii). Wéwczas stosujac punkt (i) do macierzy P, wyznaczyé liczby

wymierne xi,...,x43 oraz y (okreslone w tamtym punkeie) i nicch x =
=Xy +... -+ xq43. Pokazac, ze x oraz y spelniaja zaleznogé 6y2 =x%- 1 oraz
wywnioskowaé Zadang sprzeczno$d, W]

- Zatézmy, ze przy wyposazeniu, jakim dysponujemy, podczas transmisji kodu

binarnego moze wystapié¢ btad na dowolnym ustalonym micjscu, niczaleznic
od innych miejsc, z prawdopodobicristwem p. W przyktadzie o kicrunkach
Swiata w tym rozdziale mieliSmy dwa kody korygujace biedy. Pierwszy byt
dhugosei 3 i mogt wykry¢ jeden brad w stowie kodowym, a drugi byt dtugosci
6 i mGgt wykry¢ do trzech btedéw w stowie kodowym. Wyliczyé, w zalez-
nosdci od p,

(i) prawdopodobieristwo wystapicnia wigcej niz jednego biedu w transmito-
wanym stowie kodujacym, uzywajacym pierwszego kodu; (O]

(ii) prawdopodobieristwo wystapienia wigcej niz trzech bledéw w transmito-
wanym stowie kodujacym, uzywajacym drugicgo kodu. [O]
Wyliczy¢ te prawdopodobieristwa w przypadkach, gdy p = 0,75, p = 0,3
oraz p = 0, 1. Zobaczymy, ze dla matych wartosci p, drugi kod jest o wicle
bardzicj niczawodny. ’ [0]

Rozwazmy rodzing v podzbioréw zbioru b-clementowego, taka 7c kazdy
z podzbioréw zawiera r clementéw, a przekrdj kazdych dwéch spogréd tych
zbioréw zawiera A clementéw. Zliczajac wystapienia elementéw w tych pa-
rach zbiorGw lub stosujac inne podejscic, pokazad, zc

b((v—DA+r) > v

Pokaza¢ réwnicz, ze réwnos¢ zachodzi wiedy i Lylko wiedy, gdy kazdy spo-
$réd b elementéw nalezy do tej samej liczby podzbiorGw, powicdzmy £,
gdzie '

P — (W]

Zat6zmy, z¢ mamy kod o dlugodci v, skladajacy sie z b stéw kodowych,
kazde o tej samej wadze (4j. kazde sktadajace sic z tej samej liczby jedynek)
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i takich, ze kazde dwa stowa kodowe rdznig si¢ na tej samej liczbie miejsc.
Pokazaé, ze b < v. (wi]

14. Niech H bedzie macierza wymiaru m x m, w kidrej ka?dy wyraz jest ‘réwny
*+1, przy czym pierwszy wiersz oraz kolumna skia(?aja S-l{: wychzme.z 1,
a ponadto HH T = ml,, gdzie m > 2 oraz I,,, jest macierza 1(.1cntyczno§c1o_wa
wymiaru m x m. (Taka macierz [ jest znana jako znormalizowana macierz

Hadamarda). Pokazad, ze

(i) kazdy wiersz i kazda kolumna w macierzy H (z wyijatkiem pierwszych)
zawiera doktadnie m/2 jedynek; W]

(i1) dowolne dwie kolumny macierzy H (2 wyjatkiem pierwszcj) maja tacznie
jedynki na doktanie m/4 miejscach. ‘[VY]

Niech teraz m = 4n i niech M bedzie macierza otrzymana z H po usunigciu
jej pierwszego wiersza oraz pierwszej kolumny i .zamianic_ wszys(klch jej
wyrazéw réwnych —1 przez zero. Pokazaé, ze M jest macierza incydencji
dla konfiguracji o parametrach (4n—1,4n—1,2n—1,2n— 1,n—1).

15. Niech M bedzie macierza incydencji dla konfiguracji o paramefrach
(v, v, k,k,1). W6wczas, jak juz widzieli$my, dowolne dvx{a Wl.el'SZC macierzy
M r6znia, si¢ na 2(k — A) miejscach i moga by¢ one uzyte ;ako stowa k<‘)-
dowe w kodzie korygujacym biedy. Teraz, tak jak w ostatnim przykiadgle
tego rozdziatu, niech M’ bedzie macierza oerymana'z M Qr'zez zastaple-
nie jedynek zerami, a zer jedynkami, i niech N bedzie macierza wymiaru
2(v- 1) x (v 1) postaci

0
0060 ...0

(i) Pokazaé, ze kazde dwa wiersze macierzy N r6znig si¢ na cO najmnicj

2(k — \) miejscach wiedy i tylko wtedy, gdy k < 24+ 1 oraz v > 3k '—[%\},“j
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(.ii) Wyko'rzystujqc’ Qodstawowc zaleznosci pomigdzy parametrami, pokazaé
7e dzl;»e n;eréwnoscn 7. (i) zachodza wtedy i tylko wiedy, gdy k = 2A + 1 ora;;
v=4A-3. O
*en . v [W]
(iii) Uz’ywajqc‘wmrszy macierzy N jako stéw kodowych jakiego$ kodu, po-
kgzaé, ze bedzie on mial takie same mozliwosci wykrywania bigd6w, jak kod
uzywajacy macierzy M, wtedy i tylko wtedy, gdy wyjéci jpuraci
, rjéciowa konfiguracja
parametry (4n—1,4n—1,2n—1,2n—1,n—1). s

16

Teoria Ramseya

Zanim przejdziemy do rozwazai ogélnych, dotyczacych teorii Ramseya”, po-
damy (bez dowodu) trzy przyklady: pierwszy z nich jest banalny, pozostate dwa
natomiast (nawet dla takich matych liczb) nie naleza do najprostszych.

Przyklady: (i) Jezeli kazdy jednoelementowy podzbior zbioru {1,2,3,4,5,6,7}
zostanie pokolorowany na €zerwono lub zielono, to (niezaleznie od kolorowa-
nia) bedzie istniat czteroclementowy podzbidr zbioru {1,2,3,4,5,6,7}, kt6rego
wszystkie jednoclementowe podzbiory beda miaty ten sam kolor.

(ii) Jezeli kazdy dwuelementowy podzbiér zbioru {1,2,..., 18} zostanie poko-
lorowany na czerwono lub zielono, to (niezaleznie od kolorowania) bedzie istnial
czteroelementowy podzbidr zbioru {1,2,...,18}, ktdrego wszystkie dwuelemen-
towe podzbiory beda miaty ten sam kolor.

(iii) Jezeli kazdy trzyelementowy podzbidr zbioru {1,2,...,21} zostanie poko-
lorowany na czerwono lub zielono, to (niezaleznie od kolorowania) bedzie istniat
czteroelementowy podzbidr zbioru {1,2,...,21}, ktérego wszystkie trzyelemen-
towe podzbiory beda miaty ten sam kolor. ' a

W ogélnym przypadku niech ¢ bedzie dodatnia liczba catkowita ( W powyz-
szych przykladach jest nig liczba cztery) i niech k bedzie dodatnia liczba catko-
wita mniejsza od ¢ (W przykladach, w kolejnosci, jeden, dwa i trzy). Wéwczas
okazuje sig, ze istnicje dodatnia liczba catkowita R (powyzej 7, 18 lub 21) taka,
ze jezeli wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru {1,... ,R} zostang pokoloro-
wane na czerwono lub zielono, 10 bedzie istniat c-elementowy podzbiér zbioru
{1,...,R}, kiérego wszystkie k-elementowe podzbiory beda tego samego koloru.
Jest to szczeg6lna, dwukolorowa wersja ntwierdzenia Ramseya”, udowodnionego
po raz pierwszy (dla dowolnej liczby koloréw) przez F.P. Ramseya w 1930r.
W kazdym przypadku najmniejsza mozliwa liczba R nazywa si¢ ,liczba Ram-

- seya”. Okazuje sig, ze nawet dla tak bardzo szczegélnej wersji wynik ten jest

trudny do zaakceptowania, niewiele bowiem wiadomo o konkretnych warto§ciach
liczb Ramseya.
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Rozpocznijmy od dokladniejszego rozwazenia przypadkéw k == 1 i k = 2, tak
jak w pierwszych dwéch powyzszych przyktadach. Preypadek k = 1 jest prostym
uogélnieniem zasady szufladkowej. Na przyktad w punkcic (i) stwierdzamy po
prosty, ze jezeli umicscimy liczby od 1 do 7 w dwdéceh szufladkach (,czerwonej”
i ,,zielonej™), 1o jedna z tych szufladek musi zawieraé co najmniej cztery liczby.
Przypadek k = 2 dotyczy kolorowania dwuelementowych podzbioréw i moze
by¢ interprctowany jak kolorowanie krawedzi grafu. Dla przykiadu kolorowa-
nic wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru {1,...,18} to nic innego
jak kolorowanic wszystkich krawedzi grafu pelnego na zbiorze wierzchotkéw
{1,...,18}. W takim razic, na podstawie punktu (ii) stwicrdzamy, z¢ jezcli kra-
wedzie grafu K3 zostang pokolorowane na czerwono lub zielono, to bedzie istniat
podgral K, ktérego wszystkie krawedzie beda tego samego koloru, W ten sposéb
twierdzenie Ramseya w przypadku k = 2 moze by¢ traktowane jako kombinato-
ryczny aspekt teorii graféw.

W pierwszej czedci tego rozdziatu bedziemy rozwazaé wiasnic taka teorio-
grafowa wersje twicrdzenia Ramseya i wyprowadzimy z niej kilka innych znako-
mitych, pokrewnych twicrdzert. W dalszej czedci omdéwimy szersze aspekty ,.teo-
rii Ramseya”, ki6rych konsckwencjg bedg pewne zaskakujace rezullaty, podane
na koricu tej ksigzki.

Przyklad: Pokazaé, ze mozna pokolorowaé krawgdzie grafu K5 na czerwono lub
zielono, nie otrzymujac jednokolorowego podgrafu K. Pokazaé jednakze, iz ko-
lorujac krawedzie grafu K¢ na czerwono lub zielono, zawsze olrzymamy podgraf
K3 o wszystkich krawedziach tego samego koloru,

Rozwiqzanie: Bardzo tatwo mozna pokolorowaé krawedzie gralu K na czerwono
lub na zielono, unikajac powstania K3 o tym samym kolorze:

czerwony

ziclony

Wyobrazmy sobic teraz, ze kazda z krawedzi grafu K zostata pokolorowana
na czerwono lub zielono i weZmy pod uwage dowolny wierzchotek tego grafu.
Wierzchotek ten jest koricem pigciu krawedzi, z ktérych kazda jest czerwona lub
zielona, a wigc co najmniej trzy sposrdd nich sq tego samego koloru, Przyjmijmy,
nic tracac na ogélnofci, Zc co najmniej trzy sposrdd nich sg czerwone i rozwazmy
trzy wierzchotki bedace drugimi koricami tych czerwonych krawedzi:
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; czerwony
zielony

jezeli nie ma tutaj krawedzi
czerwonej, to otrzymujemy
zielony K3, jak pokazano ponize)

jezeli ktérakolwiek z krawedzi
na tych wierzchotkach jest
czerwona, to mamy czerwony Ki,

jak pokazano ponizej z lewej strony z prawej strony
& <
czerwony K3 zielony K3 [}

Ten przykiad pokazuje, ze n = 6 jest najmniejsza liczba o talfiej wlasn(?éci: Le
jezeli krawedzie grafu K, sa pokolorowane na czerwono lub z1elor-\o, to 1s.tmeje
podgraf K3 czerwony lub ziclony. Uog6lnimy teraz ten fakt na wigksze liczby.
Dla przyktadu, ile wierzchotk6w musi mie¢ graf peiny, by spelma} wlasnoéé la}ca,
ze jezeli pokolorujemy jego krawedzie na czerwono 1gb znfalono,. to bedzxg !st-
niat jednokolorowy podgraf Kio? Wcale nie jest OCZ}/V\{IS[& ze taki graf musi ist-
nieé. Mozna by bowiem kolorowa¢ krawedzie dowolnie duzych graféw peinych
na czerwono lub zielono, unikajac jednocze$nie powstania podgrafu Kio kol_orfl,
na przyklad, zielonego. Jednakze nastepny rezultat pokazuje w s'zczegélnqémz ze
jezeli graf K4gea0 ma krawedzie pokolorowane na czerwono 1ub zielono, to istniejc
w nim podgraf Kio o krawedziach jednakowego koloru!

. . L g —2
Twierdzenie: Niech r,g > 2 beda liczbami catkowitymi i niech n = ("te79).

Wéwczas, jezeli krawedzie grafu K, sa pokolorowane na czerwono lub zielono,
to istnieje czerwony podgraf K, albo zielony podgraf K,. '
Dowdd: Przeprowadzimy go przez indukcje wzglcdf?m r- g przy cz‘yn} n:t);]—
mnicjszy z mozliwych przypadkéw zachodzi wiedy, kicdy r = g = 2. Jezeli albo
r =2 albo g = 2, lo wynik ten jest banalny. Na przykl_ad, gdy r = 2,. wéwczas
n= (2+g _2) = g i jest oczywiste, z¢ kolorujac krawedzie grafu K na czerwono

fub zic%(;rl\o, bedzic istniala albo krawedZ czerwona (co daje nam czerwony K3)

15 ~— Aspekty kombinatoryki



226 Rozdziat 16

albo, w przeciwnym razie, wszystkie krawedzie beda zielone, a wige bedziemy
mieli zielony K.

Zalézmy zatem, ze r > 2, g > 2 i 7e wynik jest prawdziwy dla wartodci mniej-
szych od r - g. Wowczas, w szczegblnosei:

@) jezeli ny = ("""f’_::)”z) oraz krawgdzie grafu K, sa pokolorowanc na czer-
wono lub zielono, to istnicje czerwony podgraf K, albo ziclony podgraf
Kg—l;

(i) jezeli ny = (('(ji)l‘)gl %) oraz krawedzic grafu K, sa pokolorowane na czer-
wono lub zielono, o istnieje czerwony podgral K,..; albo zielony pod-
graf K.

Aby otrzyma¢ teraz zadany wynik dla r oraz g, niech n == ("% [2) i zat6zmy,
7e krawedzie grafu K, zostaly pokolorowane na czerwono lub zielono. Wezmy
pod uwage jeden konkretny wierzcholek v i rozwazmy dochodzace do niego kra-
wedzie: jest ich n— 1 i na podstawie zwyklej zaleznosei rekurencyjnej dla wspot-
czynnikéw dwumianowych mamy

r+g—2 r+g-3 rig-3
’—1: —_ == . -
" ( r—1 ) 1 ( r—1 A !
r+(g—-1)-2 (r—1)+g-2
~1 e _
>( r—1 * (r—1)—1 [

~~

"
n-1 ny-|

W ten sposéb wéréd n — 1 krawedzi majacych wierzchotek koricowy v, nie moze

byé mniej niz ny; krawedzi zielonych oraz mniej niz np krawedzi czerwonych,
zatem:

albo wsréd tych n — 1 krawedzi jest co | albo wéréd tych n — 1 krawedzi jest co
najmniej n; krawgdzi zielonych najmniej ny krawedzi czerwonych
W tym przypadku rozwazmy graf
petny K, . utworzony na n,
wierzchotkach, bedacych drugimi
konicami ny krawegdzi zielonych:
1y

W tym przypadku rozwazmy graf
peiny K,,,, utworzony na H
wierzchotkach bedacych drugimi
koricami ny krawedzi czerwonych:

v

czerwony zielony

Na mocy (i) istnicje Na mocy (ii) istnieje
tutaj czerwony K, tutaj czerwony K,
lub zielony K,_; lub zielony K,
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Istnieje petna symetria migdzy tymi dwoma pri/‘ypad.lca{n_i; rgzwaimy wigc, na
przyklad, sytuacje przedstawiona po lewej stronie. Jezeli istnieje czerwony K,,
{0 znalezli$my to, czego szukalismy, i twierdzenie jest udowodmonc: Jezeli nfno-
miast w przedstawionym podgrafie istnieje ziclony K., to wraz z wierzchotkiem
v daje on zielony K, tak jak zadali$my. ' ‘ .

Sytuacja przedstawiona po prawej stronie jest podobna, a wigc w kazdyl?n. przy-
padku musi istnie¢ w pokolorowanym grafic K, czerwony podgraf K, lub zielony
podgraf K, i, na mocy indukcji, dowdd jest zakoriczony. [

Niech r,g > 2. Poprzednie twierdzenie pokazuje istnienie liczby calkO\-mtej n
takiej, ze jezeli krawedzie grafu K, s pokolorowane na czerwon‘o lub z§elor.10'.,
to musi istnieé czerwony podgraf K, lub zielony podgraf K mozemy wigc juz
zdefiniowaé liczbe Ramseya R(r,g) jako najmnicjsza liczbe catkowita n, majaca t¢

 whasno§¢. Poniewaz nazwy koloréw nic maja zadnego znaczenia, Wige widzimy,

ze R(r,g) = R(g,r). Nasz kolejny rezultat pokazuje pewne proste oszacowania dla
liczb Ramseya. :

Twierdzenie: Dla r, g > 2 liczba Ramseya R(r,g) spetnia nieréwnosci
r+g-2
v+ <rea < (7T

Dowdd: Nier6wno$§¢é z prawej strony jest bezpoércdnig konsckvycnqq -poplrz.ed-
niego twierdzenia. Rzeczywidcie, na podstawie definicii, .R(‘r,g) jest najmniejsza
liczba catkowita n o przedstawionej wlasnodci kolorowania i na mocy tego twier-
zenia n = ("7¢72) ma oczywicie t¢ wiasnosé. . .
‘ (?Aby udox(v(;ariic? nieréwno$é z lewej strony, musimy przedstawic¢ tz}kxe koloro-
wanie na czerwono lub zielono krawedzi grafu Kq_1)g-1)» W wyniku ktérego
nie powslanie ani czerwony podgraf K, ani zielc?ny podgraf {(g. W tym gelu
narysujmy (r—1)(g — 1) wierzchotkéw w postacl .prostokamej kraty. W){rmaru
(r—1)x(g—1). Nastepnie kazde dwa wierzchotl'q z tc?go samego wiersza pf)-
taczmy krawedzia zielona, a kazde dwa wierzchotki nalezace do réznych wierszy
krawedzig czerwona:

g— | ———
m "
N/
SETPES
LSRG
SIS

>

r

k?“
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Wéwezas zielone krawedzie tworza grafl, skladajacy sig z r — | sktadowych,
z ktérych kazda jest grafem petnym na g — 1 wierzchotkach. Jest wige oczywiste,
ze graf ten nie zawiera podgralu K, ( w rzeczywistosci nie istnicje zaden spljny
zielony podgraf na g lub wigeej wierzchotkach).

Lalwo mozna si¢ réwniez przekonaé, ze przy takim kolorowaniu nic powsta-
nie czerwony podgraf K,. Faktycznie, spéjrzmy na kidrekolwick r wierzchotkéw.
Znajduja si¢ one wérdd r — 1 wierszy, czyli, na podstawie zasady szufladkowej,
jeden z wierszy musi zawicra¢ co najmnicj dwa sposréd tych wicrzchotkéw. Ale
wlwczas e dwa wierzchotki $q potaczone krawgdzig zielona, tak wige nie moga
by¢ one czgfeia czerwonego podgralu K,.

Whynika stad, ze pokolorowali§my krawedzie grafu K- 1)(g—1) na czerwono lub
zielono, unikajac jednoczesnie powstania czerwonego podgrafu K, i ziclonego
podgrafu K. To implikuje, ze R(r,g) > (r — 1){g - 1), koficzac dowéd. 0O

Jakie sg konkretne wartosci liczb Ramseya? batwo mozna zauwazyé, ze
R(2,8) = g, dlakazdego g > 2: jak bowiem juz uzasadnialismy, jezeli K ma kra-
wedzie pokolorowane na czerwono lub ziclono, o albo bedzie istniata krawedZ
czerwona, albo, w przcciwnym razie, caly graf K, bedzic ziclony, (Zauwazmy, ze
przypadki r =2 i g = 2 s3 jedynymi, dla ktérych oba oszacowania z poprzedniego
twierdzenia w rzeczywistodci pokrywaja sie, dajac réwno$é.) Przyktad na stro-
nie 224 pokazuje, ¢ R(3,3) = 6; w zadaniach zobaczymy, ze R(3,4)(:= R(4,3)) =
9; wiadomo réwniez, ze R(3,5) == 14, R(3,6) == 18i R(3,7) == 23. Ponadto, co wy-
nika z punktu (ii) pierwszego przyktadu tego rozdziatu, R(4,4) = 18. Okazuje sig,
ze oprécz tych warlodci nie sq znane Zadne inne wartoéci liczb Ramseya'.

Nictrudno jest uog6lni¢ rozwazania dotyczace dwéch koloréw, na przypadck
m kolor6éw. Podamy teraz jeden z takich rezultatéw:

Twierdzenie: Niech m begdzie dodatnia liczba catkowitg. Wéwczas ismiéje liczba
catkowita M taka, Zze jezeli kazda krawedZ grafu K jest pokolorowana jednym
2. m koloréw, to istnieje jednokolorowy K.

(Zobaczymy w zadaniach, ze liczba M = [m!e] - 1 spetnia to (wicrdzenic).
Dowdd: Zastosujemy metode indukcji wzgledem m: przypadek m == 1 jest oczy-
wisty, a przypadek m == 2 jest cz¢écia teorii Ramseya, omawiang wceresnicj (wi-
dzieli$my, ze kolorujac K¢ za pomoca dwdch koloréw otrzymamy jednokolo-
rowy K3).

Zalézmy wige, ze m > 2 i ze wynik jest prawdziwy w przypadku m — 1 kolo-
réw. Wéwczas, na mocy zatozenia indukcyjnego, istnicje liczba M, taka, 7e jezeli
krawedzic gralu Ky, sa pokolorowanc m — 1 kolorami, to istnieje jednokolorowy
podgrafl K3. Nicch M oznacza liczbg Ramseya R(3, My). Aby udowodnié, iz M jest
zadang w twierdzeniu liczba, zatozymy, z¢ krawedzic grafu Ky sa pokolorowanc
za pomoca m kolor6w, i pokazemy istnienic jednokolorowego Kj.

!Niedawno B. McKay i 8. Radziszewski, nakladem wielu godzin pracy komputera, wykazali,
ze R(4,5) = 25 (przyp. thum.).
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Niech jednym z koloréw bedzie czerwony i przez moment pkreélmy w§.zyst-
kie pozostate m — 1 koloréw jako nieczerwone. Wowczas majac na }1wz}dzc to,
ze liczba M zostala wybrana jako liczba Ramseya R(3., A{{g),.b?dznc istniat albo
czerwony K, albo nieczerwony K. Jezeli rzcczywiécnp _1sm.1cJe czerwony pod-
graf K3, to mamy koniec dowodu. Jezeli nacoxqiast lstqlejc nieczerwony Kag,. O
jego krawedzie sa pokolorowane m — 1 koloramnz Tgk wigc, ze wzgledl{ narl spgséb}
wyboru liczby Mo, graf Ky, (a wigc réwniez wyjécnqu graf Ku) bedzie l,awwrag] :
K3 o krawedziach jednakowego koloru. To na mocy indukeji koriczy dowdd.

Poniewaz R(3,3) = 6 i R(3,R(3,3)) = R(3,6) = 18, zatem konsekwencja tego
dowodu jest fakt, ze jezeli krawedzie grafu Kig zostang pokolorpwang trzema ko-
lorami, to bedzie istniat jednokolorowy podgraf K3. W rzccszv!stf)écn zobaczyr.ny
w zadaniach, Ze to samo jest prawda dla K7 (ale ni.e zaghodp juz dla} K16). Zain-
teresowany czytelnik bedzie mégt réwniez sie dowiedzieé, jak mogliby§my zde-

" finjowaé liczbe Ramseya R(r1,. .. ,7m); POWYZSZY przyklad jest ilustracja tego, ze

R(3,3,3) = 17. . ‘ o

(Od;ni)ennyxn kicrunkiem badan w teorii Ramseya jest szukanic, w odpow.ledmo
duzych grafach peinych, zamiast czerwonego K, i ziclonego K , pewnych innych
okre$lonych czerwonych i zielonych podgraféw. Podamy tf:rgz Jedcn.cnekayvy re-
zultat tego typu, w ktérym, ku zaskoczeniu, mozna precyzyjnie okre$li¢ konieczng
liczbe wierzchotkéw grafu petnego.

Twierdzenie: Niech r,g > 2 beda liczbami calkowiq{mi i_zai(?imy, 7e de'xlne Jefst
konkretne drzewo T na g wierzchotkach. Wéwczas, JeZeh'kazda kra.we(.i.a. gral;
peinego K . 1)(g-1)+1 jest pokolorowana na czerW(‘)no‘lub 21.elono, to istnieje gra
petny K, o barwie czerwonej lub drzewo_f 0 bafw1e Zlelo.nq.' y
Ponadto (r— 1)(g — 1) -+ 1 jest najmniejsza liczba o tej WldSl’lf)S(fl. e

Dowdd: Najpierw zauwazmy, ze (r—1)(g — 1) —|~'1 jest rzcczy»w{lécxc naj(rim.ueizzf.z
takg liczba, Jak juz bowiem widzieliSmy, w \fyymku kolorowal.ua’ krawg zxo g o
Kir—1y(g~1) przedstawionego na stronie 227 nie otrz.ymamy ani czcrw.onel,tgéwgi1 e
grafu K,, ani ziclonego spGjnego podgrafu na g wierzchotkach (a wigc A

i zewa T). .
Zleg(r)l:vgé%ctl;g:), ze ()r— 1)(g —1)+1 jest wiadciwa licng, przeprowadzimy pr;g'[i
indukcje wzgledem r - g, przy czym najmnicjszy mozliwy p_rzypadck mz: mll) fa
sce, gdy r =g = 2. Jezeli albo r =2, albo g =2, 1o re.zultat. jest oczyygs.g. Do
przyktadu, jezeli r =2, ton = (2- (g—1)+1=gi, tak jak p(;p;zc. rlu n,oj o
jasne, ze jezeli krawedzie grafu K sa pokolorowane na czerwono iu znéc r()-dc,me
bedzie istniat albo czerwony K, albo ziclony K, (ktéry musi zawicraC i
erZengYrg.y wige, ze r > 2, g > 2 i ze wynik jest prawdziwy.dla warto§ci ml?tloej—
szych od r--g. Zanim bedziemy kontynuowaé dowdd, narysujmy drzewo T, « gg
mamy nadzieje znaleZé jako drzewo ziclone. M:El ono g wxerzchotkéyv, 1211 ¥/ o
nich musi byé wierzchotek v stopnia 1 i krawq:dz,‘ powiedzmy, vw. Niec o c.
dzie drzewem otrzymanym z T przez usunigcic wierzchotka v oraz krawedzt vw:
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np.

"
T

Na mocy zgloienia indukcyjnego twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej war-
tosci mniejszej od r-g. W szczegblnodei, biorac pod uwage graf K, i drzewo T
na g — 1 wierzchotkach, wiemy, ze

‘(1’) Jegeln ny = (r—1)((g—1) —1)- 1 oraz krawedzie grafu K,,, (lub jakiegokol-
wiek w.n(;lfszggo grafu petnego) zostang pokolorowane na czerwono lub zielono
to bedzie istnial czerwony K, lub zielony 77, ,

P.odobme, stosujac zatozenie indukcyjne do K,.; i zadanego drzewa T na
g wierzchotkach, wiemy, ze

(ii) jezeling = ((r—1) ~.1 )(g — 1) + L oraz krawedzie grafu K, zostang poko-
lorowar}e na czerwono lub zielono, to bedzie istniat czerwony K, lub zielony T,

Przyjmijmy teraz, ze 'f = (r—1)(g—1)- 1 isprébujmy wywnioskowaé rezultat
dla pod.graféw K, oraz T zawartych w K,. Zauwazmy najpierw, Z¢ oczywiscie
n>nyize

(= 1) = (r= 1)~ )+ )= (g=1) = (r=2)(g— )+ 1 =1y

ZaIIGZmy wiec, ze Ilcazda krawed? grafu K, jest pokolorowana na czerwono lub
zielono: naszym celem jest pokazanie, Ze musi istnieé ¢
elony ot zerwony podgraf K, lub
Poniewaz n > ny, zatem z punktu (i) wynika, 2 4 3 i
' R 2 ynika, Ze pokolorowany graf bedzie za-
wlerai albo. czerwony K,'(c‘o koniczy juz dowdd), albo zielony T”. Zat6zmy wiec,
ze zachodzi druga gyluaqa 1odnajdzmy jedng taka kopi¢ grafu 7/ (na g — 1 wierz-
chotkach): nastgpnie spéjrzmy na pozostale n — (g — 1) (== n) wierzchotki.

g—1 T
wierzcholkGéw

Ky, zawiera
czerwony K,
lub zielony T

"“"_(g ~1)y=ny
wierzchotkéw
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Na podstawie punktu (ii) ten nizszy graf petny na n; wierzchotkach zawiera czer-
wony K, lub zielony T. Jezeli zawiera ziclony T, to mamy koniec dowodu.
Zalézmy wigc, Ze zawiera on czerwony K,_1, tak jak to zostalo pokazane.

Wezmy teraz pod uwage krawedzie taczace w z r — 1 wierzchotkami czerwo-
nego grafu K,_ . Jezeli kiérakolwiek z nich jest ziclona (jak pokazano ponizej
z lewej strony), o znalezliSmy ziclona kopig drzewa T'. Jezeli ta sytuacja nie za-
chodzi, to te wszystkie r—1 krawedzie sg czerwone, a wigce znaleZli§my czerwony
K, (jak pokazano na rysunku z prawej strony).

zielony T czerwony Ky

Wywnioskowalismy wigc nasz rezullal dla r oraz g, czyli na mocy indukcji
dowdd jest zakoriczony. a

Z definicji nasze grafy sa zawsze grafami skoficzonymi. Cheac wiec sformuto-
waé nieskoriczona wersj¢ twierdzenia Ramseya, powr6cimy do jego teoriomnogo-
Sciowej postaci. (Jezeli jednak czytelnik chciatby uog6lni¢ pojecie grafu na graf
okreslony na zbiorze wierzchotkéw {1,2,3,... }, to méglby woéwczas w dalszym
ciggu traktowaé ten rezultat jako wynik z teorii graféw).

Twierdzenie: Niech N = {1,2,3...} i niech kazdy dwuelementowy podzbiér
zbioru N bedzie pokolorowany jednym sposréd skoriczonej liczby dostgpnych ko-
loréw. Wéwezas istnieje nieskoriczony podzbidr S zbioru N taki, ze kazdy dwu-
elementowy podzbidr zbioru § jest tego samego koloru.

Dowdd: Zatézmy, 7e kazdy dwuelementowy podzbi6r zbioru N zostat pokoloro-
wany jednym sposrd skoriczonej liczby dostepnych koloréw: przedstawimy teraz
konstrukcje zadanego zbioru S.

Aby wprowadzi¢ indeksowanie, ktére bedzie wykorzystywane w dalszej cze-
§ci, przyjmijmy No = N i niech np bedzie dowolnym ustalonym elementem
w zbiorze No. Rozwazmy rodzing dwuelementowych podzbioréw {{no,n}:n €
€ No\ {no}}. (Na przyktad, jezeli wziglibysmy za no liczbe 1, to zbiorem tych
par bylby po prostu zbiér {{1,2},{1,3},{1,4},... D). Ta nicskoriczona rodzina
par zostata pokolorowana przy uzyciu tylko skoriczonej liczby koloréw, czyli jej
pewna nieskoriczona podrodzina musi byé tego samego koloru: zat6zmy wigc, Ze
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wszystkie elementy nieskoriczonej rodziny {{ng,n} : n € N;} sa jednokoloroi
¢ za?ézmy przykladowo, ze wszystkie te pary Sq czerwone), one
Niech teraz n; bedzie dowolnym clementem zbioru Ny i rozwazmy rodzin
dv{uclemcn(owych podzbioréw {{n),n} :n € Ny\ {n}}. Ta nicskbﬁcmna Jro?
dzm.a. par zostata pokolorowana przy uzyciu tylko skoriczonej liczby 1;()[0r6w
c.:zyh Jejpewna nicskoficzona podrodzina musi byé jednokolorowa: zalézmy wi c’
ze wszystkic clementy nieskoriczonej rodziny {{n;,n} :n e Nz}.sq. del‘lOAk()lOl'Ogl ,
(i za}éimy preyktadowo, Ze wszystkic te pary sa ziclone). ’
Niech teraz np bedzie dowolnym elementem zbioru N i rozwazmy rodzing
;i;vvseclememowxch podzbioréw {{na,n} : n € Ny \ {ny}}. Ponownic rodzina tg
v clizi;ypi\:/:b(t é:;i;)(')kolorowq nieskoriczong podrodzing {{nz,n} : n € N3} (po-
Niech tgraz n3 bedzie dowolnym elementem zbioru Ny i rozwazmy .
Postepujac dalej w ten sposéb, otrzymamy ciag nicskéﬁczonyeh zbio.r'éw

N=Ng 2N 2Ny, DN3 D -
oraz. po jednym clemencic z kazego z nich
no € Ng, ny € Ny, n € Na, 03 € MNs, ...

przy czym, dla dowolnego ustalonego n;, dwuelementowe zbi
; iy ¢ zbior n; :
€ Nii1} sa tego samego koloru. y e
chzch dé)puéciliby.émy nieskoriczone zbiory wicrzchotkéw, to mogliby§my
przedstawic¢ ten proces w postaci grafu i poréwnaé go z d ni
e : 2 dowodam -
$niejszych twierdzen: ; mipewnychweze

“gl\g ten sposéb (uzywajac pewnych konkretnych kolorow) mamy nieskoriczong
{{ro,n} : n € N} sa wszystkie tego samego koloru (powicdzmy czerwonego)
{{n1,n} 1 n € Ny} sa wszystkic tego samego koloru (powicdzmy zielonego)
{{n2,n} : n € N3} sa wszystkie tego samego koloru (powicdzmy nicbieskiego)
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{{n3,n} : n € N4} sa wszystkie tego samego koloru (powiedzmy czerwonego)

Poniewaz dysponujemy Lylkd skoriczong liczba koloréw, ktéryé z nich (po-
wiedzmy z6tty) musi wystapié na tej liscie nieskoriczenie wiele razy; 4.

{{ni,,n} : n € Ni 11} sa wszystkie tego samego koloru (powiedzmy zéltego)
{{ni,,n} : n € Niyy1} sa wszystkie tego samego koloru (powiedzmy zditego)
{{mi;,n} : n € Niyy1} sa wszystkic tego samego koloru (powicdzmy Z6ltego)

Niech 8 = {0y, Mg, -- - }. Wowcezas S jest zbiorem nicskoriczonym i twier-
dzimy, Ze kazdy dwuelementowy podzbi6r zbioru S jest z6ity. WeZmy pod uwage
typowy dwuelementowy podzbidr {n;,,n;, }, gdzie ny, < iy Witedy

ni € N,-k C Ni‘.~l C .- gNin

a wiec zbibr {n,-},n,",} jest jedng z par nalezacych do zbioru {{ni,,n} :n€Niy11 h
ktéry znajduje si¢ na powyzszej liscie, a zatem jest koloru zéltego, tak jak twier-
dzili§my.

W ten spos6b kazdy dwuelementowy podzbiér nieskoriczonego zbioru S jest
koloru z6itego, co koriczy dowdd twierdzenia. O

Rezultat ten koriczy nasz przeglad teorio-grafowych aspektéw twierdzenia
Ramseya. Tak jak wspomnieli§my na samym poczatku tego rozdziatu, twierdzenie
Ramseya w rzeczywistoéci rozciaga si¢ na kolorowanie trzyelementowych pod-
Zbioréw, a w ogélnosci na kolorowanie podzbioréw k-elementowych. Udowod-
nimy teraz trzyclementowa wersje Lego twierdzenia i pokazemy, w jaki spos6b
mozna uzyé zaprezentowanej metody do dalszych uogdlnici.

Twierdzenie: Niech r, g > 3. Wowczas istnieje liczba n taka, z¢ jezeli kazdy trzy-
elementowy podzbiér zbioru V = {1,2,... ,n} jest pokolorowany na czerwono lub
zielono, to albo istnieje r-elementowy podzbidr zbioru V, ktérego wszystkie trzy-
elementowe podzbiory sa czerwone, albo istnieje g-elemenlowy podzbi6r zbioru
V., ktérego wszystkie trzyelementowe podzbiory sa zielone.

Dowdd: Przeprowadzimy go przez indukcje wzgledem r+ g, przy czym najmniej-
szy przypadek zachodzi, gdy r = g = 3. Wynik ten jest oczywisty, gdy r =3 (lub
gdy g = 3), mozemy bowiem wtedy zan przyjaé g (lub odpowiednio r). Zat6zmy
wice, ze r > 3, g > 3 i ze wynik jest prawdziwy dla wartosci mniejszych od r+8.
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Wéwezas mozemy zastosowac zalozenie indukcyjne do przypadku r— 1 oraz g,
otrzymujac liczbe n; majacy taka wlasnosé, 7e

(i) jezeli |Vi| = ny oraz kazdy wrzyelementowy podzbiér zbioru V; jest poko-
lorowany na czerwono lub zielono, (o albo istnieje (r — 1)-clementowy podzbiér
zbioru Vi, ki6rego wszystkie trzyelementowe podzbiory sa czerwone, albo istnieje
g-elementowy podzbidr zbioru Vi, kidrego wszystkie trzyelementowe podzbiory
sq ziclone.

Podobnie mozemy zastosowad zatozenie indukcyjne do przypadku roraz g — 1,
otrzymujac liczbe np majaca te wlasnogé, ze

(i) jezeli |V2] = ny oraz kazdy trzyelementowy podzbi6r zbioru V, jest po-
kolorowany na czerwono lub zielono, to albo istnieje r-clementowy podzbiér
zbioru V5, ktérego wszystkie trzyelementowe podzbiory sg czerwone, albo ist-
nieje (g — 1)-elementowy podzbiér zbioru V,, kibrego wszystkie trzyclementowe
podzbiory sg zielone.

Niech teraz R bedzie liczba Ramseya R(ny,n,) i niech n = R -- 1. Aby poka-
zac, ze n jest zadana w (wierdzeniu liczba, zalozymy, Ze kazdy trzyelementowy
podzbi6r zbioru {1,2,... R+ 1} zostal pokolorowany na czerwono lub zielono,
i znajdziemy r-elementowy podzbidr, kiSrego wszystkie trzyelementowe pod-
zbiory sg czerwone, lub znajdziemy g-elementowy podzbitr, kiSrego wszystkie
trzyelementowe podzbiory sq zielone,

Weimy pod uwage graf petny Kp na zbiorze wierzchotkéw {1,2,... R} i po-
kolorujmy kazda jego krawedZ na czerwono lub zielono, przyjmujac dla krawedzi
ij ten sam kolor, kiéry uzyliSmy dla trzyelementowego podzbioru {i, j,R -+ 1}.
Wdwezas, na podstawie definicji liczby Ramseya R = R(ny,ny), albo istnieje K, ,
ktérego wszystkie krawedzie sq czerwone, albo istnieje K., kibrego wszystkie
krawedzie s3 ziclone. Zat6zmy, dla przykladu, istnienie K,, (jako zc pierwszy
przypadek jest bardzo podobny).

Fakt, ze istnieje graf K, o wszystkich krawedziach zielonych (powiedzmy
na zbiorze wierzchotkéw V,), oznacza, Ze V, jest takim podzbiorem zbioru
{1,2,...,R}, e V3| = ny oraz 2c kazda z krawedzi ij (i,j € V3) jest ziclona.
Spos6b, w jaki byly kolorowane krawedzie dla Vu, oznacza, Ze

dla kazdego i, j z tego zbioru uzyelementowy zbi6r {i, j,R - 1} jest zielony

Teraz, na podstawie (ii), albo istnieje r-elementowy podzbi6r zbioru V,, ki6-
rego wszystkie trzyelementowe podzbiory sq czerwone, albo istnieje (g — 1)-ele-
mentowy podzbiér W zbioru Vs, kiérego wszystkie trzyelementowe podzbiory
s ziclone. W pierszym przypadku znaleZli$my r-elementowy podzbiér zbioru
{1,2,... ,R+ 1}, kiérego wszystkic trzyelementowe podzbiory sa czerwone,
i w tej sytuacji dowdd jest zakoriczony. Zalézmy wiec, ze istnieje (g — 1)-ele-
mentowy podzbiér W zbioru V, taki, ze

kazdy trzyelementowy podzbior zbioru W jest zielony
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W ten spos6b W ma takie wiasnosci (przedstawione powy'le.j), Le }cazdy trzy-
elementowy podzbiér zbioru W jest zielony oraz dla WS'LySFleh b E'W trzy-
elementowy 2zbi6r {i, j,R -1} jest zielony. Jest wigc oczywiste, z¢ kazdy trzy-
elementowy podzbiér g-clementowego zbioru WU{R-+ l’} jest pokolorowany na
zielono, i dow6d, na podstawie zasady indukcji, jest zakonczony. O

Zainteresowany (4 lematyka czytelnik fatwo domyféli si¢, jak mozna zdeﬁn?o-
waé liczbe Ramseya Ry(r, g) zwiazana z kolorowaniem k-elementowych podzbio-
réw. W6wezas nasza liczba Ramseya R(r,g) pokrywa si¢ z Ra(r, £). a dowdéd po-
przedniego twierdzenia pokazuje, Z¢

R3(r,g) < 1 'I‘RZ(I‘)?'("'— l,g),R3(r,g - 1))

oraz pozwala wywnioskowaé, stosujac indukcje, istnienie Rg.,(r,:g) na podstawie
istnienia liczb Ry. Wytrwali czytelnicy beda w stanie sprawdzié, ze to rozumowa-
nie rozciaga si¢ na
R4(r,g) < -+ R3(R4(r_ l,g),R4(r,g - 1))

i jeszeze dalej, pokazujac w koficu istnienie wszystkich liczb Re. W ri..cczywxsto:
§ci petna postaé twierdzenia Ramseya dotyczy k-elementowych podzbioréw oraz
m koloréw i okresla liczbe Re(ri,. .., 7m)- ‘ . .

Widzieliémy juz kilka rezultatéw wynikajacych z twnerdzer.ua Ramsecya. W naj-
bardziej ogélnych stowach, stwierdza ono, ze jegch pokolorujemy elementy pew-
ncgo, dostatecznie duzego zbioru, (0 musi zaj$é¢ w ra!nach tego ,Ecolorowa.n;a
pewna prawidiowosc. Z tego wzgledu wspolczesna ,,tgona R?mscya ma o wiele
szerszy zakres anizeli jej pierwsze fundamentalne (wgerdze‘me: sl@ad@ si¢ na nfa
wiele niebanalnych rezultatéw, kiére w pewnym sensie SthCl‘d.ZﬁJQ, ze t,n:enr}()(zj—
liwy jest nieskoriczony nieporzadek™. (Tak napraw.dg: to spotkalgémy si¢ _]'U.Lf é_]c -
nym takim twierdzeniem we wczesniejszym rode}ale: na st.mfne '49 widzieli m(}il"
ze w ciagu ztozonym z (r—1)(g—1)+1 réznych liczb b@dgle istniat rosnz}cyv po'};
ciag o r wyrazach lub malejacy podciag o g wyrazach). Zalr}tcresowagy czytglpl
moze znalezé bardzo duzg liczbg twierdzen ,ramseyowskiego typu” W ksnazcc?
R. L. Grahama, B. L. Rothschilda i J. H. Spencera Ramsey theory, cytowanc]

spisie literatury. '
! SFl')(;,ostaia czcr.zé tego rozdziatu zawiera kilka zastosowar twierdzenia Ramseya
i jego pokrewnych wynikéw.
Przyklad: Pokazaé, ze jezeli kazda z liczb {1,2,3,4,5} jest polfolor(?wan? na
czerwono lub zielono, to beda istniaty liczby x, y oraz z (niekoniecznie réine)
o tej samej barwie i takie, ze x4y = 2. . ‘
Rozwiqzanie: Dla takich matych liczb oczywiscie mozna (o tatwo potwierdzi¢
metoda préb i bledéw. Jednakze, aby pokazac ogélng Lechmk‘@ _dowqfiu, wypro-
wadzimy ten rezultat, opierajac si¢ na przedstawionej wezesniej teorll Rz:rxgey;l
Zal6zmy wigc, Ze kazda liczba od 1 do 5 jest pokolorowana na czerwc?'no ub zi .
lono: dokonajmy kolorowania krawedzi gratu K¢ za pomoca koloréw czerwoneg
i zielonego.
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Majac dany gral petny Kg na zbiorze wicrzchotkéw {1,2,3,4,5,6}, kazdej
7 jego krawedzi mozna przyporzadkowaé liczbe od | do 5, stosujac regule, ze
krawgdZ ij ma liczbe |i — j|. Wiedy kazda krawedZ moze byé pokolorowana na
czerwono lub zielono, zgodnie z kolorem odpowiadajacej jej liczby od 1 do 5; np.

crerwony L Z ziclony

ORBRERORE K 3

zielony czerwony

5 4
Zauwazmy istnienic czerwonego K
na wierzcholtkach 1,41 6
(poniewaz 2=6-4,3=4 - 1i5=6~1
$g czerwone)

Poniewaz liczba Ramseya R(3,3) wynosi 6, wigc rozwazany gral Kg bedzie za-
wierat K3 o jednokolorowych krawedziach: zal6zmy, ze jego zbiorem wierzchot-
k6w jest {i, j,k}, gdzie i < j < k (tak jak ten na zbiorze wierzchotkéw {1,4,6}
przedstawiony na rysunku). Ale to oznacza, Z¢ krawedzie, ktérym przyporzadko-
wano liczby k— j, j—ioraz k—i s tego samego koloru. Tak wigc liczby x == k— j,
y = j—ioraz z = k— i maja ten sam kolor oraz spetniajg réwnosé x-+y =z, co
byto do pokazania, O

Nasze wezesnicjsze twierdzenie (strona 228), dotyczace kolorowania grafu Ky
za pomoca m koloréw, pozwala teraz w prosty spos6b uogénié ten przyktad na
dowolng liczbe koloréw: dowdd ma ten sam przebicg co poprzednic rozwiazanic
i jest pozostawiony jako tatwe zadanie,

Twierdzenie: (Schura) Dla danej dodatniej liczby catkowitej m nicch M bedzie
takie, Ze jezeli krawedzie grafu Ky sq poklorowane m kolorami, to istnicje jedno-
kolorowy Kj. (Jak zobaczymy w zadaniach, liczba M = [m!e| + 1 bedzie spetniata
to twierdzenie). Wowczas, jezeli kazda liczba ze zbioru {1,2,... ,M — 1} jest po-
kolorowana jednym z m koloréw, to istnicjq liczby x, y, z (nickoniecznie réine)
0 tym samym kolorze oraz takie, Ze x -|- y = z. O

Wynik ten (kidry poprzedza o ponad dekade twierdzenie Ramseya) zostat
udowodniony przez niemieckiego matematyka, 1. Schura. Jednakze jego rezultat
z 1916r. tak naprawde dotyczy pewnej wersji ,wielkiego twierdzenia Fermata”
(w wersji modulo p), w kidrego dowodzie jest zastosowany powyzszy wynik typu
ramseyowskiego. Przytoczymy to twicrdzenie, pomijajac jednak pewne szczeg6ty
dowodu, gdyz wymagaja one znajomosci teorii warstw.

Twierdzenie: Dla dancj dodatniej liczby catkowitej m niech M bedzie okre$lone,
tak jak w poprzednim twierdzeniu, i niech p bedzie dowolna liczba picrwsza, przy
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czym p > M. Wéwczas istnicja o, B,y € {1,2,..., p—1} takie, Ze
alll _'“ B"l = ,Yn (ln()d p)

(i w rzeczywisto§ci mozna przyjaé za o liczbe 1).
Dowdd: (ze wszystkimi szczegétami tylko w jednym przypadku) Nlech m,M oraz
p beda takie jak w zatozeniach twierdzenia. Woéwcezas, na pgdstawxe poprzedm.ego
twierdzenia, jezeli kazda liczba ze zbioru {1,2,..., p- 1} Jcst.pokolorowana jed-
nym z m kolor6éw, to beda istniaty x, y, 2 (nickoniecznic rézne) o tym samym
kolorze oraz takie, Ze x+y = Z. .

Teraz zwykle dziatania modulo p na zbiorze {0,1,...,p—1} two¢a Z niego
ciato i, w szczeg6lnosci, kazda liczba x r6zna od zera ma clement odwrotny
(wzgledem mnoZenia) x~1. Dokonajmy pokolorowania ZblOl’}l {1,2,...,p—1}
w ten sposéb, ze x oraz y bedg miaty ten sam kolor wtedy i tylko wiedy, gdy
x~'.y =& (mod p), dla pewnego d € {1,2,...,p— 1}. W ogélnym przypadku
daje to pokolorowanie zbioru {,2,...,p— 1} za pm.nqca‘ co najwyzej m kolo::éw.
(Tak naprawde niezerowe m-ie potegi tworzg mulnphkatywna_pf)dgn.lp? zbioru
{1,2,..., p—1}, aliczba kolor6w bedzie liczba warstw, mianowicie najwneks?,ym
wsp6lnym dzielnikiem liczb m oraz p — 1.) Dla przykladu,. g(.iy m=73, rpoghby—.
$my przyjac M = 18 i p = 19. Wéwczas jedynymi réznymi niezerowymi /m-tymi
potegami modulo p s

: _ g3
1,7(=4%),8(=2%),11(= 5%),12(= 10°) i 18(=8")

Zastosujemy je teraz, aby wyznaczy¢ kolorowanie zbiprp {1,2,...,18} .za po-
moca trzech lub mniej koloréw, w przedstawiony po_wyzci iqpos?_b. Zau&{vazrpydna
przykiad, ze w rozpatrywanym ciele 67! =16, awiec 67 -4=7,c0 Jeslt( 3(13 ng
z tych m-tych potgg. W ten sposéb 6 i 4 beda wymagaly tcgp samego ko (;;u}
W rzeczywistodci sa potrzebne trzy kolory do pokolorowama zbioru {1,2,...,

w opisany sposéb; jednym z tych kolorowan jest:

czerwony: 1,7,8, 11,12, 18  ziclony: 2, 4, 6,9, 10, 15
nicbieski: 3, 5, 13, 14, 16, 17

(i algebraicy rozpoznaja je jako warstwy ze wzgledu na podgrupe {1,7,8,11,
12,18}). o ‘

Povzlréémy teraz do og6lnego przypadku: w rozwazanc) procedgrze kolor.uJ-e
sie zbiér {1,2,...,p— 1} za pomoca m koloréw, a wigc na podstawie WCZCQ]’HC'J?
szych uwag beda istniaty jednokolorowe liczby x, y oraz z, dla ktérych zaghodzx
x+y =z Zatem w ciele {0,1,...,p— 1} z dziataniami modulo p mamy

1+xty=xtz (mod p)
Jednakze
@ 1= o™ (mod p), gdzie o0 = 1, . ) o
(ii) poniewaz x oraz y sa tego samego koloru, mamy wigc x .y =p™ (mod p),
dla pewnego Be {1,2,...,p—1},
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(iii) poniewaZ x oraz z $a tego samego koloru, mamy wige x~™! -z = ¥" (mod D),
dla pewnegoye {1,2,...,p— 1}

W ten sposéb

1+x b y=xtz (modp)=a™B"=y" (mod p)

dla pewnych o,B,ye {1,2,... ,p~1},co byﬁ) do udowodnienia. a

Nasz nastepny wynik ramseyowski ma podobng strukturg do pewnych weze-
$niejszych, lecz w rzeczywistodci nie jest on bezposrednia konsckwencijy twier-
dzenia Ramseya.

Przykiad: Pokazac, ze jezeli kazda z liczb zbioru {1,2,...,325} jest pokoloro-
wana na czerwono lub zielono, w0 istnieja trzy réZne liczby x, y oraz z jednego
koloru takie, 2 y = §(x--z).

Rozwiqzanie: Tak naprawde liczba 325 jest duzo wigksza od tej koniecznej -

(w rzeczywistosci liczba 9 jest wystarczajacal), lecz my chcemy zastosowaé me-
ode, ktéra bedzie mozna tatwo uogdinié. Zalézmy, ze mamy dane liczby od 1 do
325, z ktérych kazda jest pokolorowana na czerwono (C) lub zielono (Z). Naszym
celem jest znalezienie takich trzech liczb o tym samym kolorze, z ktdérych jedna
znajduje si¢ doktadnie w potowie migdzy dwoma pozostatymi.

Zapiszmy nasze liczby w dtugiej linii i podzielmy je na 65 ,,szufladek”, po pigé
w kazdej:

[t2345] [678910] - [161 162163 164 165] -+ [321322 323 324 325]

Przedstawmy uklad koloréw kazdej szufladki: na przykiad jedna z szufladek
moze mieé uklad koloréw C C Z Z C, inna za$ uktad Z C Z Z C. Lacznie mamy
32 (= 2°) réinych mozliwych uktadéw. Tak wigc (na podstawie zasady szuflad-
kowej) wsrdd pierwszych 33 szufladek, dwie muszg mieé taki sam uktad kolo-
réw: zalézmy, ze szufladki /-ta oraz J-ta maja taki sam ukiad koloréw, gdzie
I T <J <33 Wowezas, jezeli K = 2J — 1, to K < 65, a wigc istnicje na naszej
liscie K-ta szufladka; ponadto J-ta szufladka znajduje si¢ doktadnic w polowie
migdzy szufladkami /-tg oraz K-ta:

J K

e e _l l_. e e

I._,,_ _l___ ._l .

e
N /

ten sam uklad koloréw

trzy réwno rozlozone szufladki

Sp6jrzmy teraz na pierwsze trzy elementy w I-tej szufladce: poniewaz sg tylko
dwa kolory, jeden z nich w tych trzech elementach musi by¢ powtérzony; zalézmy,
ze pozycje, powiedzmy, i-ta oraz j-ta s obie czerwone, gdzic 1 i < j < 3.
Wowczas, jezeli k = 2j — i, to k < 5, a wigc istnicje k-ta pozycja w tej I-tej szu-
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fladce; ponadto j-ty element lezy posrodku migdzy i-tym oraz k-tym. Pokazemy
jedng z takich typowych sytuacji:

K

.“&_4_ﬂ.HE“;_QH‘FME =

i j k

ten sam ukiad koloréw

Jakiego koloru jest k-ty clement w I-ej szuﬂadce‘? chcfli jest czerwony,rto od
razu mamy trzy czerwone liczby, 2 ktSrych jedna l.ezy posrodku dw§ch pO.LOSL?f
tych (mianowicie i-ty, j-ly oraz k-ty element w l.-tej sguﬂadce).?aiézmy wu;c,al;ﬁ
k-ty element w I-tej szufladce jest zielony; pgmewaz J-ta szufladka ma ten s
uklad koloréw, jej k-ty element jest réwniez zielony:

I J K
Py K id kK ik

Ale jakiego koloru jest teraz k-ty element w K .—tej szuﬂad?c (jrest'(?nloznz;?zrol;xy
powyzej przez ,,77)? Jezeli jest on zielony, to mozemy znalgzé L{Ly zie (.)n(lzC txcLc 1Z.
z keérych jedna lezy posrodku, miedzy dwpma pozostatymi (mianowicic x-(¢
menty w szufladkach I-tej, J -tej oraz K-tej):

rc“"c—@l E_C,@J F___,_@J

jezeli ' i ladce jest cz o mozemy znaleZ¢ trzy
A jezeli k-ty element w K-tej szufladce jest czerwony, : rz
czcjzrwone liczby, z kt6rych jedna lezy posrodku dwdéch pozostatych (.mlanv()wu:wr
element i-ty w I-tej szufladce, j-ty w J-tej szufladce oraz k-ty w K-tej szufladce):

@”C“ﬂ F_@_rﬂ P‘*‘*“@

W konsekwencji we wszystkich przypadkach znaleZliSmy trzy lic?by X, 1y »oraz z
tego samego koloru, z kiérych y lezy pogrodku, migdzy x oraz z; . y = 3+ z[):;
¢o byto do udowodnienia.

W jaki sposéb zostata wybrana liczba 3257 Poniewaz byly dwa kosk)ry, kazocja
szufladka musiala zawiera¢ 2-2+1=35 clementéw. To da.lo nam 2° = 132 j 615
nych ukladéw koloréw w szufladkach, a wigc potrzebowali§my 2 - 32+41=
szufladek; tj. o

395 = (2 .24 l) . (2 . 22-2+l + 1) - (2 2 1) . (2 . 2poprlcdm nawias 4 1)

Rozwazmy leraz réwnowazny problem z trzema kolorami. Ja}cq Iiczb; L m\isilT:z
przyjaé, aby miec pewnosé, ze stosujac podobna argumentacje wykazcr?y, ze jo
eli kazda z liczb ze zbioru {1,2,...,L} zostanie pokolorowana na CZerwono,

T ¢
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zielono lub niebiesko, to bedy istniaty rzy rézne liczby x, y oraz z jednego ko-
loru takie, /c y= %(x-l.v z_).? J.ak '/_obaci/,.ymy w zadaniach, uogéinicnie powyzszego
rozumowania rzeczywiscie jest spetnione dla

L == (2 3 1) . (2 . 3poprzcdni nawias I 1) R (2 . 3popr7.cdnic dwa nawiasy I 1)
a w przypadku czterech koloréw powinni§my przyjaé

L= (2 4 1)(2 . 4poprzcdni nawias I l) . (2 . 4poprzcdniu dwa nawiasy I+ 1) .
. (2 . 4popr7.cdnic trzy nawiasy [ 1)(‘)

i tak dalej. Chociaz ta metoda rzeczywiscic uogélnia si¢ na dowolng liczbe ko-
loréw, jednak otrzymywanc zbiory staja si¢ bardzo duze, a sama mctoda bardzo
techniczna; z tego powodu przytoczymy po prostu wynik dla m kolor6w bez do-
wodu, ‘

Twierdzenie: Dla danej dodatnicj liczby catkowitej m istnicje liczba catkowita
L taka, z¢ jezeli kazda z liczb ze zbioru {1,2,...,L} jest pokolorowana jednym
z m koloréw, (o istniejg trzy rézne liczby x, y oraz z jednego koloru, takie ze
y=Lx+2). a

Innym sposobem wyrazenia zalezno$ci migdzy (rzema liczbami z tego twier-
dzenia jest ustalenie, ze szukamy (rzech rdznych liczb x, y oraz z 0 tym samym
kolorze, ktére tworza trzywyrazowy ciag arytmetyczny. Zrobimy teraz jeszeze je-
den krok dalej i znajdziemy jednokolorowy cigg arytmetyczny diugodci cztery.

Przyktad: Na mocy poprzedniego twicrdzenia istnieje liczba L taka, z¢ jezeli
liczby ze zbioru {1,2,...,L} sa pokolorowane za pomoca 26°° kolor6w, to bedzie
istnial jednokolorowy trzywyrazowy ciag arytmetyczny. Pokazad, z¢ jezeli liczby
ze zhioru {1,2,...,1300L} sa pokolorowane na czerwono i ziclono, o istnieje
jednokolorowy, czterowyrazowy ciag arytmetyczny.

Rozwiqzanie: Zat6zmy, ze mamy dane liczby od 1 do 1300L, z kiérych kazda
jest pokolorowana na czerwono (C) lub ziclono (Z). Zapiszmy te liczby w po-
staci dtugicej (!) listy i podzielmy je migdzy 2L szufladki, z kiérych kazda zawiera
650 liczb. Liczba mozliwych ukladéw koloréw w tych szufladkach wynosi 260
i, traktujac te uktady jako sposoby pokolorowania szufladek, w pierwszej ich po-
lowie mamy ciag L szufladek, z kidrych kazda moze by¢ pokolorowana jednym
z 2650 koloréw. Taki wyb6r liczby L pozwala nam zastosowaé do tych szufladek
poprzednie twicrdzenie. Otrzymujemy wige, Ze wéréd pierwszych L szufladek ist-
nigja trzy, kiére maja ten sam uktad koloréw i z kt6rych jedna lezy posrodku,
migdzy dwiema pozostatymi. Zatézmy, Ze tymi szufladkami sg H, I oraz J, przy
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czym H < I < J, i narysujmy je wraz z szufladka K, gdzie K =2J - I

pierwszych L szufladek
H ! J K

ten sam ukiad koloréw

cztery réwno rozlozone szufladki

Poniewaz szufladka H zawiera 650 liczb, wigc z poprzedniego przykladu wyni'ka,
7e wéréd pierwszych 325 liczb znajdzie si¢ jednokol.c)rf)wy rzywyrazowy Ciag
arytmetyczny. Zatézmy, Ze szufladka H (a wigc réwniez [ oraz J) zawiera czer-
wony trzywyrazowy ciag arytmetyczny, jak pokazano:

rcchrCCCJ[CCC ir |

Jezeli kolejny wyraz tego ciagu arytmelycznego jest czerwony, to zngle‘i!iémy toz
czego szukali§my. Zatézmy wiec, ze kolejny wyraz c?agu.(ktéry réwmez‘ jestw tej
samej szufladce) jest zielony i spéjrzmy na odpowiadajaca mu pozycje W szu-
fladce K:

cecs) [feer) [cecd [

Jezeli element na tej pozycji (oznaczonej ,,7") jest ziclgny, to mozemy wybraé
nastgpujacy czterowyrazowy ciag arytmetyczny koloru zielonego:

rccc@)J rCCC@J F?CC@J B @)

Jezeli jednak element na pozycji oznaczonej ,,?” jest czerwony, (0 mozemy wy-
braé nastgpujacy CZlcrowyrazowy ciag arytmetyczny koloru ¢czerwonego:

©@cc7] [@cr [c@d [ @

W ten sposéb w kazdym przypadku znaleZli§my czterowyrazowy jednokolorowy
ciag arytmetyczny, co daje rozwigzanie. O

Liczby z powyzszego przykladu zostaty wybrane dla naszc?j \-avygody, sa one
jednak o wiele za duze w poréwnaniu z liczbami, ktére rzcczywnéc‘le 5q k(?mcczne.
(Najmniejsze liczby, ktére speiniaja te wlasnosci sa‘nazywane liczbami van der
Waerdena, podobnie do wczesniej wprowadzonych liczb Ramscya?. Przyklad ten
pokazuje, w jaki sposéb twierdzenic dotyczace erywyr‘azowych cnqgé»y arytme-
tycznych o dowolnej liczbie kolor6w umozliwia (przez jego zastosowanic do sztl-
fladek z odpowiednio dobrang liczba elementéw) wywmoskowamg réwn(.)wzf-
nego rezultatu dla czterowyrazowych ciagébw arytmety.c_znych. Twn.er(.izeme : zi
czterowyrazowych ciagéw powinno nastgpnic daé mozliwos¢ przejémaédo tpl@o
ciowyrazowych ciagéw i tak dalej. Nie wdajac si¢ w horendalne szczegdty_ cga
indukcyjnego dowodu i nic rozwazajac juz dalszych aspektow (ego zagadnicnia,

16 — Aspekty kombinatoryld
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sformutujemy ogding postaé twierdzenia podanego przez B. L. van der Waerdena

w 1927r.

Nlerfizenne: (van ‘der.V\./aerdena) Niech r oraz m bedg dodatnimi liczbami catko- i
witymi. Wowczas istnicje liczba catkowita L taka, 7¢ jeZeli kazda 7 liczb zbioru -

{1,2,...,L} jf:st pokolorowana jednym z m koloréw, to istnieje jednokolorow
r-wyrazowy ciag arytmetyczny. ' gl

Nasze ostatnie zastosowanie twierdzenia Ramseya umozliwia wywnios
p.ewnen wynik dotyczacy wypuktych wielokatéw. RZzpoczniemy odypr:;;zlizxi?
nia pod?tawowych terminéw zwiazanych z tym zagadnieniem, z kiérych prawdo-
podotbme wiekszo$¢ jest czytelnikowi znana. Zbi6r na plaszczyZnic jest wypukly
JeZel} odcinek laczacy dowolne dwa punkty nalezace do zbioru réwniez do nie (;
.nalezy. Dla dowolnego okreslonego zbioru na plaszczyZnie jego wypukta atoczlgca
!CS[ to pr‘zekréj wszystkich zbior6w wypuktych, zawierajacych ten zbiér (a wiec
jest to najmniejszy zbior wypukly zawierajacy zadany zbiér). Wypukty wielokat P
Jgst wypulda otoczka skoriczonego zbioru punktéw na piaszczy:Znic a wierzchol-
kiem wielokata P jest punkt v € P taki, ze P\ {v} jest wypukly. Na E)rzyklad

skoficzony zbiér X otoczka wypukia zbioru X

(= wypukty wielokat na pigciu wierzchotkach)

Aby otrzyma¢ rezullat typu ramse (i i
! seyowskiego o wypuklych wielokatac
potrzebne dwie podstawowe ich wtasnogci. TPEE telokatach. beda

:’y:(':zhy;(;?ld: :"okaz'aéi 2e jezeli wyznaczymy na ptaszczyinie pieé punkiéw, z ki6-
‘ ne trzy nie leza na jednej prostej, to cztery $posréd tych 3 "
wierzchotki wypukiego czworokata. ° yeh punkdow utworra

Rozwigzanie: Weimy pod uwa ier i j i pi
vig; 7 ge wierzchotki wypuklej otoczk i :
bedzie ich trzy, cztery lub pig€. Na przyklad P ' pieciu punidow:

pigé wierzcholkéw

cziery wierzchotki trzy wierzchotki

Rozdgial 16
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W przypadku pigciu wierzchotkéw  kazde A
cztery utworza wierzchotki wypuklego czwo-

rokata, a w przypadku czterech wierzehotkéw

tworza one od razu wierzcholki rozwazanego

czworokata. Na koniec, kiedy mamy tylko trzy

wierzchotki A, B i C, wtédy dwa pozostate

punkty D oraz E beda wewnatrz r6jkata utwo-  C

rzonego przez tamte trzy. Prosta przechodzaca

przez punkty D i E przecina dokladnie dwa B
boki tréjkata ABC: zat6zmy, e nie przecina

ona boku BC (jak pokazano). Wéwczas tatwo jest zauwazy¢, z¢ B, C, D 1 E sta-
nowig wierzchotki wypukiego czworokata. 0

Przykiad: Pokazaé, ze jezeli r (> 4) punktéw na plaszczyZnie nie tworzy wierz-
chotkéw wypukiego wielokata, Lo pewne cziery punkty spoéréd nich nie utworza
wierzchotkéw wypuklego czworokata.

Rozwiqzanie: Zal6ézmy, ze mamy r punktéw,

ktére nie tworza wierzchotkéw wypukiego

wielokata. Jeden z nich, powiedzmy A, lezy

w wypukiej otoczce pozostalych r—1 punk- p

6w, Wierzchotkami tej wypuktej otoczki beda

pewne punkty spo§réd tych r zadanych (na ry- c
sunku pokazujemy wiasnie te). Wéwezas A bg-

dzie lezat albo wewnatrz jednego z tréjkatow,

utworzonego przez trzy sposréd tych wierz- D

chotkéw, powiedzmy B, C i D (jak na rysunku),

albo na boku, powiedzmy BC. Ale wéwczas cziery punkty A, B,Ci D nie stanowia
wierzchotk6w wypuklego czworokata, co byto do pokazania. (]

To bardzo krétkie wprowadzenie w tematyke wypuklych wiclokatéw prowadzi
do nastepujacego twierdzenia typu ramseyowskiego.

Twierdzenie: Niech r bedzie dodatnia liczba catkowita, Wowczas istnieje liczba
catkowita R taka, ze dowolnych R punkiéw na plaszczyZnie, z ktérych zadne trzy
nie leza na prostej, musi zawiera¢ r punktéw, kiére tworza wierzchotki wypuktego
wielokata.

Dowdéd: Na stronie 235 pokazaliSmy, jak udowodnié istnienie liczb Ramseya
w przypadku czerwonych i zielonych czteroelementowych podzbioréw. Wiemy
wiec, ze jezeli mamy dane liczby calkowite r,g > 4, to istnieje liczba catkowita
R = R4(r,g) o nastgpujacej wlasnodci: jezeli wszystkie czteroelementowe pod-
zbiory pewnego R-elementowego zbioru sa pokolorowane na czerwono lub zie-
lono, to bedzie istniat r-elementowy podzbiér, ktérego wszystkie czteroelemen-
towe podzbiory sa czerwone, albo bedzie istniat g-elementowy podzbi6r, kiérego
wszystkie czteroclementowe podzbiory sa zielone.
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Aby udowodni¢ teraz (o twierdzenie, zauwazmy najpierw, Z¢ jest ono oczywi-

ste, gdy r < 3. Wéwczas bowiem r punktow (z kidrych zadne trzy nic leza na
prostej) tworzy juz wierzchotki wypuklego wiclokata, a wigc mozemy przyjac
R=r.

Zal6zmy zatem, 7e r > 4 i nicch R bedzie liczba Ramseya Rq4(r,5): aby udo-
wodnié, z¢ R jest liczba zadana w twicrdzeniu, przyjmijmy, iz mamy danych R
punktéw na plaszczyznie (z ktérych zadne trzy nic lezq na prostcj); pokazemy, ze
istnicje r sposréd nich, ktére stanowig wicrzchotki wypuklego wiclokata.

Pokolorujmy kazdy czteroelementowy podzbiér R punktéw w nastgpujacy spo-
s6b:

,sNa czerwono”
jezeli te czlery punkty tworzg
wierzchotki wypuklego czworokata;

»Na zielono”
jezeli te cztery punkty nie tworzg
wicrzchotkéw wypuklego
czworokata (tj. gdy jeden z punktéw
lezy w wypuklej oloczce
pozostatych trzech).
Woéwcezas wybdr R jako liczby Ramseya Rq(r,5) gwarantuje, ze albo bedzie ist-
nie¢:
(i) r sposrGd tych punktéw takich, ze kazdy ich czteroclementowy podzbi6r
jest czerwony, albo
(i) pigc sposrdd tych punktéw takich, ze kazdy ich czteroelementowy podzbidr
jest zielony.

Pierwszy z dwdch naszych poprzednich przyktadéw dotyczacych wypuklych
wielokatéw pokazuje, ze dowolnych pigé spoéréd tych punkiéw bedzie zawicrato
cztery, kiére lworzg wierzcholki wypukiego czworokata. Fakt ten mozna wyrazi¢
w terminologii kolorowania méwiac, ze kazde pigé sposréd tych punkiéw zawicra
czerwony czleroelementowy podzbidr, a zatem przypadek (ii) jest niemozliwy.
Musi wigc zachodzic (i), to znaczy istnicje r sposréd tych punktéw takich, ze ich
kazdy czteroclementowy podzbidr jest czerwony.

Tak wigc znaleZliSmy r punktdw, z kiérych kazde cztery tworzaq wicrzcholki
wypukiego czworokata. Na podstawic drugicgo ze wspomnianych przykladéw
oznacza (o, ze tych r punktéw musi tworzyé wicrzchotki wypukiego wiclokata,
co bylo do wykazania. O

Rezultatem tym koriczymy nasze rozwazania dotyczace teorii Ramsceya, zbli-
zajac si¢ powoli do korica ksiazki. Jest dobrze, z¢ doszlismy do pasjonujacego
tematu, ktéry taczy dwa nasze gtéwne nurty rozwazad, argumenty wyboru i teo-
ri¢ graféw. Jest réwniez dobrze, 7e zastosowania tych (jak wiclu innych w tej
ksiazce) zagadnieri maja wspdlne obszary z teoria liczb, algebra, i geomelrig, i ze
wiele drég, wicdzie do dalszych badaif. Mam nadzicje, ze czytelnikowi spodobata
si¢ ta ksigzka o szeroko zakrojonej tematyce, ukazujaca matematyczng kombina-
toryke w ,,dziataniu” i ze ,,pobudzila apetyt na wigcej” u tych czytelnikéw, ktérzy
chea kontynuowaé studiowanie matematyki.
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1. Pokazaé, zc jezeli kazda krawedZ grafu Ke jest pokolorowana na czerwono
lub zielono, to beda istnialy co najmnicj dwa jednokolorowe pOfigrz-\fy Ks.
Pokazaé, ze jezeli K7 jest pokolorowany w len sposéb, to beda istniaty co
najmniej trzy jednokolorowe podgrafy Ks.

. . 29\ N . .

2. Niech g bedzie dodatnig liczba catkowita, niech 0 = ( qq) i z‘alézmy, ze kazda
krawedz grafu Ko zostata pokolorowana na czerwono lub zielono w tf:n spo--
s6b, ze nie istnicje Zaden jednokolorowy podgraf I?’,,:,xz. Pokazaé, Ze istnieje
podgrafl K41 0 krawedziach jednego koloru i istnicje podgraf K, o krav;;s-
dziach drugiego koloru. (W]

1. Pokazaé, ze dla liczb catkowitych r,g > 2 liczby Ramscya spelniaja nier6w-
no$é
R(rg) SR(r—1,8)+R(rg—1) (W]
Pokazaé réwniez, ze jesli R(r—1,g) oraz R(r,g — 1) sa parzyste, to zach?%;,;
ostra nieré6wno$é. ]

i ic liczba ¢ i ZWaz f petny na zbiorze wierz-

4. Niech g > 2 bedzie liczba catkowita. Rozwazmy grg_ p
cholkéir/{ 1,2,...,3g —4}. Pokolorujmy krawedZ ij tego grafu na czer\fvono,
jezeli Ji — j| = 1 (mod 3), a na ziclono w przeciwnym razic. Pokz}zafi, ze tak
pokolorowany graf nie zawiera ani ¢zerwonego podgrafu Ks, ani zielonego

podgrafu K. Wywnioskowaé, ze R(3,8) > 3(g ~ 1). Wi
5. Stosujac wyniki zadari 3 i 4, pokaza¢, ze R(3,4) =9.
6. Niech r > 2 bedzie liczbg catkowitg, Pokazaé, ze R(2r,2r) > 2. W]

7. Dla danych liczb catkowitych r,g,b 2 2 niech R(r,g,b) bedzie najlmmejszq
liczba catkowita n taka, ze jezeli krawedzie grafu K, zostaty poko or(_)v\llane
na czerwono, zielono lub niebiesko, to istnieje czerwony podgraf K, zielony
podgraf K, lub niebieski podgraf K. Pokazac, ze

(i) R(r,g,2) = R(r,8)

Gi) R(r,g,b) < min{R(r,R(g,b)),R(g,R(r,b)),R(b,R(r,£))} (W]
(iii) dla r,b, g > 2 |
R(I‘,g,b) < R(r” Iyg)b) '*"R(’;g - 17b) —!—R(r,g,b— 1) {WJ
(r+g+b=3)! W]

-1 g—-Dib-1! . .
Korzystajac z wynik6éw czeéci (i) oraz (iii), wywnioskowaé, ze R(3,3, 3) <17,
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Rozdziat 16
koloréw™'; czerwony/czerwony, czerwony/zielony, zielony/czerwony lub zie-
lony/ziclony. Pokazag, ze istnieje nieskoriczony, jednokolorowy zbi6r dodat-
nich liczb calkowitych taki, Ze dla dowolnej pary liczb, jezeli mniejsza z nich
jest podzielona przez wieksza, to otrzymamy liczbe wymierng 0 tym samym
LLypic koloré6w”.

. % C[h “\O { 2 Fgusn @ 4 A y -
8 I‘llc(;h ciag h 20 Ca Wl y(;h M ,M M cliniowan YA

My =3 i Mupy=mMy.1—m+2 (m>1)
(i) Pokazaé, ze M,, = [m!e| - 1. (W]

15. Majac dana macierz kwadratowa, jej podmacierz zasadnicza olrzymujemy
przez usunigcic dowolnych wierszy i odpowiadajacych im kolumn. Na-
zwijmy kwadratowa macierz semi-stalq, jezeli kazdy wyraz powyzej gléwnej
przekatnej jest taka samaq stala i jezeli kazdy wyraz ponizej gtéwnej prze-
katnej jest réwniez jaka$ stalay (niekoniecznie taka sama jak ta pierwsza).
Wéwezas, dla przykltadu, macierz pokazana po lewej stronie ma podmacierz
zasadnicza wymiaru 3 x 3, kiéra jest semi-stata:

(ii) Pokazaé przez indukcje, ze jezeli i
( 774 je. ze jezeli krawedzie gralu Ky, sa pokolo
za pomoca m koloréw, (o istnieje jednokolorowy podgral ';Qfl P fOW[i&l,t;

9. Niech r > 2 bedzie liczbg ¢ ita i ni
t by, catkowity i niech Ry, Ry, R zie ciggi
okreslonym zaleznodcia rekurencyjng ol bedric clagiem

. 2R -2
Rl =1 1 R," = m-1
( Ry — | ) (m > 1)

Pokazaé, ze jezeli krawedzie {
i - grafu Kp, sa pokolorowane 2™ kolorami
istnieje jednokolorowy podgraf K. ° oramn[,v\[/(; 11 (1) i (1) (1) D
10. Pokazaé, ze jezeli kay 5 oraf X usunaé wiersze 1 kolumn
wono lub 7ié Iéeh kazda krawed? grafu K(,_;y2,., jest pokolorowana na czer- 000 11 ? 0.._.-_Jr — 0 01
zielono, to albo kazde drzewo na r wierzchotkach jest czerwone 11,001 001
: 1 0 0 01

albo kazde drzewo na r wierzchotkach jest zielone,
Niech r > 2 bedzie liczba catkowita. Pokazaé, ze istnicje liczba catkowita
R, taka 7e kazda zero-jedynkowa macierz wymiaru R X R ma podmacierz

11. Niech G bedzie grafem o liczbie chromatycznej %(Gy) = ri nicch G bedzie
zasadnicza wymiaru r X r, ktéra jest semi-stata. wi

gra?em spéjnym na g wierzchotkach. ZnaleZ¢ takie kolorowanie krawedzi
grafu K(,_ 1)1y na czerwono i na ziclono, dla ktérego nie istnicje czerwony

odgraf Gy i zi .
poce 1 i zielony podgral G,. [0] 16. Pokazaé, ze jezeli kazda liczba ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9} jest pokolo-

12. nN(:?r\:,,[elr):;i?};\e fihrzevxfem nar wic?rzcho‘},kach i nicch 7, bedzie drzewem Z?:lga:?y::ei;z;:;m o o e s e
pag e k o ach, ws'{éd ktdrych jest .wmrxcho{ek stopnia g — 1. Pokazaé,
Z j 1. azda Ifrawcdz gralu K, . 2 jest pokolorowana na czerwono lub
zielono, (o istnieje czerwony podgraf Ty lub ziclony podgraf 75, [W]
r“}_\?zl Er;yz:ltdl;u gd}f q— 2. jest wiclf)kromoécia liczby r — 1, pokazaé, ze
rt g,m - ;{ ‘ ay;;ngg:&(hczt.)a Orl'CJ wlasnodci, przcdstawiajac kolorowa-
oo '1,'1,’ ﬁa?( i Zic[.o o )[r::o i na ziclono, w wyniku ktérego nie powsla{x}i)gl

17. Niech L =7-(2-374+-1)- (2 37237 +1) 1), Pokaza, z¢ jezeli kazda liczba ze
zbioru {1,2,...,L} jest pokolorowana na czerwono, zielono lub niebiesko,
to istnicje jednokolorowy Urzywyrazowy ciag arytmetyczny. W]

18. Niech r oraz m beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Zastosowacé przedsta-
wiong posta¢ twierdzenia van der Waerdena, aby pokazaé, ze istnieje liczba
L* taka, ze jezeli kazda liczba ze zbioru {1,2,...,L*} jest pokolorowana jed-
nym z m koloréw, to istnieje r-wyrazowy ciag arytmetyczny, W kt6rym kazdy

13. Méwimy, ze dodatnia liczba catkowita ma wiasno$é &, jezeli suma jej czyn-
z jego wyraz6w oraz réznica ciagu sa tego samego koloru. W]

g$éw2pi?’er\;vs§ych2 jes; nieparzysta. (Na przyktad 54 ma wtasnosé &, gdyz
=2-3.3:3 2243433 jest liczba nieparzys caza6, 7¢ istnic]
=23 2 . 4 ysta). Pokazaé, ze ist
meskoncz,qny zbidr dodatnich liczb catkowitych takich, ze suma dovllf)l:qucl
dwdieh z nich ma wlasno$é G. T l’)@]

fiz;ilzz::y, vf(c l((iazda liczba catkowita zostata pokolorowana na czerwono lub
; . Wiadomo, ze kazda liczba wymie i :
. , J rma x, gdzie 0 < 1 7
pe oo D acomo, e kazda ymi . 8 x < 1 moze
pﬁljyj:iin(r);naczmc przedstawiona w swojej najmniejszej postaci jako m/n
leymi yT km f)rz‘xz n sa wzglgdme piecrwszymi dodatnimi liczbami calko-
- Tak wigc kazda taka liczba wymierna ma jeden z czterech ,,Llypow




Wskazéwki do zadan

Rozdziat 1

1. ,Rézne metody” obejmujy:
— rozpisanic za pomoca silni;
— poréwnanie wsp6lczynnikéw przy x* w (1-+x)" i wa (1 + 1)
— potraktowanie ,,wybranie k spo§r6d n” jako ,wybranic n — k'do pominiccia™; itp.

ll‘
’

2, Jest to réwnowazne postawicniu k — 1 barierck w n — 1 mozliwych micjscach migdzy
osobami w kolgjce.

3. Nie nalezy odwolac si¢ do wezesniejszego, analogicznego przykiadu z nicujemnymi
Xi, a raczej zauwazy¢, ze takie rozbicie 11 jest réwnowazne rozdzieleniu kolejki na
grupy w zadaniu 2,

4. ) xp4 x40 Fxp=n (kazde x; jest nicujemna

liczba catkowitg)

S+ )+ (et 1) =nt k (kazde (x; + 1) jest

dodatnia liczbg catkowitg)

(kazde y; jest dodatnia

liczby catkowity)

Eyityatcdye=ntk

5. Jest lo réwnowazne posiadaniu n — k wolnych krzesel i wybraniu k pozycji z do-
stepnych miejsc migdzy tymi krzestami (wlaczajac w to micjsce przed picrwszym
i micjsce za ostatnim krzeslem), a nastgpnic postawieniu w kazde wybrane miejsce
krzesta z siedzacq na nim osoba.

monn-n n — k wolnych krzesel
Trra T
wybrad k
- n -5

7. (1) Wspéltczynnik przy x* w (1 +x)¥ = (1 -
—}—x)"(l ~,_ X)".
(ii) Wybranie n 0s6b jest réwnowaine wybranio
r mezczyzn i n —r kobiet, dla pewnego r (co jest
tym samym, co wybranie » mezczyzn, kiérych n
wiqczymy, oraz r kobiet, kidre wykluczymy).
(i) W przedstawionej kracie jest (*') najkr6t- c
szych drég od A do B. Kazda przechodzi przez -
dokladnic jeden 2z punktéw pokazancj przekatne;j.

y
Ad——
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8. (iii) R6zne metody obejmuja ponownie argument podzbiér/przywddca lub réznicz-
kowanie (1+x)".

9. (ii) x; prostych przecina sig z pozostalymi n —x; prostymi, wigc og6lna liczba przecigé
i Ly xi(n—x). Wi ‘6wnicz, ze ¥ x; = n.
wynosi + ¥ xi(n ~ x;). Wiadomo 1 220 LXi = A o
(ii)i/) Nalézy ;naleié (metoda préb i bled6w, jezeli w:szy:stko mmzz zawiedzie) pewne
x;, ktérych suma wynosi 17 1 kt6érych kwadraty sumuja si¢ do 17~ 2 x 101.

" 10. (i) Wybranic prostokata jest réwnowazne wybraniu dwéch linii poziomych i dwéch

linii pionowych. o ' -
(i) IE’iczba zadanych prostokatéw jest rowna liczbie prostokatéw k.:zaj\cych w gér
nym narozniku wymiaru r x 7, a nie lezacych w gémym narozniku wymmaru

(r—1)x{r—1).

11. Gii) He tréjkatéw ma wysoko$é n? 1
Ile wysoko§é n— 1? 14-2
A ile wysoko§é n — 27 14+2+3

(iv) Ile tr6jkatéw ma wysoko§¢ 1?7 1424~ (n—1)
A ile wysoko$§é 27 L4 24k (n—3)

12. Bez zadnej linii koto ma dokladnic jeden obszar. Rozwazmy teraz dowc_)lny; z(tinéf
linii. Jezeli narysujemy nowa lini¢ przechodzaca przez koto, ktdra nic przecina zadnej
istnigjacej linii, to w efekcie zwicksza sig liczba obszaréw o 1.

O-0-0-C

Dodatkowo, za kazdym razem, gdy nowa linia przecina istniejaca lini¢ wewnatrz
kola, liczba obszaréw powicksza si¢ ponownie 0 1

S 9 Q99

Majac to na uwadze, otrzymujemy
liczba liczba liczba punkiéw

obszaréw + linii 1 przecigcia

13. (Przypadek m > n.) Rozwazmy przedstawiong kratg wymiaru ‘m x n’; Jezeli (;i)olr:‘z";
$limy o odcinku ,,w gor¢” jak o ,,pigédziesigciopensowym kliencie”, a o odc
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W prawo” jak o ,jednofuntowym kliencie”, to kazda z drég od A do B odpowiada
mozliwemu ustawieniu kolejki.

3 B

©

h

Jy

- ] ————

Ile z tych kolejek/drég doprowadzi do sytuacji, w kiérej sprzedawca nic bedzie miat
mozliwo§ci wydania reszty?

Aby policzy¢ drogi od A do B, ktére przechodza przez co najmnicj jedno wyréz-
nione skrzyzowanie, weZmy pod uwage jakakolwick z takich drég i nicch R bedzie
pierwszym wyréznionym skrzyzowaniem na tej drodze. Rozwazmy odbicie odcinka
drogi od A do R wzgledem linii wyznaczonej przez wyr6znione skrzyzowania, tak
jak pokazano: :

B B
-
Ad—€ \\ A \
R A \
R

droga A — B droga A — B

Ile jest takich drég?

(Zobacz réwniez zadanie 10 na stronie 141))

Rozdziat 2

1. (ii) Na ile sposobéw mozna wybraé m spo§réd krawedzi grafu K,,?
(i1i) Ile jest podzbioréw zbioru krawedzi grafu K,?

. Policzy¢ korice krawegdzi. Aby otrzymad bardziej formalne uzasadnicnie, zastoso-
wac indukcje wzgledem liczby krawedzi. (Wynik ten jest nazwany ,lematem o uéci-
skach dioni”, poniewaz tak naprawde stwierdza on, z¢ w trakcie dowolnego powitania
ogo6lna liczba podawanych sobic rak jest réwna podwojone;j liczbic faktycznie doko-
nanych powitari).

. (1) Indukcja wzgledem liczby wierzchotkéw. (Jezeli [V] > 1, to istnicje wierzcholek
stopnia 1, ktérego usunigcie daje mniejsze drzewo).

(ii) Zalozyé, ze spbjny graf G = (V,E) spelnia |E] = |V| — 1, ale 2¢ G nic jest drze-
wem, Wéwcezas G ma cykl i usunigcie dowolnej krawedzi z cyklu pozostawi graf
spojnym. Jezeli ten nowy graf w dalszym ciagu zawiera cykl, to nalezy powt6rzy¢
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6.

postgpowanie, itd. Po usunigeiu pewnych k (> 0) krawedzi otrzymamy drzewo. Dla-
czego jest to sprzeczne z (1)?

. (it) Stopniami beda n—2,2,1,..., 1. W ten sposéb, dla n > 4, nalezy wybra¢ jedyny

wierzcholek i majacy stopier n — 2, jedyny wierzcholek j, z ktérym i nie jest pola-
czony, oraz wierzcholek k, z kibrym jest polaczony j.
(iii) Drzewo musi wygladac jak

—

.- & &

(iv) Ki6ry wierzcholek jest polaczony 2 17 Na ile sposobdéw mozna utworzy¢ drzewo
na zbiorze wierzchotkéw {2,...,n}? _ N
Do ostatniej czgéci mozna zastosowad fakt, ze (1-4H" - <.

() W Cublanya jest 3n+2 wierzchotkéw, z ktérych n ma stopieﬁ’)4, a pozos}aic slt(opxen
1. lle wynosi suma stopni oraz ile krawedzi ma ten spojny graf ? Nastepnie wykorzy-
staé zadanie 4 (ii), aby pokazag, ze czasteczkowa struktura jcsl d‘rzewem. _
Dla C, Ha, podobne przeliczenie stopni i krawedzi pokazuje, %e taka struktura nic
M l‘ o m' .
J(?Slg;lcivﬁ L0 cztery atomy wegla i ich polaczenia tworzy drzcv{o na cztcrect? nieozna-
czonych wierzchotkach. Jak juz widzieliémy, sa tytko dwa takie drzewa, mianowicic

Podobnie atomy wegla w C3Hg i CsHy tworzg drzewa na trzech i pigciu nicoznaczo-
nych wierzchotkach.

. Dla prawej nieréwnoSci pokazaé, ze jezeli dwie ze skladowych sa grafami pelnymina

m i n wierzchotkach, gdzie2 < m<n, to woéwczas w skladowych‘ bcdacygh grafgmi
pelnyminam—1in-1 wierzcholkach mamy wigcej krawq:fm. Jak wigc mozna
zmaksymalizowaé licebg krawedzi, gdy jest zadana liczba wierzcholkéw i liczba
sktadowych?

Rozdzial 3
2. (i) Zatozyé, 2e x,y € By, gdzie x # y i wywnioskowaé w nastgpujacy sposob sprzecz-

noéé. Rodziny
(B \ {x},B2,...,Bn) i B\ {»},B2,- -+ Bn)

nie spelniaja wlasnoéci typu Halla, a wige wykazaé, Ze istnieja Iy Jh C{2,... n},
takie Ze

B\ {))U (U B.->

ich

=|h] i = |hl|

B\ phHu (UBi)

icl

Wywnioskowa¢, ze

B\{x}CcUB i B\{pICcUB i BiE U B

i€l i€l ichUly
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10.

Wiemy réwnici, 7e

2 |hnh|

U s

el

Pamigtajac, ze w ogblnym przypadku |X UY | = |X |+ Y] — [X NY], wykazad, 7e zbiér
I = {1} Ul UL przeczy faktowi, Z¢ B ma wiasno$é typu Halla,

. (1) Rozpocznijmy nasz dowdd maltzeriskicj wersji twierdzenia Halla od pozenienia

chlopcaC z jedng z dziewczat, kidra go zna. W dalsze) metodzic wyszukiwanianarze-
czonych dla wszystkich dziewczat, przetasowujemy istniejace zargezone pary w laki
sposéb, z¢ w kazdym kroku C bedzie z kim§ zargezony.

(it) W tcj nowej sytuacji jest m dziewczat oraz m chlopcéw i mozna bezpodrednio
sprawdzi¢, zc dowolnych r dziewcezat zna co najmniej r chtopcéw. Tak wige, na mocy
twierdzenia Halla, wszystkie dziewczyny i wszysey chlopey moga kogo$ poslubié:
ktéra dziewcezyna wyjdzie za maz za C?

(iii) Warunek w ostatnim twierdzeniu jest falszywy dla |P| = 1 tylko wiedy, gdy
1P\ (Ui A}l = lin =] =0, a 1o jest niemozliwe.

. ZaproSmy dodatkowo n — k bardzo popularnych chlopcéw, znanych wszystkim

dziewczgtom. Pokazaé, zc co najmniej & dziewcezgt moze znaleZé mezéw w wyj-
Sciowej sytuacji wiedy i tylko wiedy, gdy wszystkie dziewczeta moga znaleZé mezéw
w nowej sytuacji. Zastosowaé do nowej sytuacji iwierdzenie Halla.

. Indukcja wzglgdem n. Majac danych n dziewezat spetniajacych warunki typu Halla,

rozwazmy sytuacje pierwszej dzicwezyny. Jezeli moie ona wyj$é za maz za dowolnie
wybranego chlopca spoéréd tych, kidrych zna (2 m mozliwodei), i w dalszym ciagu
pozostaje zbidr ,,wolnych” dziewczat i chlopcéw spetniajacy warunki typu Halla, to
na mocy indukgji otrzymujemy tatwo rezultat. Jezeli jednak wychodzac za maz za
Jjednego z chlopcéw, kiérych zna, stworzytaby sytuacje nic speiniajaca warunkéw
typu Halla, to w wyjéciowym stanic musi byé n’ (m < n' < n) dziewczat, znajacych
dokiadnic n’ chlopcéw. Wydajac za maz n dziewczat, tych n’ musi po§lubié wspo-
mnianych n’ chlopcdw, ktérych znaja, 1 na mocy zalozenia indukcyjnego ich meZowie
moga by¢ wybrani na co najmnicj m! sposobdéw.

. Wyobrazmy sobic m chiopcdw i n dziewczat. Niech 1 stojaca w i-tym wicrszu i j-lej

kolumnie macicrzy M oznacza, ze j-ta dziewczyna zna i-lego chlopca.

. WeZzmy dowolnych r zbioréw w 2. Wypiszmy wszystkie ich elementy (wiaczajac

powtérzenia), olrzymujac co najmnicj rd elementéw na tej lidcie. Zaden clement nie
wystepuje na nicj wigeej niz d razy. Musi by¢é wige co najmniej r réZnych clementéw
na tej licie.

Aby pokaza¢, ze dowolna bistochastyczna macierz M moze by¢ przedstawiona w po-
staci zadanej sumy, zastosujmy indukeje wzgledem liczby, v, nie zerowych pozycji
w M (najmnicjszym z mozliwych przypadkéw jest y = n). Teraz, jezeli v > n, to za-
stosujmy macierzowa postaé twicrdzenia Halla, aby pokazaé, ze istnieje w M zbidr
zloZony z nie zerowych elementdéw, po jednym w kazdym wierszu i kolumnic. Niech
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M bedzie najmniejszym spoéréd tych nie zerowych elemenléyv i niech M b@dzie-ma-
cierza permutacyjna z jedynkami umieszczonymi na tych nie zerowych pozycjach.
Zastosowaé zatozenie indukcyjne do

1

m(M'_lel)

finiujmy dwudziclny graf G = (V,E,Va), gdzie V| = {x1,...yxn}, V2 =
id?yl - ‘J. , ))),,,} oraz x; jes}{ polaczony z y; wiedy i tylko wiedy, gfiy XinY; # 0. Wéw-
czas nalezy pokazag, ze dowolnych r wierzchotkéw spoéréd Xi jest potaczonych z co
najmniej r wierzcholkami spoéréd y; i zastosowaé lvymrdzcmc Hallz}. .

(Podgrupa normalna skoriczonej grupy [)OW()dU:]C dekon‘lpf)zyc!c_gmp.y na jej n
lewostronnych warstw, wszystkie tej samej mocy, ji.lk réwm'cz na jej n Playogtr.on-
nych warstw, wszystkie tej samej mocy. Na podstawie za@ama 11 w grupie 1s‘tmcje n
clementéw, kiére reprezentujy jednoczesnic lewostronne i prawoslronnc warstwy).

Rozdzial 4

2. (i) Rozwazyé ,,wspGlnic zajmowane” szufladki

o O O o (]

1,2n 2,2n-1 3,2n -2 nn+1
(i) Rozwazyé ,,wsp6lnie zajmowane” szufladki, aby pokazaé, ze dwie spoéréd liczb
sa kolejnymi liczbami,
(iit) Rozwazy¢ szufladki

3 5

1 2n—1
z liczba umieszczona w szufladce odpowiadajacej jej najwickszemu nieparzysiemu

czynnikowi.

. Majac liczby ao,ai, ... ,an utworzy¢ szufladki
O O O -0
0 l 2 n-1

i wiozyé kazda z liczbay —ao, ... ,an—ao do szuftadki odpowiadajacej reszcie z dzie-
lenia tej liczby przez n.

4. () (i)

pigé punktéw w cztery zbiory cztery punkty w trzy kola
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5. Umiedcic liczby 9, 99,999, ... w takich samych szufladkach jak w powyzszym zada-
niu 3. (Altemalywnic mozna tego dowies¢, rozwazajac rozwiniecie dziesigtne liczby
1/n: poréwnaé rozdzial pierwszy w ksiazce Yet another introduction to analysis, cy-
towanej w spisie literatury.)

6. Zaniedbujemy oczywisty przypadek k = 0. Nastepnie bierzemy pod uwagg ilogé pie-
niedzy po i dniach (powiedzmy = 1;). Wszystkie 2n dodatnie liczby catkowite
ota, oy, wrazz kk--t k46, k-
sq mniejsze od 2n,

8. (=>) Prosty test dwoistoéci nieparzysty/parzysty i czarny/bialy.

(«=) Aby pokazad, ze tablica moze by¢ pokryta, jezeli n jest parzyste, oraz sa usu-
nigte jeden czarny i jeden bialy kwadrat, wyobraZzmy sobie najmnicjsza prostokatna
czgd¢ tablicy zawierajaca pozycje usunigtych kwadratéw. Test dwoistofci pokazuje,
ze bedzie to prostokat o jednym boku zawicrajacym parzysta liczbg kwadratéw i dru-
gim boku zawierajacym nieparzysta liczbe kwadratéw:

W ogdlnosci tatwo jest wypenié
zacieniowang czg$¢, nastgpnie
pozostale kwadraty prostokata,

a potem pozostata czeéd tablicy.

10. Wyobrazmy sobie kazda cegietke jako czary szefcian o boku 1 dostawiony do bia-
. lego szescianu o boku 1.

11. (i) Cykl Hamiltona bedzie postaci

Vi, Vi, V3, T Vs Vi
eV, eV, eV eV, eV

wszystkie wierzcholki wystepuja tutaj
dokladnie jeden raz

* (it) Skoczek porusza sig zawsze z kwadratu czarnego na bialy lub na odwrét.

15. (iii) Rozwazmy a™ funkcji jako obiekty i niech ,wlasnosé i oznacza, ¢ funkcja f
nie przyjmuje zadnej wartodci f(j) réwnej i. Wéwcezas, dla przykiadu: N(1,2,... ,r)
jest liczba funkcji 2z {1,...,m} do {r+1,r-+-2,... ,n}, ktéra, na mocy (i), wynosi
(n—rym,

Rozdziat 5

2. Dodanie nasigpnego wiersza do prostokata laciriskiego wymiaru p X n o elementach
ze zbioru {1,... ,n} jest réwnoznaczne z wybraniem kolejnych réznych reprezentan-
t6w z n zbior6w, z kiérych kazdy ma n — p elementéw: na mocy zadania S z rozdziatu
3 mozna to uczynié na co najmniej (n — p)! sposobGw.

) 20 255
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4. JezeliNzptg oLl zptqg- N dla wszystkich i € {1,...,N}, (przypadek
N 3 n jest, oczywidcie, réwniez potrzebny).

6. (ii) Przeformutowal po prostu dowéd ze stron 75—’{7. Jezeli na prz,)fklad k(f'.—— i)
. jest podzielne przez n, gdzie k oraz n sa wzglednie pierwsze, 01—t jest podzielne
przez n.

7. Zal6zmy, ze jest p punkiow. Woéwcezas dowolny okrestony punkt_ x rpoiclbyé po-
. taczony ;v par¢ z dowolnym spoéréd p — 1 pozostalych punkiéw i k.azdaA l.aka pz;ra
bedzie lezata na dokladnie jednej linii, Ale réwnicz x lezy nan -{;.1 liniach i jezt “[I)(()) n?;;
: i i i. lezacymi na kazdej linii. Policzmy teraz,
szony W pary z n innymi punkiami, lezm,yrpx na : )
;é?n))llmi gpo?;obami, og6ling liczbe par zawierajacych x, biorac pod uwage wszystkie
l‘ . )' . o - "
,mI(;oniewaz' kazdy punktlezy nan-1 liniach, a kazda linia zawieran +1 punktéw,
jest od razu jasne, 2e liczba linii jest tez réwna p.

Rozdzial 6

3. Indukcja wzgledem p = %k. Jezeli p > 1, to utworzy¢ nowy graf przez u..sz:(ni@cnc
. wszystkich krawedzi ,najdluzszego” szlaku P (tzn. tego, k_téry ma najwiece; | ra;z:
d;i) zaczynajacego si¢ i koriczacego w wierzchotkach nieparzystego stoppna: .
st;:p’nic do nictrywialnych sktadowych tego nowego graflu, zastosowa¢ zatozenie in-

dukcyjne.

5. Wykorzystaé test dwoistosci, by pokazaé, ze d . jes‘t [_)arzyste. Polkzllczaé ::xm;::, uz:
jezeli wierzcholki u i v nie s potaczone, to istnicje wierzcholel ?G .,g[ >
i vw naleza do zbioru krawedzi. (W rzeczyvsflstoﬁcl dla d >.0 gra'k ch. ou
niez hamiltonowski, ale jest to o wiele trudniejszy d9 pokazania wyn; , otrzy oma}i
przez C. St. J. A. Nash-Williamsa w 1969r. Ten i pokrewne rezuAtatl); szti e
wiane w ksiazce Graph theory and related tqp'ics, pod redakc;z_; ¥ - A (1)1:1 tymgG
i U. S. R. Murty’ego. Zadanie 11 zawiera latwiejszy do udowodnicnia rezultat, Z
jest ,,scmi-hamiltonowski”).

9. Niech n wierzchotk6éw grafu reprezentuje 1 egzaminéw. Polaqzyé dwa wierzchotki
krawedzia, jezeli egzaminy te sa ustalone przez ré6znych egzaminatoréw.

10. Rozwazyé dowolna, nie polgczong par¢ wierzcholkéw u i v:

du

n — 2 wierzchotkéw )
- € Sn—2)(n — 3) krawedzi

Vv

Sv
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1L

12.

Dla kontrprzykiadu rozwazy¢

Kyt

Pokazaé, ze G jest spojny. Wowezas niech [V] = n iniech vy, ... v, bedzic najdluzszy
§ciczka w G. Zalozyé, ze r < n i doprowadzi¢ do sprzecznodei, stosujac nastegpujace
podejécie: vy jest polaczony tylko z wierzchotkami spodréd {vq, ..., v, } oraz v, jest
polgczony tylko z wierzchotkami spoéréd {v,...,v, |}. Ponadto vy | dv, 2 r. Tak
wige stosujac argumentacie bardzo podobng do t¢j z dowodu ze strony 92, otrzy-
mujemy, Ze istnicje w G cykl przechodzacy przez wszystkie wicrzchotki vy, ... ,v,.
Majac ten cykl i biorgc pod uwage to, ze G jest spéjny, mozna znaleZé w G Sciezke
zawierajaca r -+ 1 wicrzcholkéw, co jest sprzeczne z wyborem r.

(i1) Zatozy¢, Zzc G nic jest grafem pelnym i stabsza

wersje zadanych warunkéw, mianowicie, ze G\ {u}

jest zawsze spdjny, ale gdy rézne wicrzchotkiu, viw

sa takie, zc uw,vw € E oraz uv ¢ E, to G\ {u,v} nic v,
jest spGjny. Nalezy pokazad, ze dla dowolnych trzech
takich wicrzcholkdw zachodzi dw = 2 ( a naslgpnic,
ze wszystkic wicrzchotki majg stopicit 2),

Niech Vi 1 V, beda zbiorami wierzchotkéw, na
ktére rozspdjnia si¢ gral G\ {u,v} i zalézmy, ic w €
€ Wi, tak jak to pokazano. Jezeli V| ## {w} oraz x, y sa
takic jak na rysunku, to wowczasau, vu € E 1 xy ¢ E,
a wigc, na mocy zadanych warunkéw, graf G\ {x,y}
Jest niespdjny. Wierzcholek u nalezy do jednej z jego
sktadowych: nicch z bedzie wierzcholkiem nalezacym
do drugicj skladowej. Poniewaz G\ {x} i G\ {¥} sa
spéjne, a G\ {x,v} nie jest, wigc istnicjc w G szlak
od z do u, przechodzacy przez y, ale nie przez x, jak
réwniez istnieje szlak przechodzacy przez x, ale nic
przez y. Jednakze wszystkie szlaki od z do u przecho-
dza przez x lub y. Gdzice jest wige z?

Jezeli jest on w Vi, to szlak od z do u, omijajacy
x, musi przechodzi¢ przez v. Ale wéwczas szlak ten
moze prowadzié od z do v,w i dalcj do u, omijajac
oba x i y. W konsekwencji z ¢ V. Podobny argument
pokazuje, zec z ¢ Vo. Wywnioskowaé z tego, Zze V) =
= {w}izedw=2,

Rozdzial 7

2.

Tezeli graf skiada si¢ tylko z jednego wierzchotka, to obie konkluzje mozna otrzymaé
natychmiast. W przeciwnym razie d > 0 i istnieje jeden wierzcholek, powicdzmy v,
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ki6rego stopieri jest mniejszy niz d. Kazdy 2 d kolorow musi by¢ uzyty przy kazdym
wierzcholku stopnia d.

(i) Rozwaza¢ jeden z koloréw nie wystgpujacy przy wierzchotku v.

(ii) Rozwazaé jeden z koloréw wystepujacych przy wierzchotku v (by¢ moze nie ma
zadnego). »

. G jest taki, jak pokazano ponizej: zastosowadé zadanie 2 (i twierdzenie Vizinga) do

odpowicdniego podgrafu grafu G.

. Graf musi mieé parzysta liczbg wierzcholkéw. Pokolorowaé na przemian krawedzie

cyklu Hamiltona dwoma kolorami. W jaki $pos6b mozna pokolorowaé pozostale kra-
wedzie?

_ Pokolorowaé krawedzie odpowicdniego grafu dwudzielnego: kazdy kolor ,,polaczy”

pewne pary.

. Przedstawié macierz w postaci grafu dwudzielnego G = (Vi LE,Va), gdzie [V =m

i |V4| = n, a nastepnie pokolorowaé krawedzie tego grafu. Kazdy podgraf wyznaczony
przez krawedzic tego samego koloru bedzie mial inng macierz.

Rozdzial 8
2. Policzy¢ zbiory zlozone z trzech graczy, w ktérych gracz i zwycigzyl w obu grach.

3. Jezeli liczba zwycigstw gracza i wynosi b;, to liczba jego porazek jest réwna l; =

= n 1~ b;. Ale porazki li,l,... ,l, sa wynikami innego turnieju.

. (i) = (ii). Wiemy, ze turnicj zawiera skicrowany szlak py,...,pn. Ponadio, jezeli

zachodzi (i), to istnicje krawed# skicrowana od p, do jakicgo$ inne:go Pi, a wiec ‘istt
nicje skierowany cykl: niech pi,..., P, P} bedzie najwigkszym Iﬂ‘Flm cyk.lc.m. Jezeli
istnieje gracz nic wystepujacy w tym cyklu, powiedzmy p, to czy _]CSl‘ mozliwe doto-
zenie go (i by¢ moze innych) w pewne miejsce cyklu, by otrzymaé wigkszy cykl
Plreo s PatsDyPhoe - P Y ' . .
(i) = (iii).‘Jcieli z'achodzi (ii), to w dowolnym wladciwym podzbiorze ztozonym
7 r graczy bedzie co najmniej jeden, kt6ry pokonat jednego z pozostatych n —r gra-
czy. . g . .
(iit) = (3). Jezeli (i) nie zachodzi, to graczy mozna podzieli¢ na dwa zbiory PiiPy
w ten sposéb, ze zaden gracz z Py nic pokonat zadnego gracza z Ps. Ale wéwczas
wyniki dla graczy z Py nie beda spetnialy (iii).

. JTednym ze sposobGw jest zastosowanie kolorowania krawedzi, gdzie rézne dni sa

przedstawionc za pomoca réznych koloréw.

1

17 — Aspekty kombinatoryki
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Rozdzial 9 Rozdzial 10

. . i jaki Ine ciagt dlugoéei n — 1 moga by¢é rozszerzone do akcep-
1. Niech Vi = {ri,rs,...,rm} oraz V5 = {c,c2,... ,¢n} i 2definiujmy zero-jedynkowa 2. (i) W jaki sposdb akceptowaine ciag: diug 24 by p

macierz M wymiaru m X n, stosujac zasade, Ze (I, j)-ly wyraz ma warto$é 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy r; jest polaczony w grafie G z ¢;. Co jest odpowiednikicm sko-
jarzenia w G w tej macierzy? Co jest odpowiednikiem zbioru wierzchotkéw, wéréd
ktérych jest wierzchotek koricowy kazdej krawedzi, w lej macierzy?

. Na podstawie zadania 1 mozemy policzyé zamiast tego minimalng liczbg wierzchol-
k6w, wéréd ktérych jest zawarty co najmnicj jeden wierzcholek korficowy kazdej
krawedzi grafu G. Ale dla danego W C V, zbiér Vi \ W jest czgéeia takiego zbioru
wierzcholkéw wiedy i tylko wiedy, gdy 2bi6r ten zawiera takze j(W):

w
NN CEEE>
i
\ zawicra wierzcholek koficowy
/ kazdej krawedzi
Vo o .

Jezeli wigc szukamy najmniejszego takiego zbiory, to potrzebujemy tylko rozwazy¢
zbiory postaci (V(\ W)U j(W),dlaW C V.

. Pokaza¢, zc jezeli zero-jedynkowa macierz M wymiaru m X n ma wiasnod¢ typu
Halla, ze ,,w kazdych r wierszach sq jedynki w co najmniej » kolumnach”, to m jest
najmniejsza liczba linit w macierzy M zawierajaca wszystkie jedynki. Nast¢pnie za-
stosowaé twierdzenic Koniga-Egervdry’ego, aby wywnioskowaé macierzowa postaé
twierdzenia Halla.

. Majac dany graf G = (V, E), zdefiniowaé sie¢ N = (V,¢), przyjmujac, ze c(uv) (=
== ¢(vu)) ma warto$é 1, jezeli u oraz v sq polaczone w grafie GG, natomiast w prze-
ciwnym razie, ma warto$¢ 0. Pokazaé, ze minimalny przekr6j w N rozdzielajacy x
od y nigdy nie uzyje obu krawedzi uv oraz vu. Wywnioskowaé, ze minimalny zbi6r
krawedzi w G rozdzielajacy x od y odpowiada minimalnemu przckrojowi w N. Poka-
zaé réwniez, e zbiér zlozony z n krawgdziowo-roztgcznych §ciczek z x do y w grafie
G odpowiada przeplywowi o wartosci n w N, kiéry nie uzywa obu krawegdzi uv oraz
vu. Nastepnie zastosowaé do N twierdzenie ,,maksymalny przeplyw-minimalny prze-
kréj”.

towalnych ciagéw diugoéci n?
¢, = (liczba ciagbw diugodcin — 1 korczacych si¢ 0
i nastgpujacym po nim 0, 1 lub 2)
+ (liczba ciagéw dugoscin — 1 konczacych sig 1
i nastgpujacym po niej 0 lub 2)
1- (liczba ciagéw diugoscin — 1 konczacych sig 2
i nastgpujacym po nicj 0 lub 1)

A ile sposréd ¢, ciagéw kodczy sie zerem?

5. yy+v2+ ... +ye = n wtedy i lylko wtedy, gdy 102 . 0 =x". Stad zadana liczba

rozwigzan jest réwna liczbie wystapied x* w wyrazeniu v
(+x+24 8+ ) (A Fxt 240 +0) (1 txt a3

~—
2liczajacy y 2liczajney y2 2diczajacy yi

. (i) Podobnie jak we wskaz6éwcee do zadania 5 z jedyna réznica, ze za kazdym razem,

gdy otrzymujemy podziat liczby n na dodatnie liczby calkowite y +y2 ... + Yk
mamy dokladnie yiy2... Yk wyrazef & w rozwinigciu:
(ot 2624380 ) (o + 24 F33 ) (2P 30 )

— , -’

——

zliczajacy yi zhiczajacy yz " zliczajucy yi
(ii) Podziat uczniéw na gmpyi jest tym samym, €O znalezienie rozwigzania yi +y2 -+
4+ ... 4y = n, po czym wybranie liderow moze by¢ dokonane na ).»lyz Yk s;')oso—
béw; tak wige problem sprowadza si¢ do tego z punktu (i). At?y znl_ustrow%;é jeden
z mozliwych bezposrednich argumentSw, rozwazmy przykiad glﬁdmm uf:znlfiw (><)‘
w trzech grupach, z podzialami migdzy grupami oznaczonymi przez jiz .hderamg
umieszezonymi w kéitkach; wowcezas zastapmy wszystkie | i x w kétkach kreskami
poziomymi: np.
x ® | x ® x | & x

—_ X = = X - X = = X
Dla r uczniéw w k grupach istnieje wzajemnie jednoznaczna zalezno§¢ mied"/.y wy-
borami grup/lideréw a ciagami, zlozonymi z n — k ikséw i 2k — 1 kresek poziomych
umieszczonych w dowolnym porzadku.

. Jest jasne, ze dla i < j (i, j)-ty wyraz w macierzy MN jest rowny zero. Dlaizj

wyraz ten moze by¢ zapisany w postaci

(£)@)- (i)"‘j”’«v;.l) #(iejn) (3) i,(" N,

co jest wsptczynnikiem przy x' 7 w
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Kazdy z tych czynnikéw nie ma wyrazu wolnego i jego warto$¢ wynosi 6, gdy x = 1.
Musimy wyrazié g(x) jako iloczyn dwéch takich czynnikéw.

Rozdzial 11

3. Rozwazmy graf G, ktdrego wierzchotki pokolorowano, uzywajac %(G) koloréw
i wezmy pod uwage ktérykolwiek z tych koloréw. Pokazaé, ze musi istnie¢ wierz-
cholek tego koloru, kiéry jest polaczony z wierzchotkami wszystkich pozostalych
koloréw.

Q-1 - 03900

s

(L) =40
A czym jest wspblezynnik przy x/ w (14 %) 10

6. Niech 1,2,...,%(G) beda kolorami uzytymi do kolorowania wierzchotkéw w G
i niech 1/,2',... ,%(G)" beda kolorami uzytymi do kolorowania wierzchotkéw w G.
Wéwezas nalezy uzyé x(G) - x(G)' wkoloréw” (1,1,(1,2),...,,(,4"),- .-, (X(G),
%(G)') do pokolorowania wierzchotkéw grafu peinego na zbiorze V — dotyczy to
pierwszej czefci zadania.

Jedli chodzi o druga czgéé, zalézmy, zc wynik jest falszywy i niech G = (V,E) be-
dzie najmniejszym grafem, dla ktérego ta wlasno$¢ nie zachodzi, Niech v € V i nicch
G' bedzie otrzymanym z G przez usunigcie wicrzcholka v (wraz ze wszystkimi do
niego dochodzacymi krawedziami). Pokazad, ze

WG =x(G)+1, %G =x(G)+1 oraz x(G)+x(C)=1V]

Pokazac¢ takze, ze stopieft wierzchotka v w grafie G jest réwny co najmnicj %(G),
aw G co najmnicj (G'). Nastepnie wywnioskowac sprzeczno$é.

8. Jest ('r')s, funkeji z {1,2,...,m} do {1,2,...,n}, kiérych zbi6r obrazéw zawicra
dokiadnie r clementéw. Wéwcezas, zapisujac zadany rezultat w postaci m réwnoSci,

otrzymujcmy
1 51 -
1 =

2 2
1) -+ 9 52 =2"
m m

< | )s; + ( 2>sz Aot (:) Sm = m™

Teraz nalezy zastosowad inwersje.

9. Nie stosowaé standardowej metody, opartej na zalezno§ci rekurencyjnej. Zamiast tego
niech G bedzie Ks z usunigty krawedzig uv. Ilc jest sposobow, by pokolorowaé wierz-
chotki grafu G’ k kolorami z u i v tego samego/réZnego koloru? Nastepnie polaczyé
obie kopie gralu G/, otrzymujqc interesujacy nas graf G.

10. Ile spoérdd tych gémych drég dotyka przekatnej po raz ostatni po 2r krokach? Jest
u, sposobéw osiagnigcia tego szczegblnego, ostatniego punktu na przekatej i v,, -
sposobdw kontynuowania przejécia od tego miegjsca, bez ponownego dotykania prze-
katngj. ?‘ak wicc jest i, Vy—r (= Uptty.,..t) takich drég.

_ll)alq, dian > 1 wspélczynnik przy 1" w u(x) réwna si¢ wspélczynnikowi przy
x"1 w (u(x))? i mozna wyprowadzié¢ zadana réwnosé.
Rozwiazaniem réwnania kwadratowego dla u(x) jest

10. Niech G3 (odpowiednio Ga) bedzie grafem petnym K, - (odpowicdnio Ky) Z usu-
nigta jedna krawedzia. Zastosowal do graféw Gi,G, 1 G3 standardowa zalezno$é
rekurencyjna ( z dowodu twierdzenia na stronie 150), a nastgpnie wyrazi€ pg, — PG,

u(x) = 1:_(1_‘1‘{)_'_/_2 w postaci wiclomianu chromatyczncgo grafu pelnego.
2x
i un, bedace wsp6lczynnikiem przy X" w tym wyrazeniu, jest dane przez 12, Jezelin> 11 wypik jest prawdziwy dla: mniejszych gra[évy, to wierpy, ile jest spo-
sob6w, aby prawidiowo pokolorowa¢ pierwsze 2(n — 1) wierzchotki. lle natomiast

~pg xR e (S oL

ktore jeszeze sig redukuje.

mamy mozliwoéci, aby pokolorowa¢ ostatnie dwa wierzchotki:
(a) z u oraz v o réznych kolorach (jak pokazano) i
(b) z u oraz v tego samego koloru?

12. Licz'bfx sposob6w otrzymania tacznic n oczek w rzucie dwoma tradycyjnymi kost-
kami jest wsp6tczynnikiem przy " w wyrazeniu
8(x) = (x4 x>+ 2 + o+ 27 1582 = 21+ 021 = x+ D21 + x4 52)?
Jezeli jedna z nowych kostek ma §cianki a, b, c,d, ¢ i f (nickoniecznic ré7ne), a druga

AR ; :
maﬁcnankn a,b ¢ ,d', ¢ i f, 1o liczba sposobdw olrzymania lacznic n oczek w rzucic
dwiema nowymi kostkami jest wsp6lczynnikiem przy x" w wyrazeniu

o o o x o) k)

—

juz pokolorowane

13. (i) Zastosowaé do grafu Gy zwykla zaleznos¢ rekurencyjna.
(it) Indukcja wzgledem n. Jezelin > 1, to postgpowanie z (i) dadwa grafy, do ktérych
moze byé zastosowane zalozenic indukcyjne. ‘
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14. Indukcja wzgledem liczby m brakujacych krawedzi. Jezeli G ma m > 0 brakujacych
krawedzi, a Gy, Gz sa tymi grafami, co w twierdzeniu na stronie 150, 10 moze byé
zastosowane do nich zatozenie indukeyjne.

15. Sprawdzi¢ wynik dla graféw petnych (patrz zadanie 5 na stronie 111), a nasi¢pnie
ponownie zastosowacé indukcje wzgledem liczby brakujacych krawedzi. Zalozy¢, ze
G ma brakujaca krawedz uv, i niech Gy oraz G, beda grafami orzymanymi w oczy-
wisty spos6b, odpowiednio przez dodanic i przez Sciagnigcic uv. Pokazad, 7e kazda
acykliczna orientacja grafu G reprezentuje jeden z nastepujacych typéw:

albo skierowanie u — v utworzy albo dokladnie jedno z uporzad-
jedna acykliczng orientacje grafu kowait krawedzi uv utworzy acy-
G, a skicrowanie v — u utworzy kliczng orientacje grafu Gy.

inng

Pokazaé takze, ze liczba acyklicznych orientacji grafu G, typu przedstawionego po
lewej stronie, réwna si¢ liczbie acyklicznych orientacji grafu Go, i wywnioskowac,
ze
liczba acyklicznych  (liczba acyklicznych _ fliczba acyklicznych
orientacji grafu Gy orientacji grafu G2 / 7\ orientacji grafu G

Rozdziat 12

3. Zadana odpowiedZ jest réwna liczbie sposobéw rozmieszezenia pieé nic atakujacych
sie wzajemnie wiez szachowych na nie zacieniowanej czgSci przedstawionej tablicy:

Latwo jest wyznaczyé wiclomian szachowy zacieniowanej czedci tablicy (patrz od-
powiedzi do zadani). ’

4. Ponownie zadana odpowied? jest réwna liczbic sposobéw rozmieszczenia pigciu nie
atakujacych si¢ wzajemnie wiez szachowych na nie zacieniowanej czeéei przedsta-
wionej tablicy (i tym razem latwo jest wyznaczy¢ wiclomian szachowy zacieniowa-
nej czebei tablicy):
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6. W tym przypadku
rp(x) = 14 ratrax® ook T g = (%)
a wige
1,
ry = liczba kwadratéw w B = liczba kwadratéw w B = 5"

Takze

n!—(n—1lr+(n —2Mrg—- o 20rye 2 1y O = T

parzyste

7. Indukcja wzgledem n. Jezeli n > 1 i wynik jest prawdziwy dla warto§ci mnigjszych
odn, to
i = (liczba sposobow umicszczenia k wiez, w ktérych
nie jest wykorzystany ostatni wiersz)
+ (liczba sposobow umieszezenia k wiez, w kiérych
jest wykorzystany ostatni wiersz)
= S(n,n—k)+ (n—k+1)S(n,n—k+ 1)

8. Oblicz dwoma réznymi metodami liczbg sposobéw rozmieszczenia n nie atgkujgclyfh
. si¢ wzajemnic wiez szachowych na tablicy wymiaru n xn,z ktérych k lub wigcej lezy
na B, a nastgpnie pokoloruj na czamo k spoéréd tych lezacych na B.

9. (iii) Zalézmy, iz pierwsza talia jest tlporz_qdkowar}a w nastepujaf:y sposé}): W.l, w2,
D1, D2, K1, K2, Al, A2. Oznaczmy tablicg wymiaru 8§ x 8, tak jak pokazana:
W1 W2 DI D2 K1 K2 Al A2

wl 1

w2 1

DL 1

pz| k

K1 1

K2 i

Al 1

A2 )

Wéwezas kazde spoéréd 8! tasowan drugiej talii odp(?wiada jednemu ze %p(:sgﬁzw
umieszczenia o§miu nie atakujacych si¢ wzaj.cmnie wiez na przc:dst.awl:on[c.zjKa2 D)Z/,
np. pokazane ustawienie odpowiada nasl@p‘uqceml.l llporzfgdkowaréll\n 'arlimm,icgz:
Al, W1, W2, K1, A2, D1, w ktérym do wojny” do;d.zne mu;dzy kr 'aml. k;;ic (‘ii)
czenia, ktére unikaja wojen, sa 4cile zwiazane z tymi przeliczonymi W pun .
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(iv) Tym razem musimy policzy¢ sposoby umieszezenia 52 nie atakujacych sie wza-

Je“lnle WICZ SZaChOWyCh na l[.CdS[aW'O"C nic zacicniowance) ¢ 1 li y Wy"l
o p ) ] I.(:.§L ldb C 1aru

52 -

P R o8 oo i

| o FHH

10. ;xg Mo.zga l;zaslosowac" indukgjc V\fzglcdem m wraz z tradycyjna metoda rekurencyjna
o 3' zre lxl. (?waé tablicg zawierajaca m kwadratéw do dwdch tablic, zawicrajacych,
7ak§£:? nczbﬁ: kwadr{aléw. Alternatywnie k wicz szachowych, postawionych na zyg
2 ym wierszu zlozonym z m kwadratéw, nie bedzi i icmnic
: .  kw a cdzic atakowalo si¢c wzajemnie
;vtcdy i ty.lko wtcdy,‘gdy '(,adnc dwie nie stoja na przyleglych kwadratach: w zjadaniu
 na sronie 18 przeliczyli§my takie rozstawicnia.
1(: 3;:1:3030\,”?6 starﬁndardowa metode rekurencyjng do tej tablicy z wyszezeg6lnionym
P e}rln s, tak jak t.cn w dolnym lewym narozniku: nastgpnie zastosowaé (i).
ain ! :ec6 pierwsza usiadzie zona [: moze ona wybra¢ dowolne spoéréd 2n miejsc
Jest wowezas sposobdéw wybrania micjsc dla 12 siu
st : 0S¢ s pozostalych n — 1 zon? Po zajeciu
przez nie swoich miejsc, oznaczmy pozostate miejsca, jak zostalo to pokazangflle

teraz jest sposobéw wybrania miejsc dla me? Tabli i
istotng role. ybrania miejsc dla mez6w? Tablica z punktu (ii) odgrywa tutaj
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Rozdzial 13

2. W (ii) nie ma cykli o trzech krawedziach.

3.

10.

11

oy

Rozwaryé dowolny cykl C i zalozyé, 2e
w danej planarnej rcprezentacji zawiera on
wewnatrz dokladnie te regiony, kibre sa c
ograniczone cyklami Ci,...,C, (2 kiérych ! c c
kazdy ma parzysta dlugo$¢). Pokaza¢, ze 3 4
ficzba krawedzi w C jest parzysta.

. (i) Jezeli oba grafy G = (V,E) oraz G = (V,E) sa planarne, gdzie V]i=n(23),t0

|E|<3n-6 i |E[<3n—06

Dodajac te nieréwnodci, orzymujemy réwnanic kwadralowe zmienncj n. Alterna-
tywnie, przeformulowac ten rezultal, stosujac pojecie gruboSei grafu i wykorzystu-
jac zadanie 5. (W rzeczywistodci t((Ky) = [$(n+7)], dla wszystkich dodatnich liczb
catkowitych n, z wyjatkiem n = 9 oraz 10. Dowdd tego, e {(Kg) > 2 jest dos¢ tech-
niczny; mozna go znale¢, na przyklad, w pracy W. T. Tutte’a w Canadian Mathe-
matical Bulletin, vol. 6, 1963).

. Zauwazmy, zc na obwodzie tej figury jest n wierzchotkéw, ( z ktérych kazdy ma

stopiefi n— 1) oraz (2) innych wierzchotkéw (z ktérych kazdy ma stopiefi 4): policzy¢
krawedzie, sumujac stopnie wierzcholkéw.

. (i) Niech x bedzie liczba regionéw ograniczonych czterema krawedziami i niech y

bedzie liczba region6w ograniczonych szescioma krawedziami. Wowczas
x+y=|E|-{Vi+2
2E|=4x+6y  (dajac |E| = 3(x--y) — )

2|E| = 3|V

Réwnania te maja wiele rozwiazad, lecz w kazdym z nich x = 6.

Zauwazmy, ¢
Bl = .‘,: ZSV: ]i va,, i V)= Zv,,
weV n=0 n=0
podstawmy te warto$ci do nier6wno§ci |E| £ 3]V|-6.
Dla drugicj czgfci zauwazmy, ze dla gratf6w spéjnych

5(vy v + V3 vatvs) 2 5vi +HAvy+ 3va+2va ks 2 Y (6—n)vu 212
n=1

Jezeli {V] > 6 oraz wynik jest prawdziwy dla mnicjszych graf6w, to rozwazy¢ graf
olrzymany przez usunigcie wierzchotka majacego stopicii mniejszy od 6.
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12. Niech f bedzie liczba regionéw. Wéwezas
f=El-V[+2 i 2lE

=of =dlV|

Podzielié lewa réwnodé przez 2]E|.

13. Gra zawsze musi mieé swéj koniec, nawet jezeli odrzucimy zatozenie planamo-
$ci (ale bylaby to o wicle mnicj interesujaca gra!). Rzeczywidcie, jezeli mamy juz
n wierzchotkéw oraz m krawedzi, (o jaka jest najwicksza liczba krawedzi, ktére mo-
zemy dodad do tych wierzcholk6w, nic tworzac Zadnego stopnia wigkszego od 37
Rozwazy¢ konsekwencje nastgpnego ruchu i pokazaé, ze w kazdej kolejce liczba
wbrakujacych krawedzi” redukuje sic o 1.

Rozdziat 14

1. Nieréwnosci

El-Vi+2< 1
2|E] 2 3}V|
2/E| 2 5(|E| - V] +2)

prowadzg do sprzecznofci.

Zastosowa¢ indukcje wzgledem liczby krawedzi. W kroku indukcyjnym rozwa-
2y¢ region ograniczony przez trzy lub cziery krawedzie i zredukowaé mape, tak jak
zrobili§my to w dowodzie na stronie 189. Region o czterech bokach moze by¢ zre-
dukowany tak jak w tym dowodzie, a region o trzech bokach moze by¢ zastapiony
punktem.

2. W dowodzie przez indukcje rozwazy¢ polozenie dwéch monet, ktére sq najbardziej
oddalone od sicbie i pokazaé, ze kazda z nich bedzie si¢ stykala z najwyzej trzema
innymi monetami.

Aby znaleZé ulozenic monet, dla kiérego trzy kolory nic wystarcza, zauwazmy, 2¢

jesli dia ukiadu

uzyte sa tylko trzy kolory, to dwie monety oznaczone gwiazdka moga micé ten sam
kolor. Mozna polaczyé takie grupy monet, otrzymujac wlozenie, w kiérym bedzie
konieczny czwarty kolor.

3. Pokazaé, Zze funkcja p istnicje wiedy i tylko wiedy, gdy krawedzie odpowiadajacego
grafu moga byé pokolorowane trzema kolorami.

(=>) Zalozyd, ze p istnigje. Rozpoczaé od dowolnej krawedzi, nadajac jej ety-
kiete ’1'. Nastepnie etykictowaé kolejno wszystkie krawedzic (przyporzadkowujac
pewnym krawedziom kilka etykiet), stosujac zasade, zc jezeli e ma etykietg ¢ oraz ¢’
jest krawedziq, ktéra ma 7 e wspdiny wierzchotek v, o krawedzi ¢ nalezy przypisaé
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etykieteg w nastepujacy sposob:

¢ — ¢ przeciwnie do wskazéwek
zegara, dookola regionu:
przyporzadkowaé ¢ etykietg ! — p(v),

e — ¢ zgodnie ze wskazdwkami
zegara, dookotla regionu:
przyporeadkowac ¢ etykiele [+ p(v),

Pokazad, ze otrzymujemy w ten sposéb kolorowanie krawedzi grafu trzema ,.kolo-

rami”’
{... —5,~2,1,4,7,...},{...,——4,——1,2,5,8,...},{.,.,—-3,0,3,6,...}
waniu krawedzi grafu trzema kolorami 1, 2 oraz 3, wy-

zy danym pokoloro kolor
e ool zcholku v jest jedna krawedZ kazdego koloru. Zdefi-

nika, ze przy dowolnym wier
niujmy p(v) w nastgpujacy $posob:

pv) = —1, jezeli kolory 1, 2,3
wystgpuje na mapie przeciwnie
do wskazéwek zegara dookola v

p(v) = 1, jezeli kolory 1,2,3
wystgpuje na mapie zgodnie
ze wskazdwkami zegara dookola v

orowaé si¢ na tamtym rozwigzaniu.

[ i zdziale 11 1 wz Wi
4. Poréwnaé z zadaniem 6 W rozdzia e i 0 I o G joot .

W szczegblnoici, z ostatniego twierdzenia rozdzialu

narny, to ) )
2GUG) <x(G) - x(G) < 5%(G)

Rozdzial 15

2. Rozwazyé nowe bloki, ktore sa dopetnieniami zadanych blok
tych nowych blokéw, ki6re zawieraja kazda parg punktéw.

6w i wyznaczyé liczbe

wystapienia elementéw z B w innych blokach.

ii icz §zne sposoby, :
B dwa e b stapienia par clementéw 2 B w innych blo-

(ii1) Policzy¢, na dwa rézne sposoby, Wy
kach.
4, Wykorzysta¢ podstawowe zaleznofci migdzy parametraﬁli, aby upro§ci¢ k- My—1).
Wéwczas, jezeli M jest macierza incydencji konfiguracyi, mamy
T y—1i
(detM)? = det(M" M) = (k+Mv - 1)) (k—\)

kwadrat kwadrat kwadrat
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5. Usunag caly linig ze skoriczonej plaszezyzny rzutowej rzgdu n

6. Jezeli takie postgpowanic tworzy konfiguracje, to ( wykorzystujac wyniki o drzewach

z rozdziatu 2) trzy parametry beda mialy postad

v =z %n.(n =1), b=n"% ksn-1

Woéwezas wyznaczyé parametr A i pokaza¢, 7¢ dla n > 3 nie moze on byé liczbg
Z ba

catkowitg.

10. (1) Zauwazy¢, ze gdy n > 2, to dla dowolne; macicrzy M wymiaru r X n, mamy

10 0 .. 1 0 0
00 0 .. 0 00
0.00

det | M - ~det} M~ 1| 0 0 = 2detM’

N . .
g:iczln;:m/‘:lc gj(():svtv macierzq wymiaru (n=1) x (n~1), otrzymang z M przcz usunigcie
. lersza 1 pierwszej kolumny. Teraz latwo jest ; i
stosujac indukcje wzgledem n. Jost polcazat gadany wynik
i(n) thcch kQ bedzie rpacierzq ()U"./,ymanq 2 P przez usunigcie oslatnicgo wiersza
‘o.s aL‘mq olumny., qncch p bedzie ostatnia kolumng w macierzy P, z usunigtym
ostatnim wyrazem, i nicch D bedzie macierza taka jak w (). Rozwigzaé réwnania
X
(Q+D)[ : | =-p
X43

(iv) Gdyby istnialy takie liczb i i istni
V) _ - < by wymierne, to musialyby istnied liczb i
oraz ¢, nic majagce wspolnego dziclnika i takie, 7e g by callowite @, b

6a% == b2 |- 2

ggtz 7wéwczas., blx(orac ép()d uwage reszty z dziclenia kwadratéw liczb przez 3, mozna
U wywnioskowad, ze b oraz ¢ (a wige réwniez i 23, i

/ cowat, { a) sq podzicln 2CZ.
(v) Zauwazmy najpierw, 7¢ P e preee 3.

71 1 1 I 0
. o | 7 11 I 0
) P:QNLx#NﬂngNK:a : : :
111 1 70
0 0 00 0 1
Nastepnie wykorzystaé fakt, ze
Y X1
6()1; .o Ya3 y) = 6(.&’[ .o X43 I)PT’)
Ya3 X43
y 1

1 uproscic te iloczyny (ten po prawej stronic zawicra (1 ..+ xa3)?)
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12. Niech tych b clementéw nalezy do ki, ... ,ky sposréd tych zbioréw. Policzyé wysta-

pienia elementéw w parach zbioréw, ourzymujac
b
_',:v(v-— 1) = Z Lkiki— 1)
i=1

Nastepnie wykorzystaé fakt, Ze k; sumuja sie do vr i 7e suma ich kwadratéw osiaga
minimum wtedy (i tylko wiedy), gdy kazdy preyjmuje redniq warto$é vr/b. (Uzyli-
$my takiej notacji, by pokaza¢ dualnodc, mianowicie, ze w tym przypadku macierz
incydencji zbior6w jest macierza ransponowana macierzy incydencji dla (v, b,r,k, )
konfiguracji). '

13. Niech M bedzie macierza wymiaru b x v, ktérej wiersze skladaja si¢ z b stéw kodo-

wych. Pokazaé, ze dowolne dwa wiersze macierzy M maja jedynki na k — %d micj-

scach i wywnioskowaé, Ze MMT jest macierzq wymiaru b X b
Yy J y

k k—3d k-3d .. —%d
_%d Kk k—id ... k—z3d
k—1id k—%d k k—1d
—id k-td ... k=%d k

o dodatnim wyznaczniku. Teraz nalezy przyjaé, 2¢ b > v oraz wywnioskowaé
sprzeczno$é, dodajac b — v zerowych kolumn do macierzy M i na$ladujac dowdd
nie wprost dla nieréwnoéci Fishera (str. 203).

14. (i) Jezeli i-ty wiersz (i > 1) zawiera s jedyncek, to jloczyn i-tego wicrsza z pierwszym

pokazuje, ze s — (m —s) = 0. Réwniez w tym przypadku macierze H i HT sq ko-
mutatywne (HT jest wiclokrotno$cia macierzy H™ 1Y; podobne podejécic mozna wigc
stosowaé dla kolumn,

(ii) Jezeli i-ta oraz j-ta kolumna (1 < i< j) maja jedynki tacznic na t miejscach, to
nalezy wykorzystaé iloczyn dwéch kolumn, aby pokazaé, ze t = m/4.

15. (i) Poréwnaé wszystkie mozliwe pary typ6w wierszy w macierzy N 1 sprawdzi¢, na

ilu miejscach sa one rézne. Tych miejsc jest co najmniej 2(k — A) wiedy i tylko wtedy,
gdy

vk > 2(k=A), k+122(k=A), i 1+v—2(k=2)>2(k-})
co redukuje si¢ do dwéch zadanych nier6wnosci.
(ii) Podstawiajac v = (k(k — 1)/A) + 1 do v > 3k — 2) i upraszczajac, olrzymujemy
réwnanie kwadratowe, z kidrego wynika, ze k > 2A -+ 1.

Rozdzial 16

2. Zauwazmy, Ze

_((g+1)+(g+1)-2
Q“( (g+1)-1 )
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a wigc bedzie istnial jednokolorowy podgrat K, 1, powiedzmy czerwony. Ale wéw-
czas mozna wykorzystaé [akt, ze

o (475 77)

8. (i) Pokazaé najpierw, ze
[mle}]+1=2+m-+ m{m—1) -+ m(m— Nm—2)4-+m!

Wéwcezas tatwo mozna sprawdzié, Ze 10 wyrazenie spelnia zadang zalezno$é reku-
rencyjna. N
l(?lf;b}’éL;l krawedzie grafu Ky, 54 pokolorowan'e pail pqmoca m k()lorésfv,b 1(2 \leéd
mM,,—y —m+ 1 krawedzi, dochodzacych do jakiego$ wxerzch(’)lka, musi by ,,,(; t
kra\:;;dzi jednego koloru. Nalezy spojrzeé na wierzcholki koficowe tych krawedzi
i kontynuowaé w tradycyjny sposob.

3. Niechn=R(r—1,g) + R(r,g — 1); zalézmy, z¢c krawedzie gralu K, zostaty pokoloro-
wane na czerwono oraz zielono i rozwazmy n— 1 krawedzi dochodzacych do okreglo-
nego wierzchotka grafu K. Musi byé co najmniej R(r — 1,g) krawedzi czerwonych
lub co najmniej R(r,g — 1) krawedzi zielonych i mozemy znaleZé, w tradycyjny spo-
56b, czerwony K, lub zielony K.

W przypadku gdy obie liczby R(r — 1,g) oraz R(r,g - 1) sa parzyste, szybki test
dwoistoSci pokazuje, ze jest niemozliwe, by w grafie K, (ktéry ma nicparzysty
liczbe wierzchotkéw) byto dokladnie R(r — 1,g) — 1 czerwonych krawedzi docho-
dzacych do kazdego wierzcholka.

9, Zalozyé,zem> lize wynik jest prawdziwy dlam - 1.Jezeh

2Ry —2
Ry = " —1 )

Rin—s
oraz krawedzie grafu Kg,, zostaly pokolorowane za pomf)ca. 2’_" koloréw, to potrakto-
wad te kolory jako 2™~ odcieni czerwonych i 27! odcieni zielonych.

12. Jezelir>2,8 > 2oraz wynik _iCS[ praw-

dziwy dla mniejszych warto§ci r -+ g, 10
niech T] bedzie drzewem otrzymanym
z T, przez usunigcie wierzcholka v stop- 1
nia 1 (i krawedzi vw). Woéwezas w do- r—

4. Mozna latwo zastosowaé arytmetyke modulo, aby pokazaé, ze niec ma czerwonego
podgrafu K.
Zatézmy, ze znaleZlimy zielony podgraf K, i (majac na uwadze symelrig) Ze
1 jest jednym z jego wierzchotkéw. Wéwezas pozostale p — 1 wierzchotki musza
by¢ wybrane spodréd

i o wierzchotkdw
3,4, 6,7, 9,10,...3¢-9,3¢g—-8, 3g-6,3g~5 wolnym pokolorowamu. Kr'{.-g—-Z na czer- ||
‘ wyzej | 2dej wono i ziclono, bedzie istnial czerwony B
biorac najwyzej jeden z kazdej z tych par. o oy e =

padku naiezy spojrzeé na wszystkie te

6. Rozwazmy graf pelny na zbiorze 27 oznaczonych wierzcholkow. Mamy 2(2) sposo- krawedzie w Ky..g—2, kiére lacza wierz-

ra

béw wybrania zbioru krawedzi o kolorze czerwonym. Spoéréd nich 2(%)- €y jestta-
kich, ze rozwazany zbidr krawedzi zawicra (22’) krawedzi, tworzacych podgraf peiny
na okre§lonych 2r wierzcholkach. Zatem istnieje co najwyzej (%:)2(2;)"(22') $poso-
b6w wybrania krawedzi czerwonych, wéréd ktérych (%) beda tworzyly pewien czer-
wony podgraf K;,. Konsekwentnic, istnicje co najwyzej dwukrotnie wigcej sposobéw
wybrania krawgdzi czerwonych otrzymujac kolorowanie zawicrajace czerwony Ko,
lub zielony K3,. Pokazaé teraz, zedlar > 2

23 > z(j;)zm»@')

13.

cholekwzg—1 wierzchotkami jeszeze

nie wykorzystanymi w T| (jak zostalo

pokazane). - . N
Pokolorowaé dwuelementowe podzbiory zbioru N = {1 1,2, 2(’56 }(,a ‘;;(‘);u;r::z ;::\dgr Z; :

i,j}i 7 =00, jezell suma i - j ma wiasnos 2

L e Koo o woras tnicie i skonc: 2bi6r S C N, ktorego kazdy dwu-
siwnym wypadku), Wéwczas stnieje nieskoriczony zbior 3 & IV, K : '
((;ll‘gmzmovy;) podzbidr ma ten sam kolor: mamy nadziejg, 2e jest nim kolor czerwony
Jezeli nie, to sprobowac zmodyfikowaé w jaki$ $pos6b zbidr S.

Niech R bedzie réwne R(r,n,r,r), & wige jezeli krawedzie grafu Kg 54 pokolorowanc

. . eni i ika,
© czterema kolorami, to bedzie istnial jednokolorowy K. (Istnienie tgklef:wli ‘:ln}:;;crz
i przedstawié swoje wiasne wnioski. na przyklad, z zadania 9). Wéwczas majac dang do;v‘(:ina zgrq—):at}:lf‘ K (;:a zbiorze
o ‘ié kolorowanie wszystkich krawgdzi £ R y
. i m;;) wymiaru R X R, okreéhc‘ko oy snoséb: dla
7. (ii) Aby pokazac, ze R(r,g,b) < R(r,R{g,b)), wyobrazmy sobie najpierw, ze koloru- sv;;’rzcho.k(,w {,2,..., R}) jednym z czterech kolor6w w nastgpujacy Sp
jemy ,,na chybit trafil”” kolorami ziclonym i niebieskim. i < j krawedZ ij jest
(iii) Jezeli n = R{r — 1,8,b) + R(r,g — 1,b) + R(r,g,b — 1) — 1, 10 w grafic K, krawe- <ol = =0,
' 18 ) y 18 ) 1 el =0 orazm 3
dzie dochodzyce do ktéregokolwick wierzchotka musza zawieraé albo co najmnigj ?Zcrworfai"e.l e muo o ,ﬂl. itd
R{r—1,g,b) czerwonych krawedzi, albo co najmniej R(r,g — 1,b) ziclonych krawe- zielona, jezeli myj = U oraz mji = &, 7
dzi, albo co najmniej R(r,g,b — 1) niebieskich krawedzi. . Kkladzie na stronach 238-
(iv) ZastosowaC indukcje wegledem » - g + b. Przypadki r =2, g =2 oraz b = 2 17. (Jest to podobne rozumowanie do ZastOSOWancgo w przy

wynikaja bezpoérednio, a punkt (iit) daje mozliwos¢ kontynuowania indukcji.

isaé li j j diugiej
239, lecz z jednym dodatkowym krokiem). Zapisa¢ liczby od 1 do L w jednej diugicj
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18.

linii, utworzy¢ male szufladki, z kidrych kazda zawiera sicdem liczb i wicksze szu-

fladki, z kiérych kazda zawiera 237 4 1 malych szufladek:

11 2 3 4 5 6 7] t_._._u.__._,,,....‘._,_l {;_,_____.___, [ i]

2-37 + L alych szufladek

\

—

2373740 4 quzych szufladek

Duze szufladki mozna pokolorowaé na 373" +1) gposob6w, a wige duze szufladki:
I-ta oraz J-ta beda mialy ten sam uklad koloréw, dla pewnych [ oraz J takich, ze
1<J <3340 4y Jeseli K =27 — 1, 10 w dalszym ciagu bedzic K-ta duza szu-
fladka. Stosujac standardowy argument w odniesieniu do / -lej duzej szufladki otrzy-
mamy na przyklad

I ' J
| fecz] [cez) =1 || [cez] [cez) =7 |-
i J k ) i J k

- K
. u_ - = =T l y

i J k

Rozwazy¢ teraz przypadki, gdy .,7” jest koloru czerwonego, zielonego lub niebie-
skiego (w tym ostatnim przypadku trzeba réwniez wzigé pod uwagge ,,7").

Indukcja wzgledem m. Zatozy¢, 2c wynik jest prawdziwy dla m — 1 koloréw i nicch

L bedzie takice, ze jezeli zbi6r {1,2,...,L} jest pokolorowany za pomoca m — 1 ko-

lor6w, to bedzic istnial taki r-wyrazowy ciag arytmetyczny, w ktérym kazdy wyraz
oraz réznica tego ciagu beda jednego koloru. Wéwezas (majac na uwadze twier-
dzenie van der Waerdena) niech L* bedzie takie, 7c Jjeieli zbiér {1,2,...,L*} jest
pokolorowany m kolorami, to istnieje ((r — 1)L+ 1)-wyrazowy, jednokolorowy ciag
arytmetyczny. Rozwazy¢ takic kolorowanie i ((r — 1)L} 1)-wyrazowy ciag arytme-
tyczny koloru czerwonego: :
a,atd, a+2d,a13d,...,a+(r—1)d
Nalezy wzia¢ pod uwage dwa przypadki w zaleznodci od lego, czy jd jest czerwony
dla pewncgo j, gdzie 1 € j < L (w tym przypadku znalcZé zadany czerwony ciag
arylmetyczny o r6znicy jd), lub ez wszystkie liczby
d,2d,3d, ... ,Ld

sa pokolorowane jednym sposréd m — 1 koloréw, réznych od czerwonego (w tym
przypadku mozna zastosowag zalozenie indukeyjne).

Odpowiedzi do zadan

Rozdzial 1

. n—1
2.13. (k—l)
n—-k+1
5 (ke)

n
9. (i) ( ) . . |
(iii) J%:dynymi zbiorami ztozonymi z dodatnich liczb catkowitych, ktére ;i?alwzsli“g;
17 i ktérych kwadraty sumuja si¢ do 87, sa {1,5,.5,6}, {1,2,3,3,8},h{ é , (;le, 1;.(;},
oraz {2,3,5,7}. Stad jedno z rozwiqzan sklada sig z dwéch prostych rownoleg

w jednym kierunku, trzech w drugim, pigciu w nastgpnym i siedmiu w jeszcze innym,

tak jak pokazano (17 prostych, 101 punkt6w przecigcia).

2
10. () (" ; l)
(iv) 124+ 22+ -+ +n? (co jest réwne gn(n-+1)(2n+1))
11 () (";2>
(i) ("“;‘2)

18 — Aspekty kombinatoryki
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2 . .
. /n -9 — ( ) (n parzyste) Rozdzial 3
(w)<2>+("2 >+<"24>+...+ 2
’ <3) (n nieparzyste) 1. .(i) Istniejg trzy sposoby znalezienia mezéw dla dziewczgt: mogg one poflubié (odpo-
2 wiednio) chiopeéw 1,4,2,3,6,5 lub chiopcéw 2,4, 1,3, 6, 5 lub chlopcéw 2, 4, 3,

=1 _ .
(= &n(n+2)(2n— 1) dla n parzystego i z5(n— 1)(n+1)(2n+3) dla n nieparzy- , 1,6,5.
stego) (i) Jest niemozliwe nales6 me26w dla wszystkich dziewczat: Na przyklad dziew-

: czeta 1,2, 315 znaja tylko chiopcow 1,31 5.
)
B3 1omtl/

(m T ,,) =1--3 (mzn), 0w przeciwnym razie _ Rozdziat 4

m

: . 1. (ii) Jed el sliwych tras dla skoczka jest nastgpujaca:
[W przypadku gdy m = n, liczba mozliwych do przyjecia kolejek wynosi . ) 11. (ii) Jedna z wielu mozliwych tras dia 8 gcz jest nagtepujg
Pl R

f\?ﬁtlfl ]I'iczba Catalana, ktéra bedzie rozwazana ponownie w zadaniu 10 na stro- N A <\
- AR CED
ozdzial 2 i%i‘)(’l Sf\:\;\{\\
L G) (g) lub Ln(n—1) S
! | (2
o (=) ; AN
m E (S VXLl
i 2772 o 2'A NN Y PN T
5. (i) n (pod warunkiem, ze n > 2), a dokladnie 1 w
1 , , przypadku, gdy n = 2. : :
Slin 4(_n:‘x--zl)(n —2) (pod wanlnklem, zen>4)i 12,3, 0, odpowiednio w przypadkach . 12 82)733 ;tf(, T_Sgggo—:? ggg; f 3880_ +l ?‘6;23_ j (i%%g _6_.61%3'033?66 —714—-476-285+
(iii) n!/2 +333 4+ 238 + 1424 95— 47)

iv) (n—1)""2
13, Zasada wlaczania/wylaczania daje

- HE-HE-OF)-

6. (ii) Jest jeden izomer postaci C3 Hg, mianowicie

—H+-

1 1 1 (-1)"
propan | 14. E'-—ET _4.7__4_...71.'__ )
Sa trzy mozliwe izomery postaci CsHz i istosci o a
: 2 1 w rzeczywistodct wszystkie one istnieja: 1 1 11 (—1)" o
) <=1—ﬁ+§-!—-3—!+;ﬁ—--~+ 0 dgzy do rozwinigcia W szereg
HiH HE e
*—9—e
) : 15. (l) n™

pentan 2-metylobutan 2,2-etanopropan G n(n—1)(n—=2)-(n—m+1)
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Rozdziat 5 ' oo Dlan > 4 graf otrzymany na podstawic ruch6w skoczka nie jest culerowski, poniewaz

, S . R . . , , ma osiem wierzchotk6w nieparzystego stopnia; np.
1. i musi by¢ 6, nic ma wigc mozliwej wartoSci dla j. Jedno z rozszerzen, gdy i = 6, ma

postaé . . ‘ .
1 23 4 356 '
56 1 2 43 stopiefi 3 —1 ﬁ
3451 6 2
e
412 6 3 5
2365 14 N
6 5 4 3 2 1
4. N =max{n,p+gq} 4. Najmniejszym przykladem jest cykl na picciu wierzchotkach,
5. Rozdzial 8
1 2 3 4 . ; ikami mus: —1.n~-2,...,2,1,0 i jest n! sposobéw okreSlenia, kiory
1. (i) Wynikami muszag byé n—1,n~2,...,2,1,01} f ! ‘
4321 fL)gra();,zy ma jaki wynik. (§4 one wéwczas wyznaczonc tak, jakby kazda z gier byla
AU wygrana przez gracza majacego wyzszy wynik).
3412 (ii) Zaden. o ke
~ (iii) n musi by¢ parzyste: najwigkszym wynikiem jest woéwczas n — 1, a wszys
6. (i) OdpowiedZ (z jedynka dodang do kazdego clementu) jest pokazana w przykladzie ¢ pozostale wynosza %n -~ 1.

na stronie 72

SERORORGE0

012 3 01 2 3 01 2 3
; g (3) % § g (1) (1) ? (?5 ; (2) g 6. (i) Gdy n jest nieparzyste, potrzebujemy n dni, a w przypadku n parzystego wystarczy
n—1dni. , .
3210 103 2/\2301 (ii) Gdy n jest nieparzyste, potrzebujemy 2n dni, a w przypadku n parzystego wystar-
(Zauwaiffny, ze jak zawsze przy takiej konstrukcji pierwszy kwadrat lacifiski w (i) czy 2(n— 1) dni. '
oraz w (iii) stanowi tabelg dodawania.)
i Rozdzial 10
Rozdziat 6 1. (‘) 8 = Bn—1 +8gn-2281= 2(: F3) i 821= 3(: F4): wice 8n = Fn+2

e ; iv= 1= Fy) i jp = 2(= [): wige ju = Foyt
1. (i) Graf K, jest eulerowski dla n nieparzystych, a semi-eulerowski dla n = 2, (i) jn = Jnmt + 221 = U= F) L 2 =2= 1) Jn =

(ii) Graf K, jest eulerowski dla m i n parzystych, a semi-culerowski dla m = n = 1 . ) ntl (] /T
oraz dla m nieparzystych, gdy n = 2 (lub odwrotnie). 2. i) e = §((1+ VD™ (1 Vo)

(iii) Graf K, jest hamiltonowski dla n 3> 3. 7 (" o (" + ‘> +22 (" * ‘) +23 (" * 1) o
(iv) Graf K, ,, jest hamiltonowskidlam =n > 1. - 0 2 4 6 ) 2
 ‘“’ (iii) ¢n = wsp6iczynnik przy x” w (14 x)(1 +x(2 +2) +a2(24x)" )
2. Drogi istnicja tylko wtedy, kiedy n = 1,2 lub 3 (chociaz dla pierwszych dwéch przy- ‘ n\ n n-—1 -2 n—2 o=ty . )
padkéw Zadne ruchy nie sq mozliwe!). - = 2+ 1 i 2
. : 0
n—1 n-1 n—2 211—«3_< <n~3>2"“5_‘_..‘)
At ] (3 () 0
/,.\\ AN s 1 seni
N A 3. r, jest wspolczynnikiem przy x" w wyrazeniu )
2 1
o x x — _ -
) = T (=290 400 -0  3(1-29 6(1+x) 2(1-x)
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i jest rtéwny

W

2 on %, gdy n jest parzyste ot
(§ %2 ) —— A . = ——
, gdy n jest nieparzyste 3

[T

gdzie [...] oznacza ,,cze$C catkowity”.
.0 (")
8. Inwersja réwnan zmiennej s, daje
(:) " = 8y
O -
(-G Q-

i w ogéinodci

w1 o (o ()

tak jak poprzednio.

11. (i) Sl::'.icl;cjaz {kl,é2,. ..,m}do{1,2,... n}jesttym samym co podzial {1,2,... ,m}
na n zbioréw, w ktérym uporzadkowanic zbioréw ma znaczenic. Tak wig ; (na moc
odpowiedzi do zadania 8) nic. Takc wige (na mocy

S(m,nv) = % (n’" - (n-’i ‘> (n—1)"+ (n i 2> (n=2)" = (=)t (’;) 1'")

10 00 1 00 0
; -1 1 00
(iv) M= [t 100
2 =3 1ol "lisuo

12, (x4 o3 x4 a8 =
= ({1 4 x) (1 -+ x4+ 22)) (14 ) (L4 x+2)(1 = x1-x2)2)
= (b 200 4 2060 4 ) (b 3 a0 x84 A
W ten sposéb dwie nowe kostki maja Scianki 1,2, 2,3,3,40raz 1,3,4,5,6, 8
Jest dy.‘fkusyjne, ktére z par kostek sg lepsze dla gry Mono’pol. Ja p(;sh;zy}b);m’sié
nowymi kostkami, poniewaz pary tych samych liczb pojawiaja si¢ z mniejsza czcs;o-
§cia, zatem rzadziej chodzitbym do wigzienia! .
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Rozdzial 11

5. Niech vi,va,...,va (= w) beda wierzcholkami uporzadkowanymi wedlug maleja-
cych odleglosci od w. Niech 1,2,...,d bgda kolorami. Kolorujmy wierzcholki we-
dlug uporzadkowania, uzywajac w kazdym kroku, dla kolejnego wierzcholka v;, ko-
loru o najmniejszym numerze, kirym nie jest pokolorowany wierzcholek polaczony
z v;. Latwo si¢ przekonad, Ze dla takiego kolorowania uzyjemy d koloréw.

8. p(k) = prs (k) +4pxs(k) + 4Pk, (k) + Prs (k)
= k(k — 1) (k — 2) (k> — 8K? 4 23k — 23)

(k(k — 1) (k —2) (k= 3)(k = 4))* (k= 1)(k -2)(k—3))*
o palk)= kEk—1) ‘ k

= k(k—1)(k—2)2(k = 3)*(k* = Tk +15)

11. (ii) Bez zadnych ograniczeii liczba sposobow wynosi k(k — 1)"(k—2)2"w przypadku
gdy wszystkie v; 5 tego samego koloru, liczba sposob6w wynosi k(k—1)"(k—2)".

13. (iii) Nietrudno sprawdzi¢, ze kazde dwa nicizomorficzne grafy na trzech lub mniej
zterech

wierzchotkach maja r6zne wiclomiany chromatyczne. Potrzebujemy v{igc c
wierzchotk6éw, a na mocy (i) dwa nieizomorficzne drzewa na czterech wierzchotkach

beda mialy taki sam wielomian chromatyczny; Y.

nieizomorficzne
wielomian chromatyczny kazdego 2 nich: k(k ~ 1)}

Rozdzial 12

1. Nie! W kazdym wielomianie szachowym wyraz wolny jest réwny 1, a w wielomianie
chromatycznym wyraz ten jest zerem.

2. (i) 14 120+ 48x2 4+ T4x> +40x* +4x° o
(i1) Liczba mozliwosci, W ktérych zadne i nie przechodzi na wymienione
réwna si¢ 4

Liczba mozliwosci, w kiérych kazde i przechodzi na wymienione clementy
=51—41x 12431 x48 -2t x T4+ 1! x40—0!'x4=8

elementy,

3. Zacieniowana cze§é tablicy (we wskazéwkach do zadarl) ma wielomian szachowy .
(1+3x+x%) (1 +5x+ 6324 %) = 1+ 8x 4+ 2247 + 2453+ 96 +X°
W ten sposob zadana odpowiedZ = 5! ~4! X 843! x 222! x 24+ 11 9-0lx1l="
=20



280 Odpowiedzi do zadari

4. Zacieniowana czg$¢ tablicy ma wiclomian szachowy
(1 +4x+227) (14 6+ 94>+ 26%) = 1 - 10x -+ 3522+ 5063 - 26x° 4 4>

W ten sposdb zadana odpowied? == 51 — 4! x 10+31x 35 - 2! x 50+ 1! x 26 — 0! x
x4 =12

. n\NE L n—1 n42Y . Lo

1 WP e 1 ' Sali Y _

5. (1) ((2) ) , jezeli n jest parzyste, oraz (——~———2 )( 5 )., jezeli n jest niepa
rzyste.

.. ny N VST .
(i1) <( i) !) » jezeli n jest parzyste, oraz 0, jezeli n jest nieparzyste.

2 2 2 2 :
9. ()14 1! (’;) x-2! (;) k31 (g) e bal (:) X" (lub réwnowarto§é).

(i1) Zacieniowana cz¢éé tablicy ma wiclomian szachowy
(L 4x 4 20%)% = 1+ 162+ 104x% 4 35223 - 664x* +704x> | 416451 128x” - 16:8

a wigc zadana odpowiedZ wynosi 4752, mianowicie

Bl —T7I%16--6!x 104 — 5! x 352 44! x 664 — 3! x 704 - 2! x 416 — 1! x
x 128 +0! x 16
(iii) 4752/8! = 33/280

(iv) Tym razem zacicniowana cze$¢ tablicy (przedstawiona we wskazéwkach) ma
wiclomian szachowy

(14 16x+ 7262 4 96> - 246113

cheac wige wyliczy6 warto§6 521~ S511x ri 450! x ry — -+, musimy postuzy¢ si¢
komputerem. Prawdopodobieristwo, ze nic bedzic »wojny” (= ta wartoéé podzieclona
przez 52!), wynosi

4610507544 750288 132457667 562311567997 623087 869 (~
284025438982318025793544200005777916 187 500000000

. m m—1\ , m+1-k
0 01 (e (75 ) ("HI R
(ii) Wiclomian szachowy tej tablicy ma postaé
L 2n <2n - k> y
,;::0 2n—k k
(iii) Liczba sposobéw rozsadzenia tych 2n os6b wynosi

2n!+)'i‘,(—1)"2nsz(2”k“k) (n—k)!

k=0

0,0162)

(Zauwazmy, ¢ nasza odpowiedz nie bicrze pod uwage symetrii okraglego stolu: cal-

kiem naturalnic zaktada si¢, ze kazde micjsce jest inne, na przykiad najblizej drzwi
wieje!)
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Rozdziat 13

2. Graf (i) jest planarny, a graf (i) nie jest: .
il
®

4. Test raczej do$¢ trudno pizedstawic przekonujacy trzywymiarowy rysunek, a wigc

g jéci logiczne. Wyobrazmy sobie kazda z na-
wykorzystamy standardowe podejécie topolog o Bok AL laomymy

z kawatku

epuiacych figur na elastycznym, naprezonym teru. L b
2‘%%%?% tA2’g tworzac walec z rysunkiem na zewna.lr/,. Nastepnie bokli Bl”: (\l;;érlz
stal sie teraz okrggiem) laczymy 2 bokiem ‘932’ bez mcpotrngnych ! g::;n ;Owane
‘zult;mic otrzymamy Ky (po stronie lewej) 1 Kaa (t[‘)()‘suz)rme [()irawgg(, Ob;y:;manm

ierzchni 3 7 7 v inajacych si¢ krawedzi
owierzchni torusa, bez Zadnych przecinaja ( 1 (ja n

gz:)tr\)ﬂorcm w Srodku). Powierzchnia ta jest gcomctryczmc/topologlczmcréwnowama

plaszczyznie z dodatkowym mostem.

Al -
Al ” 7 ’ 4
T ’ ’ // ,’
o.‘... s\\ ’ ,/ , J
> ) ) ) i /
[ II ! 1 ) ! I‘ !
i A ' " '/, /| 4B2
B2 Bl 1 1 4 t A ! A h
Bl / vf 7 4 ’ \ ! / )
/ i/,  / y
’ ’ / ,
G~ S ’ ; ,
- ."--. ,’ I, ’ 1,
e, N
A2 Kaa
A2 K7 '
6. (1)
-6
2 3 8 3
1 4
7
8 7 6 2 —
G G
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an
8. (i)
Rozdzial 14

2. Ggyb)f dOZV‘fOk"lc byl.o “'ﬁ)’({‘lc. lylk(). irzcch.koloréw w nfxsu;pujqcym rozmieszczeniu,
woéwczas rOL?ocLynajqq olorowanie w 1 i wykonujac je ,,w gére”, doprowadziliby- ,
§my do tego, Z¢ vyszystkne ponumerowanc monety mialyby ten sam kolor; mamy wigc
dwie stykajace si¢ monety 0 jednym kolorze!

(i)

5. Tak jak w odpowiedziach do zadania 4 w poprzednim rozdziale, mozna skonstru-
owat Lorus z nastepujacego rysunku przcz polaczenie krawedzi Al z A2 (bez niepo-
wrzebnych ,skrecei”), a nastgpnie polaczenie B1 z B2. W otrzymanej na powierzchni
,mapie” jest sicdem regionéw i kazde dwa maja wspélng granice:

9. Tak, na przykiad Bl b B2
BRI
SRS
o‘o’gg:g?’g’:. "0:0 3
R s
IR R
s
12. (¢,d) moie b
) yé (3.3), (3,4), 4,3), (3.5) lub ‘ :
(i w rzeczywistoSci s T ) ut (5.3). W kazdym przypadku graf istniej o
zywisto$ci sa one ,,mapami” pigciu stynnych bryl platoﬁ).;ﬁich)' grafismicie : A2
Rozdzial 15
7. Jeden z mozliwych zbioréw spoéréd siedmiu ustawieii ma postaé
123 145 1 6 7 1 89 11011 11213 11415
[ 4 812 2 91 21214 21315 24 6 257 2 810
(3.3): caworodciz ¢ 51015 31215 3 910 3 47 31314 3 811 3 56
oroscian (3,4): oémioscian 61113 6 814 4iLls 51114 59 12 41014 4 913

(4,3): szedcian
7 914 71013 S5 813 610 12 7 815 6 915 71112

(W rzeczywistosci jest Lo specjalny rodzaj systemu tréjek Steinera — jak W zadaniu
8§ — przy b= 35 oraz v= 15.)

| 0
% 0. G L=

(3,5): dwunastoscian he
; 0 K

(3,5): dwudziestoscian
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11. () p*(3-2p) (i) p*(15=24p -+ 10p?)
p=0,75= (i) 0,844 (i) 0,831
p=03= (i)0,216 (i) 0,070
p=01= (10,028 (i) 0,001

Rozdzial 16

11. Tak jak na stronic 227 rozmicécié (r — 1)(g — 1) wierzchotkéw w postaci kraty wy-
miaru {r— 1) x (g — 1) 1 pokolorowaé na zielono te krawedzie, ktére tacza dwa wierz-
cholki z tego samego wiersza. Jak widzieliémy poprzednio, nie istnicje zaden spdjny
grafl zielony na g wierzchotkach. Réwniez majac zadany dowolny graf czerwony,
pokolorowaé jego wierzcholki lezqce w i-tym wicrszu kolorem i (1 € <r—1).
Otrzymamy kolorowanic wierzcholkéw kazdego czerwonego grafu za pomoca r — |
koloréw. W ten sposéb Gy nie moze by¢ czerwony.

‘/ﬁVIKﬁvA

AN
IS 4&5?
207\

12. Niech g — 2 = k(r — 1). Wéwczas r+ g —3 = (r — 1)(k-- 1) i czerwone krawgdzie
W K, -3 moga utworzyé k+ 1 skladowych, z kt6rych kazda jest grafem K., ; pozo-
stale krawedzie sa zielone. Jasne jest, Ze wiedy nie istnieje zadne czerwone drzewo
Ti. lf’onadto do kazdego wierzchotka dochodzi dokladnie g — 2 ziclonych krawedzi.
Poniewaz drzewo T, musi mieé¢ wierzcholek stopnia g — 1, nic moze zatem istnieé
zielone drzewo 7.
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Wydanie trzecie rozszerzone

Trudno bytoby chyba wymieni¢ dziat informatyki
teoretycznej, w ktérym poczyniono by wigksze postgpy
niz w projektowaniu i analizie algorytméw
kombinatorycznych [...].

Efektywne algorytmy kombinatoryczne znajdujg
zastosowanie w wielu dziedzinach nienumerycznego
przetwarzania informacji, zwfaszcza w oplymalizacji
dyskretnej i badaniach operacyjnych.

W ksigzce tej przedstawitem wybrane dzialy
kombinatoryki, szczeg6iny nacisk ktadgc

na konstruktywne, algorytmiczne podejscie.
Omawianym w niej problemom kombinatorycznym
towarzysza z reguty algorytmy ich rozwigzywania wraz
z analizg zlozonosci obliczeniowey. Algorytmy te sg
nieco skondensowanymi wersjami programéw

uruchomionych w jezyku Pascal [...].
WITOLD LIPSKI

Ksigzka ta jest przeznaczona dla studentéw
informatyki i programistow. Ze wzgledu na fakt,
ze jezyk Pascal jest coraz rzadziej uzywany przez
informatykéw, wszystkie programy autora zostaty
w tym nowym wydaniu przepisane na jgzyk C++.




