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Нулевая глава

Предисловие
Общее описание
Этот текст представляет собой набор математических и околоматема-
тических заметок, предназначенный в основном для меня, но, быть
может, интересный и для других. Он в крайней степени сырой и по-
стоянно переписывается и дописывается. Содержание, как правило, не
выходит за рамки базовых университетских и школьных учебников.

Форматирование
Для вёрстки использовался XƎLATEX. Дизайн приспособлен для отоб-
ражения на экране, а не печати на бумаге. В частности, несколько
гротескный титульный лист нужен для того, чтобы превью на экранах
электронных устройств были читаемыми и идентифицируемыми.

Номера страниц в оглавлении кликабельны. Номера страниц в верх-
них колонтитулах кликабельны и ссылаются на оглавление. Ссылки на
бибиографию кликабельны, и библиография снабжена кликабельными
обратными ссылками.

В каждом разделе нумерация теорем, лемм и тому подобного на-
чинается заново. Это сделано для того, чтобы разделы можно было с
минимумом изменений копировать и вставлять в разные места текста.

Копирайт
Данное произведение объявляется общественным достоянием с помо-
щью лицензии Creative Commons Zero v1.0 Universal. Значки: cz.
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Обратная связь
Связаться с автором можно по электронной почте yymath@yandex.ru.

Глобальные обозначения, соглашения и
определения
Обозначение 1 (НАТУРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА). Вопрос о том, стоит ли начи-
нать натуральные числа с нуля или с единицы, решается радикально:
вводятся обозначения N0 := N ∪ {0} = Z⩾0 и N1 := N \ {0} = Z>0, а обо-
значение N, как правило, не используется. Однако в случае, когда оно
используется, N обозначает N0, то есть {0, 1, 2, 3, 4, . . . }, как у Бурбаки.

Замечание 1. Символ Z происходит от первой буквы немецкого слова
«zahlen», означающего «числа».

Обозначение 2 (ВКЛЮЧЕНИЕ ПОДМНОЖЕСТВА). Обозначение X ⊂ Y
означает, что X является подмножеством Y , не обязательно собствен-
ным.

Обозначение 3 (МНОЖЕСТВО КОНЕЧНЫХ ПОДМНОЖЕСТВ). Множе-
ство конечных подмножеств множества I иногда будет обозначаться
символом Λ(I).

Соглашение 1 (ОТОБРАЖЕНИЕ). Отображение — это тройка, состоя-
щая из области, кообласти и графика. Графика недостаточно, чтобы
задать отображение, необходимо ещё указать кообласть.

Обозначение 4 (СЕМЕЙСТВО). Символы (ai)i∈I и (ai | i ∈ I) обознача-
ют семейство, индексированное множеством I, которое теоретико-мно-
жественно представляет из себя множество упорядоченных пар (i, ai),
по одной для каждого i ∈ I, то есть график отображения из I, тако-
го что i 7→ ai для всех i ∈ I. Если (Xi)i∈I — семейство множеств, то
элементы

∏
i∈I Xi — это семейства (ai)i∈I , где ai ∈ Xi для всех i ∈ I.

Замечание 2. Символ «∈» происходит от повёрнутой на 180◦ кирил-
лической буквы «э», первой буквы слова «это»: «x ∈ R» — «x — это
вещественное число». Шутка. На самом деле это повёрнутая на 180◦

греческая буква ε, первая буква слова «ἐστί» — «ѥстъ»/«єстъ»/«есть».

mailto:yymath@yandex.ru
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Соглашение 2 (КОЛЬЦО). Будем называть кольцом аддитивно запи-
сываемую абелеву группу, снабжённую биаддитивной, то есть двусто-
ронне дистрибутивной, внутренней бинарной операцией умножения.

Соглашение 3 (УНИТАЛЬНОЕ КОЛЬЦО). Кольцо с единицей называет-
ся унитальным кольцом. Если противное не указано явно, то гомомор-
физмы между унитальными кольцами подразумеваются унитальными,
то есть переводящими единицу в единицу, и подкольца унитальных ко-
лец подразумеваются унитальными с унитальными вложениями.

Обозначение 5 (ЕДИНИЦЫ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОГО МОНОИДА). Сим-
вол M× обозначает группу единиц, то есть двусторонне мультиплика-
тивно обратимых элементов, мультипликативного моноида M .

Обозначение 6 (ОБРАЗ В ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОМ ОБОЗНАЧЕНИИ). Об-
раз подмножества X ⊂ Y под действием отображения y 7→ yλ : Y → Z
или y 7→ yλ : Y → Z будем обозначать через X :λ := {xλ ∈ Z | x ∈ X}
или Xλ: := { xλ ∈ Z | x ∈ X} соответственно.

Пример 1. Множество квадратов обратимых элементов ассоциатив-
ного унитального кольца R обозначается символом (R×):2. Если H ⊂ G
— подгруппа группы G, а g ∈ G, то Hg: = gHg−1, где мы используем
экспоненциальное обозначение для сопряжения.

Соглашение 4 (ЛЕВОЕ И ПРАВОЕ). По умолчанию все действия, в
частности, модули, считаются «левыми». Морфизмы в категориях ком-
понуются справа налево.

Обозначение 7 (ДВОЙСТВЕННЫЙ МОДУЛЬ). Если M — модуль над
ассоциативным унитальным кольцом R, то символ M∨, как правило,
будет обозначать абелеву группу HomR-mod(M,R).

Соглашение 5 (КОМПАКТНОСТЬ И ХАУСДОРФОВОСТЬ). Мы не вклю-
чаем требование хаусдорфовости в определение компактного тополо-
гического пространства.

Обозначение 8 (ПРОТИВОПОЛОЖНАЯ КАТЕГОРИЯ). Если C — кате-
гория, то противоположная категория обозначается символом Co, где
верхний индекс o — это не цифра 0 и не знак композиции ◦, а первая
буква английского слова «opposite». Такое же обозначение применяет-
ся для колец, групп и тому подобного.
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Соглашение 6 (КАТЕГОРИЯ РЕФЛЕКСИВНОГО ТРАНЗИТИВНОГО ОТНО-
ШЕНИЯ). Множество X с рефлексивным транзитивным отношением
R ⊂ X ×X канонически реализуется как категория с множеством объ-
ектов X и множеством морфизмов R. Произвольное множество часто
по умолчанию будет считаться реализованным как категория тожде-
ственного отношения на нём.

Обозначение 9 (КАТЕГОРИЯ ДЕЛЬТА). Категория непустых конечных
ординалов фон Неймана как упорядоченных множеств будет обозна-
чаться символом ∆ и называться категорией Дельта. Объект в ∆,
соответствующий {0, 1, . . . , n}, где n ∈ N0, обозначается через [n].

Соглашение 7 (КОММА-КАТЕГОРИЯ). Построенная по паре функторов
π : C → B →E : ρ «комма-категория» (C{0} × E{1}) ×B{0}×B{1} B[1] будет
обозначаться через C cdπ ρ

B E и иногда называться категорией стрелок,
причём часть индексов у символа полусвастики cd может быть опущена.

Замечание 3. Символ cd получен склеиванием символа c (\rfloor) и
символа d (\lceil).
Замечание 4. Название «комма-категория», очевидно, происходит от
английского «comma category». Вот что по поводу этого названия пи-
шет Уильям Ловер:

The ( , ) operation then turned out to be fundamental in com-
puting Kan extensions (i.e. adjoints of induced functors). Un-
fortunately, I did not suggest a name for the operation, so due to
the need for reading it somehow or other, it rather distressingly
came to be known by the subjective name “comma category”,
even when it came to be also denoted by a vertical arrow in
place of the comma. Originally, it had been common to write
(A,B) for the set of maps in a given category C from an object
A to an object B; since objects are just functors from the cat-
egory 1 to C, the notation was extended to the case where A
and B are arbitrary functors whose domain categories are not
necessarily 1 and may also be different [3, с. 13].

Тем не менее, название стандартное, и будет использоваться в данном
тексте.
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Соглашение 8 (КАТЕГОРИЯ ОБЪЕКТОВ НАД/ПОД ДАННЫМ). Если C
— категория, а C ∈ Ob(C) — её объект, то категории C cdC {C} и {C} cdC C
часто будут обозначаться через C cd C и C cd C и называться категорией
объектов над C и категорией объектов под C соответственно.

Соглашение 9 (КАТЕГОРИЯ КОЛЕЦ НАД/ПОД ДАННЫМ КОЛЬЦОМ). Ис-
ключениями из соглашения 8 являются подкатегории категории колец:
для них смысл фраз «категория объектов над данным» и «категория
объектов под данным» переставлен. Это сделано для согласованности
с переходом к категории аффинных схем для категории коммутатив-
ных ассоциативных унитальных колец и согласованности с практикой
применения фразы «алгебра над кольцом».

Обозначение 10 (ИЗОМОРФНОСТЬ). Выражение типа A ' B, как пра-
вило, означает, что A и B изоморфны, а выражение типа A ∼= B, как
правило, означает, что между A и B есть единственный или однозначно
определённый контекстом изоморфизм.

Обозначение 11 (ПРОИЗВЕДЕНИЕ И КОПРОИЗВЕДЕНИЕ МОРФИЗМОВ).
Морфизм Y → X1 × X2, индуцированный морфизмами f1 : Y → X1 и
f2 : Y → X2, обозначается через f1 ×̄ f2, а g1 × g2 : Y1 × Y2 → X1 × X2
обозначает морфизм (g1 ◦ π1) ×̄ (g2 ◦ π2), где g1 : Y1 → X1 и g2 : Y2 → X2
— произвольные морфизмы, а π1 и π2 — структурные проекции Y1×Y2.
С другой стороны, f1 ×̄ f2 = (f1 × f2) ◦∆, где ∆ := IdY ×̄ IdY . Операции
t̄ и t очевидным образом определяются как двойственные к ×̄ и ×.

Пример 2. Вот, например, забавный способ изображать квадратную
диаграмму: A h×̄v−−→ B × C →→ B t C v′t̄h′

−−−→ D.

Обозначение 12 ((КО)ЯДРО И (КО)ОБРАЗ). Ядро морфизма ϕ : X → Y
обозначается ker(ϕ) : Ker(ϕ) → X, коядро — coker(ϕ) : Y → Coker(ϕ),
образ — im(ϕ) : Im(ϕ)→ Y , кообраз — coim(ϕ) : X → Coim(ϕ).

Обозначение 13 (HOM-Ы И ОБЪЕКТЫ). Пусть C — категория. Тогда
если X,Y ∈ Ob(C), то совокупность морфизмов из X в Y в категории
C в общем случае будет обозначаться через HomC(X,Y ) или C(X,Y ).
Вместо записи X ∈ Ob(C) может использоваться запись X ∈ C.

Соглашение 10 (ПОСЕТ/ЧУМ). Иногда посетом/чумом будет назы-
ваться категория, в которой все уравнители и коуравнители существу-
ют и являются изоморфизмами.
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Обозначение 14 (СИММЕТРИЧЕСКАЯ И ВНЕШНЯЯ СТЕПЕНИ). Если M
— модуль над ассоциативным коммутативным унитальным кольцом A,
а I — конечное множество, то I-индексированные внешняя и симмет-
рическая степени M как A-модуля будут обозначаться через ΛI

A(M) и
SIA(M) соответственно, или просто через ΛI(M) и SI(M).

Обозначение 15 (ФУНКЦИЯ РАССТОЯНИЯ). Расстояние между точка-
ми x′ и x′′ в метрическом пространстве X часто будет обозначаться
через dX(x′, x′′) или просто через d(x′, x′′).

Замечание 5. Буква «d» — это первая буква английского слова «dis-
tance».

Обозначение 16 (МАТРИЦЫ). Пусть I, J и X — три множества. То-
гда множество матриц, индексированных I×J , с элементами/записями
(англ. entries) из X будет обозначаться через MI,J(X). Вместо MI,I(X)
может писаться MI(X).

Замечание 6. Пара цитат о происхождении термина «матрица»:

The term “matrix” (Latin for “womb”, “dam” (non-human female
animal kept for breeding), “source”, “origin”, “list”, and “register”,
are derived from mater—mother) was coined by James Joseph
Sylvester in 1850, who understood a matrix as an object giving
rise to several determinants today called minors, that is to say,
determinants of smaller matrices that derive from the original
one by removing columns and rows [11].

I have in previous papers defined a “Matrix” as a rectangular
array of terms, out of which different systems of determinants
may be engendered from the womb of a common parent; these
cognate determinants being by no means isolated in their re-
lations to one another, but subject to certain simple laws of
mutual dependence and simultaneous deperition [1, с. 247].

Определение 1 (КОЛЬЦО ДИАГОНАЛЬНЫХ МАТРИЦ). Пусть R — ассо-
циативное унитальное кольцо, I — конечное множество, а (ei,j)i,j∈I —
стандартный базис MI(R) как R-модуля. Тогда определим кольцо диа-
гональных матриц следующим образом: DI(R) :=

⊕
i∈I Rei,i ⊂ MI(R).
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Определение 2 (ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ПОДГРУППА). Пусть R — ассоциа-
тивное унитальное кольцо, I — конечное множество, а (ei,j)i,j∈I — стан-
дартный базис MI(R) как R-модуля. Тогда определим элементарную
подгруппу EI(R) ⊂ GLI(R) как подгруппу, порождённую элементар-
ными трансвекциями, то есть элементами вида tj,k(λ) := e + λej,k, где
e =

∑
i∈I ei,i, λ ∈ R, j, k ∈ I и j 6= k.

Определение 3 (АЛГЕБРА). Пусть A — коммутативное ассоциативное
унитальное кольцо. Тогда алгеброй над A или A-алгеброй называется
кольцо R, снабжённое структурой A-модуля, такой что действия эле-
ментов A на аддитивной абелевой группе R коммутируют с эндомор-
физмами левого и правого умножения на элементы R.

Наблюдение 1. Пусть A и R — ассоциативные унитальные кольца,
причём A коммутативно. Тогда задание на R структуры алгебры над
A — это задание гомоморфизма колец A→ EndR⊗ZRo-mod(R) ∼= Z(R).

Наблюдение 2. Пусть R — модуль над ассоциативным коммутатив-
ным унитальным кольцом A. Тогда задание на R структуры алгебры
над A — это задание гомоморфизма A-модулей R⊗A R→ R.

Соглашение 11 (УНИТАЛЬНАЯ АЛГЕБРА). Соглашение 3 применимо и
к алгебрам.

Обозначение 17 (СТАНДАРТНЫЕ КАТЕГОРИИ). Категория множеств
обозначается Sets, абелевых групп — Ab, модулей над ассоциативным
унитальным кольцом R — R-mod, унитальных колец — Ring, просто
колец — Rng, кольцоидов — Rngd, алгебр над коммутативным ассо-
циативным унитальным кольцом A — A-alg. Если R ∈ Ob(Rng), то
R-rng := R cdRng Rng, а если R ∈ Ob(Ring), то R-ring := R cdRing Ring.

Наблюдение 3. Функтор (ρ : R → Z) 7→ Ker(ρ) : Ring cdRing Z → Rng
является эквивалентностью категорий, так как любой такой ρ является
левым обратным к каноническому гомоморфизму Z → R, а потому
задаёт изоморфизм R ∼= Z⊕Ker(ρ) между R и унитализацией Ker(ρ).

Обозначение 18 (КЛАСС ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ). Класс эквивалентно-
сти элемента x иногда будет обозначаться через [x].





Часть I

Не сгруппированные
тексты





Глава 1

Почти не
подкорректированные
старые тексты

1.1. Китайская теорема об остатках
Лемма 1. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, I, J ⊂ R
— двусторонние идеалы. Канонический гомоморфизм R → R/I × R/J
сюръективен тогда и только тогда, когда I + J = R.

Доказательство. Следующий короткий комплекс абелевых групп

R/(I ∩ J) R/I⊕R/J R/(I + J)x+I∩J 7→ (x+I,x+J) (x+I,y+J) 7→x−y+(I+J)

точен согласно теореме о факторквадрате суммы-пересечения (теоре-
ма 9.2.1). Это можно проверить и непосредственно.

Замечание 1. Идеалы I, J ⊂ R, такие что I + J = R, называются вза-
имно простыми, или копростыми, или комаксимальными.

Теорема 1. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, (Ii)i∈I —
семейство двусторонних идеалов R, card(I) < ∞. Тогда следующие
условия эквивалентны: (i) Если i, j ∈ I, i 6= j, то канонический гомо-
морфизм R → R/Ii × R/Ij сюръективен; (ii) Канонический гомомор-
физм R→

∏
i∈I R/Ii сюръективен.
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Доказательство. Очевидно, что (ii) =⇒ (i). Докажем обратное. Рас-
смотрим N := Im(R →

∏
i∈I R/Ii). Для любых i, j ∈ I, i 6= j мы можем

найти aij ∈ N , такой что i-ая координата aij равна 1, а j-ая — 0. То-
гда ai :=

∏
j∈I\{i} aij ∈ N (произведение в произвольном порядке) име-

ет i-ую координату 1 и остальные координаты 0. Такие ai порождают∏
i∈I R/Ii как R-модуль, поэтому N =

∏
i∈I R/Ii.

Следствие 1. В предположениях теоремы 1 следующие условия экви-
валентны: (i) Если i, j ∈ I, i 6= j, то Ii+Ij = R; (ii) R-кольца R/

⋂
i∈I Ii

и
∏

i∈I R/Ii изоморфны.

Доказательство. Условие (ii) эквивалентно сюръективности канони-
ческого гомоморфизма R→

∏
i∈I R/Ii, что, по теореме 1, эквивалентно

сюръективности гомоморфизма R → R/Ii × R/Ij для любых i, j ∈ I,
i 6= j, что, по лемме 1, эквивалентно условию (i).

Определение 1. Пусть (Ii)i∈I — это семейство подмножеств ассоциа-
тивного кольца, где card(I) = n < ∞. Симметрическое произведение∏sym

i∈I Ii — это сумма произведений Iσ(1)Iσ(2) . . . Iσ(n) по всем биекциям
σ : {1, 2, . . . , n} ∼−→ I, то есть

∏sym
i∈I Ii :=

∑
σ:{1,2,...,n}

∼−→S
Iσ(1)Iσ(2) . . . Iσ(n).

Теорема 2. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, (Ii)i∈I —
семейство двусторонних идеалов R, card(I) < ∞, причём Ii + Ij = R
при i, j ∈ I, i 6= j. Тогда

∏sym
i∈I Ii =

⋂
i∈I Ii.

Доказательство. Равенство
∏

(i,j)∈(I×I)\∆(Ii + Ij) = R (произведение в
произвольном порядке) получается перемножением равенств Ii + Ij =
R. Если раскрыть скобки в этом произведении, то в каждый моном не
войдёт максимум один из Ii (два идеала Ii и Ij не могут не войти, так
как нам нужно забрать что-то из скобки (Ii + Ij)). Отсюда получаем:⋂
i∈I Ii = (

⋂
i∈I Ii)

∏
(i,j)∈(I×I)\∆(Ii + Ij) ⊂

∏sym
i∈I Ii ⊂

⋂
i∈I Ii.

Пример 1. ПустьM — ненулевой модуль над ассоциативным униталь-
ным кольцом R. Тогда собственный подмодуль {(a, b, c) ∈M ⊕M ⊕M |
a+ b+ c = 0} ⊊M ⊕M ⊕M сюръективно проецируется на каждый из
трёх подмодулейM⊕M⊕{0},M⊕{0}⊕M, {0}⊕M⊕M ⊂M⊕M⊕M —
китайская теорема об остатках для семейств не работает для модулей.
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1.2. Системы корней классических алгебр
Ли

Наблюдение 1. Пусть V — конечномерное векторное пространство
над полем K. Пусть s : V ∼−→ V ∨ — невырожденная билинейная форма,
x : V → V — линейное отображение, x∨ : V ∨ → V ∨ — двойственное
отображение. Форма s ли-инварантна относительно x тогда и только
тогда, когда sxs−1 = −x∨. Взяв след, получаем следующее равенство:
tr(x) = tr(sxs−1) = tr(−x∨) = − tr(x), то есть 2 tr(x) = 0.

Замечание 1. Наблюдение 1 не будет использовано в этом разделе.

Рис. 1.1. Системы корней A2, B2, C2 и D2, соответствующие классиче-
ским алгебрам Ли sl(3), o(5), sp(4) и o(4) соответственно

Наблюдение 2. Пусть V — n-мерное векторное пространство над по-
лем K. Пусть sort — квадратная перъединичная матрица, задающая
невырожденную симметрическую билинейную форму на V . Если n чёт-
но, то определена квадратная матрица ssp := sorts±, где s± := ( −1 0

0 1 ) —
блочная матрица, состоящая из квадратных блоков одинакового разме-
ра. Матрица ssp задаёт невырожденную симплектическую билинейную
форму на V . Решения уравнения (sortxs

−1
ort)t = −x легко описать, за-

метив, что сопряжение матрицей sort заменяет матрицу на «централь-
но симметричную», что в композиции с транспонированием даёт отра-
жение матрицы относительно побочной диагонали. Отсюда, в частно-
сти, становится ясно, что размерность ортогональной алгебры Ли при
char(K) 6= 2 равна (1/2)(n2 − n). Решения уравнения (sspxs

−1
sp )t = −x

легко описать, заметив, что ( −1 0
0 1 )( a b

c d )( −1 0
0 1 )−1 =

(
a −b

−c d

)
, а (sspxs

−1
sp )t =
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(sort(s±xs
−1
± )s−1

ort)t. Отсюда, в частности, становится ясно, что размер-
ность симплектической алгебры Ли при char(K) 6= 2 равна (1/2)(n2+n).

Наблюдение 3 (СИСТЕМЫ КОРНЕЙ СЕРИИ A). Пусть K — поле ха-
рактеристики 0, I — конечное множество мощности n ⩾ 2, V = KI

— векторное пространство над K, (ei,j)i,j∈I — стандартный базис в
EndK-mod(V ) относительно стандартного базиса в KI . Пусть 〈−,−〉Kil
обозначает форму Киллинга на gl(V ) или её ограничение на sl(V ), сов-
падающее с формой Киллинга на sl(V ). Преобразование [ei,i,−] умно-
жает все матричные единицы ei,j, где j ∈ I \ {i}, на 1, матричные еди-
ницы ej,i, где j ∈ I \{i}, — на −1, а остальные — на 0. Отсюда ясно, что
〈ei,i, ej,j〉Kil = 2nδi,j−2 для всех i, j ∈ I. Введём новое скалярное произве-
дение на пространстве диагональных матриц: 〈ei,i, ej,j〉Euc := 2nδi,j, где
i, j ∈ I. Тогда для любых i, j ∈ I, таких что i 6= j, линейная функция
〈ei,i − ej,j,−〉Kil на пространстве диагональных матриц совпадает с ли-
нейной функцией 〈ei,i−ej,j,−〉Euc, которая совпадает с корнем, соответ-
ствующим собственному вектору ei,j, умноженным на 2n. В частности,
〈ei,i − ej,j, ek,k − el,l〉Kil = 〈ei,i − ej,j, ek,k − el,l〉Euc для любых i, j, k, l ∈ I.

Замечание 2 (СИСТЕМЫ КОРНЕЙ СЕРИЙ BCD). Аналогичным образом
проверяется, что в ортогональной и симплектической алгебрах Ли оче-
видный базис в пространстве диагональных матриц является ортого-
нальным базисом относительно формы Киллинга, откуда становятся
ясными картинки соответствующих систем корней.

1.3. Определитель и след
Наблюдение 1. Внешние степени задаются соотношениями полили-
нейности и вырождения. Иллюстрация для второй внешней степени:

a ∧ (b+ c) = a ∧ b+ a ∧ c, (a+ b) ∧ c = a ∧ c+ b ∧ c, a ∧ a = 0.

Это соответствует объёму, так как объём полилинеен и вырождается.

Наблюдение 2. Определитель линейного преобразования g задаётся
мультипликативным действием g на старшей внешней степени. Иллю-
страция для случая, когда старшая внешняя степень третья:

g(a ∧ b ∧ c) = g(a) ∧ g(b) ∧ g(c) = det(g)(a ∧ b ∧ c).
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Это соответствует изменению объёма под действием линейного преоб-
разования.

Наблюдение 3. След линейного преобразования d задаётся аддитив-
ным действием d на старшей внешней степени. Иллюстрация для слу-
чая, когда старшая внешняя степень третья:

d(a ∧ b ∧ c) = d(a) ∧ b ∧ c+ a ∧ d(b) ∧ c+ a ∧ b ∧ d(c) = tr(d)(a ∧ b ∧ c).

Это соответствует скорости изменения объёма под действием соответ-
ствующего линейному преобразованию линейного векторного поля.

Наблюдение 4. Экспонента задаёт связь между определителем и сле-
дом:

det(ex) = etr(x).

Это соответствует получению линейного преобразования экспоненци-
рованием линейного векторного поля.

1.4. Тождества с сопряжением и
мультипликативными коммутаторами

Данный раздел представляет собой небольшую «шпаргалку», содер-
жащую стандартные тождества с сопряжением и мультипликативны-
ми коммутаторами и их выводы. Мы используем правонормированные
коммутаторы. В тождествах с левонормированными коммутаторами
надо использовать сопряжение слева, а не справа, а также группиро-
вать кратные коммутаторы влево: [[ , ], ], а не вправо: [ , [ , ]].

ab := b−1ab, [a, b] := a−1b−1ab, ab = bab, a[a, b] = ab, ba[a, b] = ab,

abc = (ab)c, (ab)c = acbc, [a, b]−1 = [b, a], [a, b]g = [ag, bg].

a[a, bc] = abc = (ab)c = (a[a, b])c = ac[a, b]c = a[a, c][a, b]c =⇒
=⇒ [a, bc] = [a, c][a, b]c.

Обращением получаем: [bc, a] = [b, a]c[c, a].
Подставив b = c−1, получаем: [c, a] = [a, c−1]c.
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a(bc)[bc, a] = (bc)a (цикл (a, b, c)) =⇒
=⇒ abc[bc, a][ca, b][ab, c] = abc =⇒ [bc, a][ca, b][ab, c] = 1.

ab[ab, [b, c]] = (ab)[b,c] = ab[b,c] = ab
c

,

X := [ab, [b, c]] = [ab, [c, b−1]b] = [a, [c, b−1]]b,
bcabX = bcab

c = cbcab
c = cabc (цикл (a, b, c))
⇓

[ab, [b, c]][bc, [c, a]][ca, [a, b]] = 1 (тождество Холла),
[a, [c, b−1]]b[b, [a, c−1]]c[c, [b, a−1]]a = 1 (тождество Холла –Витта).

1.5. Дуальность Стоуна
Теорема Стоуна
Введение

Целью этого подраздела является построение контравариантной экви-
валентности (то есть дуальности) между категорией пространств Сто-
уна и категорией булевых колец.

Базовые определения и конструкция функторов

Соглашение 1. В этом разделе все кольца считаются коммутативны-
ми, ассоциативными и унитальными.

Определение 1 (ТОТАЛЬНО СЕПАРИРОВАННОЕ ПРОСТРАНСТВО). То-
пологическое пространство T называется тотально сепарированным
(англ. totally separated), если для любых двух различных точек x, y ∈ T
существует непрерывное отображение f : T → D в дискретное двухто-
чечное топологическое пространство D, такое что f(x) 6= f(y).

Определение 2 (ПРОСТРАНСТВО СТОУНА). Топологическое простран-
ство называется пространством Стоуна, если оно компактно и то-
тально сепарированно. Обозначим через Stone категорию пространств
Стоуна и непрерывных отображений между ними.
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Определение 3 (БУЛЕВО КОЛЬЦО). Кольцо называется булевым коль-
цом, если в нём любой элемент является идемпотентом, то есть удовле-
творяет уравнению x2 = x. Обозначим через Boole категорию булевых
колец и гомоморфизмов между ними.

Определение 4 (СПЕКТР КОЛЬЦА). Для кольца R его спектр, обо-
значаемый Spec(R), — это множество простых идеалов в R, снабжён-
ное топологией Зарисского, заданной базой открытых множеств вида
Af := {p ∈ Spec(R) | f /∈ p}, где f ∈ R.

Замечание 1. В обозначениях определения 4 множества Af , где f ∈ R,
образуют базу топологии, так как Af ∩ Ag = Afg для любых f, g ∈ R.

Определение 5 (КОЛЬЦО ОТКРЫТО-ЗАМКНУТЫХ ПОДМНОЖЕСТВ ТО-
ПОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА). Для топологического пространства
T определим Clop(T ) ∈ Boole — булево кольцо открыто-замкнутых
(clopen) подмножеств T — как кольцо непрерывных функций T → F2,
где F2 взято с дискретной топологией.

Теорема 1 (КОМПАКТНОСТЬ СПЕКТРА). Для любого кольца R топо-
логическое пространство Spec(R) компактно.

Доказательство. Очевидно, что замкнутые подмножества спектра R
— это множества V (I) := {p ∈ Spec(R) | I ⊂ p}, соответствующие
идеалам I ⊂ R. При этом

⋂
i∈I V (Ii) = V (

∑
i∈I Ii), где (Ii)i∈I — про-

извольное семейство идеалов в R, а условие V (I) = ∅ эквивалентно
условию I = R, где I — идеал в R. Компактность Spec(R) эквивалент-
на следующему утверждению: если (Ii)i∈I — произвольное семейство
идеалов в R, такое что

⋂
i∈I V (Ii) = ∅ то существует конечное подмно-

жество F ⊂ I, такое что
⋂
i∈F V (Ii) = ∅. Так как условие

⋂
i∈I V (Ii) = ∅

эквивалентно условию 1 ∈
∑

i∈I Ii, то утверждение очевидно.

Замечание 2. Для R ∈ Boole и p ∈ Spec(R) кольцо R/p изоморфно F2,
так как это целостное булево кольцо. В частности, идеал p максимален.

Лемма 1 (СПЕКТР БУЛЕВА КОЛЬЦА). Если R — булево кольцо, то
Spec(R) — пространство Стоуна.

Доказательство. Если p, q ∈ Spec(R), p 6= q, то существует f ∈ p, такое
что f /∈ q (или наоборот). Тогда Spec(R) = Af t Ag, где f + g = 1, —
нужное разложение.



24 ГЛАВА 1. ПОЧТИ НЕ ПОДКОРРЕКТИРОВАННЫЕ СТАРЫЕ ТЕКСТЫ

Определение 6 (ФУНКТОР СПЕКТРА). Гомоморфизм колец ψ : R1 →
R2 индуцирует непрерывное отображение: Spec(R2) → Spec(R1), p 7→
ψ−1(p). Отсюда получаем функтор Spec : Boole→ Stoneo.

Определение 7 (ФУНКТОР ОТКРЫТО-ЗАМКНУТЫХ ПОДМНОЖЕСТВ).
Непрерывное отображение ϕ : T1 → T2 индуцирует гомоморфизм ко-
лец: Clop(T2) → Clop(T1), f 7→ f ◦ ϕ. Отсюда получаем функтор Clop :
Stoneo → Boole.

Замечание 3. Для R ∈ Boole и p ∈ Spec(R) уникальный изоморфизм
R/p ∼= F2 определяет изоморфизм функторов из Boole в категорию
множеств: p 7→ (R→ R/p ∼= F2) : Spec(R)↔ Hom(R,F2) : Ker(f) 7→f .
Замечание 4. Аналогично, функтор T 7→ Clop(T ) изоморфен функ-
тору, переводящему топологическое пространство T в множество его
открыто-замкнутых подмножеств с операциями симметрической раз-
ности (сложение) и пересечения (умножение): изоморфизм переводит
f ∈ Clop(T ) в f−1(1) ⊂ T , а открыто-замкнутое O ⊂ T в его характери-
стическую функцию χ(O) ∈ Clop(T ).

Конструкция естественных изоморфизмов

Определение 8 (ЭЛЕМЕНТ КОЛЬЦА КАК ФУНКЦИЯ НА СПЕКТРЕ). Для
каждого R ∈ Boole определим гомоморфизм ρR : R → Clop(Spec(R)),
где ρR(f) : Spec(R)→ F2, p 7→ f (mod p) (непрерывность ρR(f) следует
из разложения Spec(R) = Af t Ag, где f + g = 1).

Определение 9 (ТОЧКА ПРОСТРАНСТВА КАК ИДЕАЛ КОЛЬЦА ФУНК-
ЦИЙ). Для каждого T ∈ Stone определим непрерывное отображение
θT : T → Spec(Clop(T )), x 7→ Ker(evx), где evx : Clop(T )→ F2, f 7→ f(x).

Замечание 5. Изоморфизм Spec(R) ∼= Hom(R,F2), где R ∈ Boole, пе-
реводит отображения ρR и θT в стандартные отображения в дважды
двойственное пространство: X → Hom(Hom(X,F2),F2), x 7→ evx.

Теорема 2 (ТЕОРЕМА СТОУНА). Семейства (ρR)R∈Boole и (θT )T∈Stone,
определённые ранее, задают пару естественных изоморфизмов:

ρ : IdBoole
∼−−→ Clop ◦ Spec, θ : Spec ◦Clop ∼−−→ IdStoneo .

Доказательство (из шести частей).
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Общий план. Естественность ρ и θ доказывается прямо. Докажем, что
все ρR и θT — изоморфизмы, доказав биективность всех ρR и θT и за-
мкнутость всех θT .

Инъективность ρR. Имеем: ρR(f) = 0 ⇐⇒ ρR(g) = 1, где f + g = 1,
то есть g не содержится ни в одном максимальном идеале кольца R, то
есть g обратимо, а обратимый идемпотент равен 1. Другое доказатель-
ство: R не содержит ненулевых нильпотентов.

Сюръективность ρR. Открыто-замкнутое множество O ⊂ Spec(R) яв-
ляется объединением открытых множеств вида Af , так как O открыто,
причём конечным объединением, так как O компактно как замкнутое
подмножество компактного пространства Spec(R). Воспользовавшись
формулой включений-исключений, получаем желаемое.

Инъективность θT . Эквивалентна тотальной сепарированности T .

Сюръективность θT . Достаточно доказать, что произвольный идеал
p ∈ Spec(Clop(T )) имеет общий ноль x ∈ T , так как если p ⊂ Ker(evx),
то p = Ker(evx) из-за максимальности. Докажем от противного. От-
сутствие общего нуля у p означает, что f ∈ p задают покрытие T
открыто-замкнутыми множествами. Так как T компактно, то из него
можно выбрать конечное подпокрытие, и, воспользовавшись формулой
включений-исключений, получить, что 1 ∈ p — противоречие.

Замкнутость θT . Следует из того, что θT — непрерывное отображение
из компактного пространства в хаусдорфово.

Замечание 6. Естественные преобразования ρ и θ удовлетворяют тре-
угольным тождествам (упражнение). То есть мы построили не просто
эквивалентность, а adjoint equivalence.

Лемма Шуры-Буры
Введение

В этом подразделе будет доказана эквивалентность двух определений
пространств Стоуна: как компактных хаусдорфовых вполне несвязных
топологических пространств и как компактных тотально сепарирован-
ных топологических пространств.
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Определения и общие свойства

Определение 10 (ДВОЕТОЧИЕ). Двоеточнием называется дискретное
топологическое пространство на множестве из двух элементов. Мы бу-
дем обозначать двоеточие так: {◦, •}.

Определение 11 (СВЯЗНОСТЬ). Топологическое пространство X на-
зывается связным, если любое непрерывное отображение в двоеточие
X → {◦, •} постоянно. Эквивалентно, не существует разложения X =
X◦∪X•, где X◦, X• 6= ∅, X◦∩X• = ∅, X◦ и X• оба открыты, эквивалент-
но, замкнуты, в X. То есть X не представляется в виде нетривиальной
суммы, в категорном смысле, двух топологических пространств.

Определение 12 (СВЯЗНЫЕ КОМПОНЕНТЫ). Пусть X — топологиче-
ское пространство, x ∈ X. Объединение связных подмножеств X, со-
держащих x, связно, что очевидно из характеризации связности через
отображения в двоеточие. Это максимальное связное подмножество X,
оно называется связной компонентой, или просто компонентой, X, со-
держащей x. Связные компоненты образуют разбиение X.

Определение 13 (КВАЗИКОМПОНЕНТЫ). Пусть X — топологическое
пространство. Определим разбиение X на квазикомпоненты с помо-
щью отношения эквивалентности: x, y ∈ X лежат в одной квазиком-
поненте тогда и только тогда, когда для любого непрерывного отоб-
ражения f : X → {◦, •} выполняется равенство f(x) = f(y). То есть
квазикомпоненты — это максимальные подмножества V ⊂ X, такие
что f |V постоянно для любого непрерывного f : X → {◦, •}.

Замечание 7. Компоненты содержатся в квазикомпонентах.
Замечание 8. Пусть X — топологическое пространство, V — квазиком-
понента X. Тогда V совпадает с пересечением всех открыто-замкнутых
подмножеств X, содержащих V . В частности, V замкнуто.

Определение 14 (ВПОЛНЕ НЕСВЯЗНОСТЬ). Топологическое простран-
ство X называется вполне несвязным (англ. totally disconnected), если
все его компоненты связности одноточечные.

Определение 15 (ТОТАЛЬНАЯ СЕПАРИРОВАННОСТЬ). Топологическое
пространство называется тотально сепарированным (англ. totally sep-
arated), если все его квазикомпоненты одноточечные.
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Замечание 9. Тотальная сепарированность влечёт хаусдорфовость.

Случай компактного хаусдорфова пространства

Теорема 3 (ЛЕММАШУРЫ-БУРЫ). Если X — компактное хаусдорфово
топологическое пространство, то квазикомпоненты X связны.

Доказательство. Докажем от противного. Пусть C — квазикомпонен-
та. Пусть она не связна. Так как C — замкнутое множество, то это
означает, что C представляется в виде дизъюнктного объединения двух
непустых замкнутых в X множеств Cx и Cy. Так как компактное хау-
сдорфово пространство нормально, то Cx и Cy отделяются дизъюнкт-
ными открытыми множествами Ux ⊃ Cx и Uy ⊃ Cy. Множество C, как
квазикомпонента, является пересечением некоего семейства открыто-
замкнутых множеств (Oα)α∈Λ: C =

⋂
α∈Λ Oα ⊂ U , где U := Ux ∪ Uy.

Переходя к дополнениям, получаем покрытие
⋃
α∈Λ O

c
α ⊃ U c. Так как

U c — замкнутое подмножество компактного пространства, то оно ком-
пактно, и мы можем выбрать конечное подпокрытие и снова перейти
к дополнениям: C ⊂

⋂
i∈I Oi ⊂ U , где I ⊂ Λ — конечное подмножество,

то есть O :=
⋂
i∈I Oi открыто-замкнуто. Тогда Ux ∩ O и Uy ∩ O — два

дизъюнктных открыто-замкнутых множества, содержащих Cx и Cy со-
ответственно — противоречие с тем, что C — квазикомпонента.

Следствие 1. Для компактных хаусдорфовых топологических про-
странств компоненты совпадают с квазикомпонентами. В частно-
сти, мы получаем эквивалентность двух определений пространств
Стоуна: как компактных хаусдорфовых вполне несвязных топологи-
ческих пространств и как компактных тотально сепарированных то-
пологических пространств.

1.6. Векторы Витта и p-адические числа
Соглашения и обозначения
Соглашение 1. В этом разделе p ∈ N1 — фиксированное простое чис-
ло, кольца и алгебры считаются коммутативными, ассоциативными и
унитальными.

Обозначение 1. В этом разделе [n]0 := {i ∈ N0 | 0 ⩽ i < n}, где n ∈ N0.
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Представители Тейхмюллера
Существование и единственность представителей Тейхмюллера

Определение 1 (ПРЕДСТАВИТЕЛЬ ТЕЙХМЮЛЛЕРА). Пусть отображе-
ние π : R → Z/pZ, где R = Zp или R = Z/pnZ, n ⩾ 1, — это очевидная
редукция, пусть a ∈ R. Если ap = a, то a называется представителем
Тейхмюллера для π(a) ∈ Z/pZ.

Лемма 1 (ЛЕММА ГЕНЗЕЛЯ). Пусть s ∈ Z и f(s) ≡ 0 (mod pn), где
f ∈ Z[X] и n ⩾ 1, причём f ′(s) 6≡ 0 (mod p). Тогда существует един-
ственное по модулю pn+1 число s̃ ∈ Z, такое что s̃ ≡ s (mod pn) и
f(s̃) ≡ 0 (mod pn+1).

Доказательство. Пусть s̃ = s+ bpn, а f(s) = apn. Тогда

f(s+ bpn) ≡ 0 (mod pn+1)
f(s) + f ′(s)bpn ≡ 0 (mod pn+1)
apn + f ′(s)bpn ≡ 0 (mod pn+1)
(a+ f ′(s)b)pn ≡ 0 (mod pn+1)

a+ f ′(s)b ≡ 0 (mod p).

Если f ′(s) 6≡ 0 (mod p), то последнее уравнение однозначным по моду-
лю p образом определяет b, так как Z/pZ — поле.

Следствие 1. Для любого α ∈ Z/pZ существуют единственные пред-
ставители Тейхмюллера ατ ∈ Zp и ατn ∈ Z/pnZ, где n ⩾ 1.

Доказательство. Возьмём f(X) = Xp −X.

Замечание 1. Существование и единственность представителей Тейх-
мюллера можно доказать и другим способом.

Для любого n ⩾ 1 имеем индуцированный очевидным гомоморфиз-
мом ρ : Z/pnZ→ Z/pZ гомоморфизм ρ× : (Z/pnZ)× → (Z/pZ)×, причём
|Ker(ρ×)| = pn−1, так как |(Z/pnZ)×| = pn − pn−1 (класс l ∈ Z обратим в
Z/kZ тогда и только тогда, когда l и k взаимно просты).

Пусть α ∈ (Z/pZ)×, пусть a1, a2 ∈ Z/pnZ и ρ(a1) = ρ(a2) = α. Тогда
a1, a2 ∈ (Z/pnZ)× и apn−1

1 = ap
n−1

2 , так как a1/a2 ∈ Ker(ρ×). Взяв a = ap
n−1

1
и a2 = ap1, получаем, что ap = a.

Если a ∈ Z/pnZ и ρ(a) = 0, то a ∈ pZ/pnZ, откуда an ∈ pnZ/pnZ = 0.
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Разложение в ряды по представителям Тейхмюллера

Наблюдение 1. Очевидно, что для любого a ∈ Zp существует един-
ственное семейство (αi)i∈N0 ∈ (Z/pZ)N0 , такое что a =

∑∞
i=0 α

τ
i p

i. Анало-
гичное разложение a =

∑n
i=0 α

τn+1
i pi есть для a ∈ Z/pn+1Z.

Наблюдение 2. Для любого кольца A и любого a ∈ A выполняются
следующие вложения: p(a+pnA) ⊂ pa+pn+1A, где n ⩾ 0, и (a+pnA)p ⊂
ap + pn+1A, где n ⩾ 1. Другими словами, если f̃(x) = px или f̃(x) = xp,
то существует единственное f , такое что следующая диаграмма ком-
мутативна:

A A

A/pnA A/pn+1A.

f̃

f

(1)

Злоупотребляя обозначениями, будем писать f(x) = px и f(x) = xp.

Замечание 2. В верхней строчке диаграммы (1) кольцо A, очевидно,
можно заменить на A/pmA, где m ⩾ n+ 1.

Наблюдение 3. Разложение в ряды по представителям Тейхмюллера
можно описать следующей биекцией:

(Z/pZ)[n+1]0 ∼−→ Z/pn+1Z, (xi)i∈[n+1]0 7→
∑n

i=0 p
ixp

n−i

i =
∑n

i=0 p
ix
τn+1
i . (2)

Это можно увидеть, например, подняв xi ∈ Z/pZ до xτn+1
i ∈ Z/pn+1Z и

вычислив:
∑n

i=0 p
i(xτn+1

i )pn−i =
∑n

i=0 p
ix
τn+1
i .

Что мы хотим построить

Пусть для каждого кольца R на множестве RN0 определена согласован-
ная со структурой функтора от R структура кольца W (R), такая что
проекции RN0 → R[n]0 индуцируют структуры колец Wn(R) на R[n]0 и
отображения Wn+1(R) → R, (xi)i∈[n+1]0 7→

∑n
i=0 p

ixp
n−i

i являются гомо-
морфизмами колец. Тогда биекция (2): Wn+1(Z/pZ) ∼−→ Z/pn+1Z явля-
ется гомоморфизмом колец (используем её поднятие до Wn+1(Z)→ Z),
откуда получаем изоморфизм колец W (Z/pZ) = limnWn(Z/pZ) ∼−→ Zp.
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Векторы Витта
Формулировка утверждения

Утверждение 1. Для каждого кольца R на множестве W(R) := RN1,
называемом множеством векторов Витта, существует единственная
согласованная со структурой функтора от R структура кольца, та-
кая что для каждого m ⩾ 1 отображение W(R) → R, (xn)n∈N1 7→
x(m) :=

∑
e|m ex

m/e
e , называемое m-ой призрачной/фантомной компо-

нентой, является гомоморфизмом колец.

Доказательство единственности

Универсальный случай. Чтобы доказать утвеждение 1 вычислим
сумму и произведение векторов (Xi)i∈N1 , (Yi)i∈N1 ∈W

(
Z
[
Xi, Yi | i ∈ N1

])
.

Это задаст сумму и произведение любых (xi)i∈N1 , (yi)i∈N1 ∈ W(R) для
любого кольца R применением гомоморфизма Z

[
Xi, Yi | i ∈ N1

]
→ R,

Xi 7→ xi, Yi 7→ yi для всех i ∈ N1. Для вычисления также будет исполь-
зоваться вложение ι : Z

[
Xi, Yi | i ∈ N1

]
↪→ Q

[
Xi, Yi | i ∈ N1

]
.

Единственность и свойства. Применив ι и заметив, что в Q-ал-
гебрах xn восстанавливается по индукции из x(n) =

∑
e|n ex

n/e
e , сразу

получаем единственность сложения и умножения и свойства кольца:
для проверки ассоциативности и дистрибутивности используем векто-
ры (Xi)i∈N1 , (Yi)i∈N1 , (Zi)i∈N1 ∈W

(
Z
[
Xi, Yi, Zi | i ∈ N1

])
.

Доказательство существования

Формальные ряды. Для произвольного кольца R построим биекцию

W(R) ∼−→ 1 + tR[[t]] ⊂ R[[t]], (xn)n∈N1 7→
∏

n⩾1(1− xntn).

Коэффициенты ряда
∏

n⩾1(1−xntn) и xn, где n ⩾ 1, восстанавливаются
друг из друга по индукции как многочлены с коэффициентами в Z.

Логарифмическое дифференцирование. Выполняется равенство

−t d
dt

log
∏
n⩾1

(1−Xnt
n) =

∑
m⩾1

X(m)tm.
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Это легко увидеть, зная, что логарифмическая производная геометри-
ческой прогрессии равна ей самой:

d

df
log

∞∑
i=0

f i =
∞∑
i=0

f i или f
d

df
log

∞∑
i=0

f i =
∞∑
i=1

f i, (3)

и взяв f := Xnt
n (тогда f d

df
= 1

n
t d
dt

).
Замечание 3. Формула (3) является легко запоминаемой формой ряда
для логарифма: d

df
log((1− f)−1) =

∑∞
i=0 f

i, − log(1− f) =
∑∞

i=1 f
i/i.

Сложение и умножение. Теперь очевидно, что сложению векторов
Витта соответствует умножение соответствующих рядов. Описать ум-
ножение векторов Витта тоже не очень трудно:∑

m⩾1
e,r|m

eXm/e
e rY m/r

r tm =
∑
n,e,r⩾1

er
(
X lcm(e,r)/e
e Y lcm(e,r)/r

r tlcm(e,r))n =

= −t d
dt

log
∏
e,r⩾1

(
1−X lcm(e,r)/e

e Y lcm(e,r)/r
r tlcm(e,r))er/lcm(e,r)

.

Первое равенство — тавтология. Чтобы получить второе равенство,
возьмём f := X

lcm(e,r)/e
e Y

lcm(e,r)/r
r tlcm(e,r) (тогда f d

df
= 1

lcm(e,r)t
d
dt
) и при-

меним формулу (3).

p-Типические векторы Витта

Определение 2 (p-ТИПИЧЕСКИЕ ВЕКТОРЫ ВИТТА). Пусть R— кольцо.
Из формулы x(n) =

∑
e|n ex

n/e
e нетрудно убедится, что если применить

проекцию забывания всех координат, кроме степеней фиксированного
простого: R{1,2,3,...} → R{p0,p1,p2,...}, то кольцевая структура W(R) на RN1

индуцирует кольцевую структуру W (R) на R{p0,p1,p2,...} ↔ RN0. Кольцо
W (R) называется кольцом p-типических векторов Витта.

Замечание 4. Операции на W (R) задаются функториальностью по R
и условием аддитивности и мультипликативности для любого k ⩾ 0
следующих отображений: W (R)→ R, (xn)n∈N0 7→ x(k)p :=

∑k
l=0 p

lxp
k−l

l .
Замечание 5. Имеем изоморфизм W (Z/pZ) ∼−→ Zp, (xi)i∈N0 7→

∑∞
i=0 p

ixτi .
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1.7. Теорема, разложение и кольцо Витта
Теорема Витта
Определение 1 (ОРТОГОНАЛЬНОЕ ПРОСТРАНСТВО). Линейное про-
странство, снабжённое симметрической билинейной формой, будем на-
зывать ортогональным пространством.

Определение 2 (ИЗОТРОПНОЕ ПРОСТРАНСТВО). Ортогональное про-
странство, структурная билинейная форма которого нулевая, называ-
ется изотропным пространством.

Определение 3 (СОВЕРШЕННОЕ СПАРИВАНИЕ). Назовём спаривание
v ⊗ w 7→ 〈v, w〉 : P ⊗K Q → K, где P и Q — это векторные простран-
ства над полем K, совершенным, если индуцированные отображения
λ : P → Q∨, v 7→ 〈v,−〉 и ρ : Q→ P∨, w 7→ 〈−, w〉 биективны.

Наблюдение 1. Отображения λ и ρ из определения 3 выражаются друг
через друга с помощью канонических гомоморфизмов εP : P → (P∨)∨

и εQ : Q→ (Q∨)∨ следующим образом: λ = ρ∨ ◦ εP и ρ = λ∨ ◦ εQ.

Определение 4 (ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ ДОПОЛНЕНИЕ). Два изотропных
подпространства ортогонального пространства называются гиперболи-
ческими дополнениями друг друга, если ограничение билинейной фор-
мы определяет совершенное спаривание между ними.

Наблюдение 2. Пусть V — векторное пространство над полемK, снаб-
жённое сюръективным гомоморфизмом V → V ∨, а P и Q — его подпро-
странства. Так как отображение ограничения V ∨ → P∨ сюръективно,
то сквозное отображение Q→ V → V ∨ → P∨ биективно тогда и только
тогда, когда Q является дополнением к P⊥ := Ker(V → P∨) в V .

Теорема 1. Пусть V — невырожденное конечномерное ортогональное
пространство над полем K, где char(K) 6= 2, а P ⊂ V — его изотропное
подпространство. Тогда у P есть гиперболическое дополнение.

Доказательство. Пусть Q ⊂ V — произвольное дополнение к P⊥ в V ,
то есть V = P⊥ ⊕Q = P ⊕Q⊥. Пусть T : Q → Q⊥, v 7→ vT — проекция
вдоль P . Определим подпространство M := {(1/2)(v+ vT ) ∈ V | v ∈ Q}.
Тогда M , как и Q, является дополнением к P⊥ в V , потому что для
любого v ∈ Q соответствующий вектор (1/2)(v + vT ) ∈ M отличается
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от вектора v на вектор из P ⊂ P⊥. С другой стороны, пространство
M изотропно: для любых векторов v, w ∈ Q выполняются равенства
〈v + vT , w + wT 〉 = 〈v − vT , w − wT 〉 = 0, так как 〈v, wT 〉 = 〈vT , w〉 = 0, а
векторы v − vT и w − wT лежат в изотропном пространстве P .

Наблюдение 3. В ортогональном пространстве V дополнения к V ⊥, то
есть к ядру формы, — это в точности максимальные элементы множе-
ства подпространств в V с тривиальным ядром индуцированной фор-
мы. Проектирования вдоль V ⊥ задают изометрии между ними.

Лемма 1. Пусть U ′ ⊂ V ′ и U ′′ ⊂ V ′′ — две пары вложенных конеч-
номерных ортогональных пространств над полем K, где char(K) 6= 2,
причём V ′ — это минимальное невырожденное подпространство в V ′,
содержащее U ′, и аналогично для пары U ′′ ⊂ V ′′. Тогда любая изомет-
рия ϕ : U ′ ∼−→ U ′′ продолжается до изометрии V ′ ∼−→ V ′′.

Доказательство. Пусть P ′ ⊂ U ′ — это ядро формы на U ′, и аналогично
P ′′ = ϕ(P ′) ⊂ U ′′. Пусть L′ ⊂ U ′ — это дополнение к P ′ в U ′, и аналогич-
но L′′ := ϕ(L′) ⊂ U ′′. Пусть Q′ ⊂ V ′ — это гиперболическое дополнение
к P ′ в ортогональном дополнении к L′ в V ′, и аналогично для Q′′ ⊂ V ′′.
Тогда мы имеем разложения V ′ = P ′ ⊕ Q′ ⊕ L′ и V ′′ = P ′′ ⊕ Q′′ ⊕ L′′, и
утверждение леммы становится очевидным.

Обозначение 1 (ОРТОГОНАЛ). Если V — ортогональное пространство,
а U ⊂ V — его подпространство, то ортогонал к U в V обозначим через
⊥V (U) := {v ∈ V | 〈v, u〉 = 0 для всех u ∈ U}.

Теорема 2 (ТЕОРЕМА ВИТТА). Пусть U ′ ⊂ V ′ и U ′′ ⊂ V ′′ — две пары
вложенных конечномерных ортогональных пространств над полем K,
где char(K) 6= 2, причём V ′ изометрично V ′′. Тогда любая изометрия
ϕ : U ′ ∼−→ U ′′ продолжается до изометрии V ′ ∼−→ V ′′.

Доказательство (из трёх частей).

Часть 1. Сначала рассмотрим случай одномерных невырожденных U ′

и U ′′. Без ограничения общности можно предположить, что V := V ′ =
V ′′. Изометрия ϕ может быть продолжена до автоизометрии простран-
ства U ′ + U ′′ ⊂ V , которая может быть продолжена до автоизометрии
произвольного минимального невырожденного подпространства U ⊂
V , содержащего U ′ + U ′′, которая может быть продолжена до автоизо-
метрии V , фиксирующей ортогональное дополнение к U .
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Часть 2. Теперь рассмотрим случай произвольных невырожденных U ′

и U ′′. Нам нужно доказать, что ⊥V ′(U ′) и ⊥V ′′(U ′′) изометричны. Пред-
положим, что размерности U ′ и U ′′ строго больше единицы. Пусть
S ′ ⊂ U ′ и S ′′ ⊂ U ′′ — изометричные собственные нетривиальные невы-
рожденные подпространства. Тогда, по индукции, ⊥U ′(S ′) изометрич-
но ⊥U ′′(S ′′) и ⊥V ′(S ′) изометрично ⊥V ′′(S ′′), а потому, по индукции,
⊥⊥V ′ (S′)(⊥U ′(S ′)) = ⊥V ′(U ′) изометрично ⊥⊥V ′′ (S′′)(⊥U ′′(S ′′)) = ⊥V ′′(U ′′).

Часть 3. Случай произвольных U ′ и U ′′ сводится к случаю невырож-
денных U ′ и U ′′ рассмотрением минимального невырожденного под-
пространства в V ′, содержащего U ′, и минимального невырожденного
подпространства в V ′′, содержащего U ′′.

Разложение Витта
Определение 5 (ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ И АНИЗОТРОПНОЕ ПРОСТРАН-
СТВА). Ортогональное пространство называется гиперболическим, ес-
ли оно является суммой двух изотропных подпространств, являющихся
гиперболическими дополнениями друг друга, и анизотропным, если в
нём нет нетривиальных изотропных подпространств.

Лемма 2. Пусть V — невырожденное конечномерное ортогональное
пространство над полем K, где char(K) 6= 2. Тогда все максимальные
изотропные подпространства пространства V изоморфны.

Доказательство. Следствие теоремы 2 (теоремы Витта).

Лемма 3. Пусть V — невырожденное конечномерное ортогональное
пространство над полем K, где char(K) 6= 2, а P,Q, L ⊂ V — его под-
пространства, причём P и Q — изотропные гиперболические дополне-
ния друг друга, а L — ортогональное дополнение к P ⊕Q в V . Тогда P
является максимальным изотропным подпространством простран-
ства V тогда и только тогда, когда пространство L анизотропно.

Доказательство. Так как P ⊕ L ⊂ P⊥ и P⊥ ∩ Q = 0, то P⊥ = P ⊕ L.
Все изотропные подпространства пространства V , содержащие P , со-
держатся в P⊥ = P ⊕ L. Подпространства пространства P ⊕ L, содер-
жащие P , очевидным образом взаимно однозначно соответствуют под-
пространствам пространства L, причём это соответствие сопоставляет
изотропным подпространствам изотропные подпространства.
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Теорема 3 (РАЗЛОЖЕНИЕ ВИТТА). Пусть V — конечномерное ортого-
нальное пространство над полем K, где char(K) 6= 2. Тогда существу-
ет тройка (Viso, Vhyp, Vani) подпространств V , таких что Viso изотроп-
но, Vhyp гиперболично, Vani анизотропно, а V является их попарно ор-
тогональной прямой суммой. Группа автоизометрий V транзитивно
действует на таких упорядоченных тройках.

Доказательство. Из наблюдения 3 сразу видно, что Viso определяется
однозначно как ядро билинейной формы на V , а Vhyp ⊕ Vani — это одно
из его изометричных невырожденных дополнений. Остальное следует
из теоремы 1, леммы 2, леммы 3 и теоремы 2 (теоремы Витта).

Кольцо Витта
Обозначение 2 (ОРТОГОНАЛЬНАЯ ПРЯМАЯ СУММА). Ортогональную
прямую сумму ортогональных пространств V ′ и V ′′ над полем K будем
обозначать символом V ′ ⊕⊥ V

′′.

Теорема 4 (ТЕОРЕМА ВИТТА О СОКРАЩЕНИИ). Пусть K — поле, та-
кое что char(K) 6= 2, а V , V ′ и V ′′ — три невырожденных конеч-
номерных ортогональных пространства над K. Тогда если V ⊕⊥ V ′

изометрично V ⊕⊥ V
′′, то V ′ изометрично V ′′.

Доказательство. Следствие теоремы 2 (теоремы Витта).

Определение 6 (ПРОИЗВЕДЕНИЕ КРОНЕКЕРА ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРО-
СТРАНСТВ). Если V ′ и V ′′ — два ортогональных пространства над по-
лем K, то определено ортогональное пространство V ′ ⊗K V ′′ с формой
V ′ ⊗K V ′′ → V ′∨ ⊗K V ′′∨ → (V ′ ⊗K V ′′)∨, индуцированной формамами
V ′ → V ′∨ и V ′′ → V ′′∨ пространств V ′ и V ′′ соответственно, называемое
произведением Кронекера ортогональных пространств V ′ и V ′′.

Определение 7 (КОЛЬЦО/ГРУППА ВИТТА–ГРОТЕНДИКА). Пусть K
— поле, такое что char(K) 6= 2. Тогда кольцо формальных разностей
полукольца классов изометричности невырожденных конечномерных
ортогональных пространств над K с операциями ортогональной пря-
мой суммы и произведения Кронекера называется кольцом Витта–
Гротендика поля K и обозначается Ŵ(K).



36 ГЛАВА 1. ПОЧТИ НЕ ПОДКОРРЕКТИРОВАННЫЕ СТАРЫЕ ТЕКСТЫ

Определение 8 (КОЛЬЦО/ГРУППА ВИТТА). Пусть K — поле, такое
что char(K) 6= 2. Тогда фактор Ŵ(K) по идеалу, состоящему из це-
лочисленных кратных класса гиперболической плоскости, называется
кольцом Витта поля K и обозначается W(K).

Наблюдение 4. Пусть K — поле, такое что char(K) 6= 2. Тогда для
любого невырожденного конечномерного ортогонального пространства
надK аддитивное обращение его билинейной формы отвечает аддитив-
ному обращению соответствующего элемента W(K).

Наблюдение 5. Пусть K — поле, такое что char(K) 6= 2. Тогда элемен-
ты W(K) биективно соответствуют классам изометричности конечно-
мерных анизотропных ортогональных пространств над K.

Пример 1. Кольцо Витта поля R изоморфно кольцу Z.

1.8. Жорданова нормальная форма
Наблюдение 1. Пусть K — поле, I — конечное множество, Φ — конеч-
ное подмножество K, а (nα)α∈Φ ∈ (N1)×Φ. Тогда K-модуль с эндомор-
физмом, зануляемым многочленом

∏
α∈Φ(X−α)nα ∈ K[X], — это то же

самое, что модуль над K[X]/
∏

α∈Φ(X − α)nα ∼=
∏

α∈Φ(K[X]/(X − α)nα),
а такой модуль разлагается в индексированную α ∈ Φ прямую сумму
модулей над K[X]/(X −α)nα. Помимо этого, для каждого α ∈ Φ имеем
изоморфизм колец K[X]/(X − α)nα

∼−→ K[Y ]/Y nα , X 7→ Y + α.

Теорема 1. Пусть D — тело, n ∈ N1 — натуральное число, а M —
D[X]/Xn-модуль. Тогда существует семейство (mi)i∈I ∈ {1, . . . , n}×I ,
такое что M '

⊕
i∈I D[X]/Xmi, где I — множество.

Доказательство (из двух частей).

Часть 1. Пусть x : M →M — это D-гомоморфизм действия X. Снача-
ла докажем, что D[X]/Xn-модуль M изоморфен

⊕n
i=1 x

−i(0)/x−i+1(0).
Пусть Vn — это дополнение к x−n+1(0) в x−n(0), Vn−1 — дополнение к
x−n+2(0) в x−n+1(0), содержащее x(Vn), Vn−2 — дополнение к x−n+3(0)
в x−n+2(0), содержащее x(Vn−1), и так далее. Разложение M =

⊕n
i=1 Vi

устанавливает нужный изоморфизм.
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Часть 2. Пусть ∆n — это D-базис Vn, ∆n−1 — это D-базис дополнения
к ϕ(Vn) в Vn−1, ∆n−2 — это D-базис дополнения к ϕ(Vn−1) в Vn−2 и так
далее. ТогдаM =

⊕n
k=1

⊕
v∈∆k

⊕k−1
i=0 D ·xi(v) — нужное разложение.

1.9. Изображение конфигурации Дезарга

Рис. 1.2. Конфигурация Дезарга — пятиугольники

A
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y
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Рис. 1.3. Конфигурация Дезарга — чертежи

На рисунке 1.2 изображена конфигурация Дезарга, на которой выде-
лены два взаимно вписанных пятиугольника. Посмотрим, как такую
картинку можно нарисовать. Применив растяжения вдоль осей x и y
(рис. 1.3), можно считать, что точки A, B и D фиксированы. Тогда вы-
бор точки C задаёт рисунок: проводятся линии CD, C ′D, CA (до E ′),
C ′A (до E), CB (до F ′), C ′B′ (до F ). Точки B, E и F всегда лежат на
одной линии, что можно проверить, например, координатным методом.





Глава 2

Подкорректированные
старые тексты

2.1. Структурная теорема для конечно
порождённых модулей над областями
главных идеалов

Соглашение 1. В этом разделе все кольца считаются коммутативны-
ми, ассоциативными и унитальными.

Наблюдение 1. Кольца главных идеалов, очевидно, нётеровы, а каж-
дый конечно порождённый модуль над нётеровым кольцом A являет-
ся конечно представимым, то есть является коядром гомоморфизма
AJ → AI , задаваемого матрицей из MI,J(A), где I и J — конечные мно-
жества, причём замене базисов в AJ и AI соответствует её двустороннее
домножение на обратимые матрицы:

AJ AI

AJ AI .

Лемма 1. Пусть A — область целостности, a, b, c ∈ A и Aa + Ab =
Ac 6= 0, то есть существуют ca, ac, bc ∈ A, такие что caa+cbb = c 6= 0,
acc = a, bcc = b. Тогда ( ca cb

−bc ac
) ∈ GL2(A) и ( c0 ) = ( ca cb

−bc ac
)( ab ).
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Доказательство. Подставив a = acc и b = bcc в c = caa+ cbb и сократив
на c, получаем, что det( ca cb

−bc ac
) = caac + cbbc = 1.

Теорема 1. Пусть A — область главных идеалов, x ∈ MI,J(A), где I
и J — конечные множества. Тогда множество X := GLI(A)xGLJ(A)
содержит матрицу, у которой в каждой строке и в каждом столбце
максимум один ненулевой элемент.

Набросок доказательства. Можно предположить, что I, J 6= ∅. По нё-
теровости A cуществуют y = (yi,j)i∈I,j∈J ∈ X и (i1, j1) ∈ I × J , такие что
идеал Ayi1,j1 максимален среди идеалов вида Azi′,j′ для (zi,j)i∈I,j∈J ∈ X
и (i′, j′) ∈ I × J . Тогда yi1,j, yi,j1 ∈ Ayi1,j1 для всех i ∈ I и j ∈ J , так
как иначе мы могли бы применить лемму 1 и получить противоречие
с определением yi1,j1. Отсюда следует, что множество EI(A)y EJ(A) со-
держит матрицу вида (yi,j)i∈{i1},j∈{j1} ⊕ y′, где y′ ∈ MI\{i1},J\{j1}(A), и
теорема доказывается по индукции, заменой x на y′.

Замечание 1. Между прочим, если кольцо A обладает свойством диаго-
нализуемости матриц из формулировки теоремы 1, то A является коль-
цом главных идеалов, что можно увидеть, рассмотрев случай |J | = 1.

Теорема 2 (ПРИМАРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ). Пусть A — область главных
идеалов, пусть M — конечно порождённый A-модуль. Тогда суще-
ствует единственное с точностью до переиндексирования конечное
семейство примарных идеалов (qi)i∈I , такое что M ∼=

⊕
i∈I A/qi

Доказательство (из двух частей).

Доказательство существования. Из наблюдения 1 и теоремы 1 мы
получаем разложение M в конечную прямую сумму циклических сла-
гаемых, которые, по китайской теореме об остатках и разложению на
простые в областях главных идеалов, разлагаются в конечную прямую
сумму примарных циклических слагаемых.

Доказательство единственности. ПустьM ∼= Am⊕
⊕

p∈P
⊕Np

i=1 A/p
np,i ,

где P — конечное множество ненулевых простых идеалов, Np ⩾ 1 и
np,1 ⩾ np,2 ⩾ · · · ⩾ np,Np ⩾ 1 для всех p ∈ P. Пусть Mp := {x ∈ M |
∃n ⩾ 0 : pnx = 0}, где p — простой идеал, Mfree := M/(

∑
p primeMp).

Тогда Mp
∼=

⊕Np

i=1 A/p
np,i для p ∈ P, Mp = 0 для p /∈ P, Mfree ∼= Am,

dimA/p(pn−1Mp/p
nMp) = max{k ∈ {1, . . . , Np} | np,k ⩾ n} для p ∈ P
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и 1 ⩽ n ⩽ np,1, dimA/p(Mfree/pMfree) = m для произвольного простого
идеала p. Это доказывает единственность.

Следствие 1 (РАЗЛОЖЕНИЕ ПО ИНВАРИАНТНЫМ ФАКТОРАМ). Пусть
A — область главных идеалов, пусть M — конечно порождённый
A-модуль. Тогда существует единственная последовательность соб-
ственных идеалов d1 ⊃ d2 ⊃ · · · ⊃ dn, такая что M ∼=

⊕n
i=1 A/di.

Доказательство. По разложению M ∼= Am ⊕
⊕

p∈P
⊕Np

i=1 A/p
np,i , где P

— конечное множество ненулевых простых идеалов, Np ⩾ 1 и np,1 ⩾
np,2 ⩾ · · · ⩾ np,Np ⩾ 1 для всех p ∈ P, однозначно строятся/восстанавли-
ваются d1, . . . , dn: если N := maxp∈P(Np), то n := N +m, di := bN−i+1 для
1 ⩽ i ⩽ N , где bi :=

∏
{p∈P |Np⩾i} p

np,i , и di := 0 для N+1 ⩽ i ⩽ N+m.

2.2. Теорема Гамильтона–Кэли
Формулировка и доказательство
Теорема 1 (ТЕОРЕМА ГАМИЛЬТОНА–КЭЛИ). Если x — эндоморфизм
свободного конечно порождённого модуля V над ассоциативным ком-
мутативным унитальным кольцом A, то x является корнем своего
характеристического многочлена.

Доказательство. Эндоморфизм ϕ 7→ ϕx превращает EndA(V )-модуль
EndA(V ) в модуль над кольцом EndA(V )[X] ∼= EndA(V ) ⊗A A[X] ∼=
EndA[X](V ⊗A A[X]), при этом IdV зануляется элементом c := x − X,
а потому и элементом adj(c)c = det(c) ∈ A[X] ⊂ EndA[X](V ⊗AA[X]).

Замечание 1. Приведённое доказательство теоремы Гамильтона –Кэли
изложено в статье Алексея Муранова [10].

Наблюдение 1. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
кольцо, V — конечно порождённый A-модуль, а ϕ ∈ EndA-mod(V ). По
определению V существует сюръективный гомоморфизм π : AI → V ,
где I — какое-то конечное множество. По проективности AI существует
эндоморфизм ϕ̃ ∈ EndA-mod(AI), такой что ϕ ◦ π = π ◦ ϕ̃, называемый
поднятием ϕ. Для любого такого ϕ̃ любой многочлен из A[X], зануля-
ющий ϕ̃, например, характеристический многочлен ϕ̃, зануляет и ϕ.
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Дополнение
Теорема 2. Пусть ϕ ∈ EndA-mod(An), где n ∈ N0, а A — ассоциатив-
ное коммутативное унитальное кольцо. Тогда характеристический
многочлен ϕ равен

∑n
i=0(−1)i tr(

∧i ϕ)Xn−i ∈ A[X].

Идея доказательства. Двойной счёт по множеству пар, состоящих из
перестановки n-элементного множества и подмножества в множестве
её фиксированных точек.

Наблюдение 2. Пусть B := A[X]/(P (X)), где A — ассоциативное ком-
мутативное унитальное кольцо, а P (X) ∈ A[X] — унитарный много-
член. Пусть x ∈ B — это образ X ∈ A[X]. Очевидно, что множество
{xi ∈ B | 0 ⩽ i < deg(P (X))} является A-базисом B. Идеал многочленов
в A[X], зануляющих оператор x : B → B, f 7→ xf , равен (P (X)), как
сразу видно прямо из определения B. В частности, характеристический
многочлен x равен P (X).

Наблюдение 3. Присоединённую матрицу к матрице (xi,j)i,j∈I можно
определить формулой (

∑
{σ∈Aut(I)|σ(j)=i} sgn(σ)

∏
k∈I\{j} xk,σ(k))i,j∈I .

Некоторые следствия
Теорема 3. Пусть M — конечно порождённый модуль над комму-
тативным ассоциативным унитальным кольцом A, а ι — ненулевой
инъективный эндоморфизм M . Тогда AnnA(Coker(ι)) 6= 0.

Доказательство. Из теоремы Гамильтона –Кэли следует, что суще-
ствует унитарный многочлен P (X) =

∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X] минимальной
степени n ∈ N1, такой что P (ι) = 0. Воспользовавшись тем, что на
ι можно сокращать слева, легко заметить, что a0 6= 0. Тогда −a0v =∑n

i=1 aiι
i(v) ∈ ι(M) для любого v ∈M , то есть −a0 ∈ AnnA(Coker(ι)).

Следствие 1. Пусть A — ненулевое коммутативное ассоциативное
унитальное кольцо, а n,m ∈ N1 — числа, такие что n > m. Тогда не
существует инъективного гомоморфизма A-модулей ι : An → Am.

Доказательство. Пусть ι′ : Am → An — какое-то координатное вложе-
ние. Тогда ι′ ◦ ι — ненулевой инъективный эндоморфизм An, такой что
AnnA(Coker(ι′ ◦ ι)) = 0, что противоречит теореме 3.
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2.3. Тензорное произведение
Тензорное произведение абелевых групп
Обозначение 1. В этом разделе Hom без индексов обозначает Hom как
абелевых групп. То же верно насчёт ⊗ и End.

Определение 1 (ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ). Определим тензорное
произведение конечного семейства абелевых групп (Vi)i∈I как абелеву
группу

⊗
i∈I Vi, заданную образующими — формальными произведени-

ями
⊗

i∈I vi, биективными семействам (vi)i∈I ∈
∏

i∈I Vi, — и соотношени-
ями дистрибутивности — (v′ +v′′)⊗e⊗ (

⊗
i∈I\{e} vi) = v′

⊗e⊗ (
⊗

i∈I\{e} vi)+
v′′

⊗e ⊗ (
⊗

i∈I\{e} vi), где e ∈ I, v′, v′′ ∈ Ve, vi ∈ Vi для любого i ∈ I \ {e}.

Замечание 1. Индекс ⊗e в выражении v′
⊗e, называемый позиционным

индексом, указывает на место v′ в формальном произведении. Группи-
ровка тензорных мономов считается ясной из контекста.

Наблюдение 1. Пусть (Vi)i∈I — пустое семейство абелевых групп, то
есть I = ∅. Тогда

⊗
i∈I Vi

∼= Z.

Наблюдение 2. Пусть (Vi)i∈I — конечное семейство абелевых групп, а⊗
i∈I vi ∈

⊗
i∈I Vi. Тогда если ve = 0 для какого-то e ∈ I, то

⊗
i∈I vi = 0.

Определение 2 (ФУНКТОРИАЛЬНОСТЬ ⊗). Пусть (ϕi : Vi → Ui)i∈I —
конечное семейство гомоморфизмов абелевых групп. Тогда гомомор-
физм

⊗
i∈I ϕi :

⊗
i∈I Vi →

⊗
i∈I Ui,

⊗
i∈I vi 7→

⊗
i∈I ϕi(vi) называется

тензорным произведением семейства (ϕi)i∈I .

Утверждение 1 (СОПРЯЖЁННОСТЬ ⊗ И Hom). Пусть V , U и M —
абелевы группы. Тогда имеем следующий естественный изоморфизм:

Hom(M ⊗ V, U) Hom(V,Hom(M,U)).
ϕ7→(v 7→(m7→ϕ(m⊗v)))

((ψ(v))(m) 7→m⊗v) 7→ψ
(1)

Утверждение 2 (УНИТАЛЬНОСТЬ ⊗). Пусть V — абелева группа. То-
гда имеем естественный изоморфизм a⊗v 7→ av : Z⊗V →← V : 1⊗v 7→v.

Утверждение 3 (ДИСТРИБУТИВНОСТЬ ⊗). Пусть π : I → J — отоб-
ражение множеств, J конечно, (Vi)i∈I — семейство абелевых групп.
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Пусть Sec(π) := {σ : J → I | π ◦ σ = IdJ}. Тогда проекции на слагае-
мые и вложения слагаемых прямых сумм индуцируют пару взаимно
обратных гомоморфизмов:

⊗
j∈J

⊕
i∈π−1(j) Vi

→←
⊕

σ∈Sec(π)
⊗

j∈J Vσ(j).

Утверждение 4 (ТОЧНОСТЬ СПРАВА ⊗). Пусть I — конечное множе-
ство, (Vi)i∈I и (Ui)i∈I — семейства абелевых групп, причём Ui является
подгруппой Vi для любого i ∈ I. Тогда следующая последовательность
с очевидным образом определёнными гомоморфизмами точна:⊕

e∈I((Ue)⊗e ⊗ (
⊗

i∈I\{e} Vi))→
⊗

i∈I Vi →
⊗

i∈I(Vi/Ui)→ 0.

Доказательство. Пусть U ⊂
⊗

i∈I Vi — это образ первого гомомор-
физма. Тогда обратный к гомоморфизму (

⊗
i∈I Vi)/U →

⊗
i∈I(Vi/Ui)

определяется на образующих так:
⊗

i∈I(vi + Ui) 7→ (
⊗

i∈I vi) + U . Опре-
деление корректно — образ

⊗
i∈I(vi + Ui) зависит только от классов

vi + Ui ∈ Vi/Ui, где i ∈ I.

Пример 1. Пусть R — кольцо, а I ⊂ R — аддитивная подгруппа, та-
кая что RI + IR ⊂ I, то есть двусторонний идеал. Тогда отображе-
ние умножения R ⊗ R → R индуцирует отображение (R/I) ⊗ (R/I) ∼=
(R⊗R)/(R⊗ I + I⊗R)→ R/I.

Утверждение 5 (АССОЦИАТИВНОСТЬ ⊗). Пусть π : I → J — отоб-
ражение конечных множеств, (Vi)i∈I — семейство абелевых групп.
Тогда имеем следующий изоморфизм:⊗

i∈I Vi ↔
⊗

j∈J
⊗

i∈π−1(j) Vi,
⊗

i∈I vi ↔
⊗

j∈J
⊗

i∈π−1(j) vi. (2)

Набросок доказательства. Согласно определению 1 представим каж-
дый из

⊗
i∈π−1(j) Vi как фактор свободной абелевой группы, порождён-

ной формальными тензорными мономами, после чего воспользуемся
точностью справа

⊗
j∈J(−) в смысле утверждения 4, ну и дистрибу-

тивностью
⊗

относительно
⊕

, то есть утверждением 3.

Определение 3 (ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ КОЛЕЦ). Пусть (Ri)i∈I
— конечное семейство колец. Определим на абелевой группе

⊗
i∈I Ri

умножение следующим образом:

(
⊗

i∈I Ri)⊗ (
⊗

i∈I Ri)
∼−→

⊗
i∈I(Ri ⊗Ri)→

⊗
i∈I Ri,

(
⊗

i∈I r
′
i)⊗ (

⊗
i∈I r

′′
i ) 7→

⊗
i∈I(r′

i ⊗ r′′
i ) 7→

⊗
i∈I(r′

ir
′′
i ).
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Первое отображение — это изоморфизм ассоциативности, а второе —
это тензорное произведение отображений умножения в индивидуаль-
ных кольцах.

Утверждение 6 (УНИВЕРСАЛЬНОЕ СВОЙСТВО ТЕНЗОРНОГО ПРОИЗВЕ-
ДЕНИЯ КОЛЕЦ). Пусть (Ri)i∈I — конечное семейство ассоциативных
унитальных колец. Тогда кольцо

⊗
i∈I Ri снабжено семейством го-

моморфизмов ιe : Re →
⊗

i∈I Ri, r 7→ r⊗e ⊗
⊗

i∈I\{e} 1⊗i, где e ∈ I,
причём образы ιe и ιe′ при e 6= e′ поэлементно коммутируют. Пусть
S — ассоциативное унитальное кольцо, а (εe : Re → S)e∈I — семей-
ство гомоморфизмов, такое что образы εe и εe′ при e 6= e′ поэле-
ментно коммутируют. Тогда существует единственный гомомор-
физм ϕ :

⊗
i∈I Ri → S, такой что ϕ ◦ ιe = εe для любого e ∈ I.

Тензорное произведение с коэффициентами
Бинарное тензорное произведение с коэффициентами

Определение 4 ((КО)ИНВАРИАНТЫ ХОХШИЛЬДА). Пусть M — бимо-
дуль над ассоциативным унитальным кольцом R. Определим его инва-
рианты и коинварианты Хохшильда следующим образом:

HH0(R,M) := M h(R) = {m ∈M | rm = mr для всех r ∈ R},
HH0(R,M) := Mh(R) = M/(rm = mr | r ∈ R, m ∈M),

где факторизация в определении HH0(R,M) — это факторизация абе-
левой группы по соотношениям, а h(R) — это кольцо Ли ассоциатив-
ного кольца R, действующее на абелевой группе M через композицию
гомоморфизма r 7→ r ⊗ 1 − 1 ⊗ r : h(R) → R ⊗ Ro со структурным
гомоморфизмом R⊗Ro → End(M).

Пример 2. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, V = VR и
U = UR — левые R-модули. Тогда HomR( VR , UR ) ∼= (Hom(V, U))h(R).

Определение 5 (БИНАРНОЕ ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ С КОЭФФИ-
ЦИЕНТАМИ). Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, V = VR —
правый R-модуль, U = UR — левый R-модуль. Определим тензорное
произведение V и U над R следующим образом: VR ⊗R UR := (V ⊗U)h(R).
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Наблюдение 3. Пусть S, R и T — ассоциативные унитальные кольца,
M = MS R — S-R-бимодуль, V = VR — левый R-модуль, U = US —
левый S-модуль. Тогда изоморфизм (1) индуцирует изоморфизм

HomS( MS R ⊗R VR , US ) ∼= (Hom((M ⊗ V )h(R), U))h(S) ∼=
∼= ((Hom(M ⊗ V, U))h(R))h(S) ∼= ((Hom(V,Hom(M,U)))h(S))h(R) ∼=
∼= (Hom(V, (Hom(M,U))h(S)))h(R) ∼= HomR( VR ,HomS( MS R , US )).

Наблюдение 4 (ФУНКТОРЫ ЗАМЕНЫ КОЛЬЦА). Пусть S → R — гомо-
морфизм ассоциативных унитальных колец. Такой гомоморфизм ин-
дуцирует функтор ограничения скаляров: resRS : R-Mod→ S-Mod, наде-
ляющий R-модуль VR структурой S-модуля с помощью сквозного го-
моморфизма S → R→ End(V ), а также индуцирует на R = RR S = RS R

структуры R-S-бимодуля и S-R-бимодуля. Естественные изоморфиз-
мы унитальности HomR( RR S , VR )↔ resRS ( VR )↔ RS R ⊗R VR переводят
изоморфизмы сопряжённости между ⊗ и Hom в изоморфизмы следу-
ющих сопряжённостей: RR S⊗S (−) a resRS (−) a HomS( RS R,−). Функтор
RR S ⊗S (−) называется расширением скаляров, HomS( RS R,−) — корас-
ширением скаляров, а все три вместе — функторами замены кольца.

Тензорное произведение с коэффициентами для семейств

Определение 6 (СИСТЕМА КОЭФФИЦИЕНТОВ). Пусть I — конечное
множество. Тогда будем называть системой коэффициентов семейство
ассоциативных унитальных колец (Ri,i′)(i,i′)∈I×2\∆, такое что Ri,i′ = Ro

i′,i

для всех (i, i′) ∈ I×2 \∆.

Определение 7 (ДЕЙСТВИЕ СИСТЕМЫ КОЭФФИЦИЕНТОВ). Будем го-
ворить, что на конечном семействе абелевых групп (Vi)i∈I действует
система коэффициентов (Ri,i′)(i,i′)∈I×2\∆, если для каждого i′ ∈ I абеле-
ва группа Vi′ снабжена структурой модуля над

⊗
i∈I\{i′} Ri,i′.

Определение 8 (ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ).
Пусть система коэффициентов (Ri,i′)(i,i′)∈I×2\∆ действует на конечном
семействе абелевых групп (Vi)i∈I . Тензорное произведение семейства
(Vi)i∈I над (Ri,i′)(i,i′)∈I×2\∆, обозначаемое

⊗Ri,i′

i∈I Vi, — это фактор абе-
левой группы

⊗
i∈I Vi по соотношениям типа (viri,i′)⊗i ⊗ (

⊗
k∈I\{i} vk) =

(ri,i′vi′)⊗i′⊗(
⊗

k∈I\{i′} vk), где (i, i′) ∈ I×2\∆, ri,i′ ∈ Ri,i′ , (vk)k∈I ∈
∏

k∈I Vk.
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Утверждение 7 (АССОЦИАТИВНОСТЬ). Пусть π : I → J — отображе-
ние конечных множеств. Пусть на семействе абелевых групп (Vi)i∈I
действует система коэффициентов (Ri,i′)(i,i′)∈I×2\∆. Тогда изоморфизм
ассоциативности (2) индуцирует изоморфизм фактор-групп⊗Ri,i′

i∈I Vi ↔
⊗Rj,j′

j∈J
⊗Ri,i′

i∈π−1(j) Vi, где Rj,j′ :=
⊗

(i,i′)∈π−1(j)×π−1(j′) Ri,i′ .

Набросок доказательства. Утверждение 7 можно получить из утвер-
ждения 5 с помощью утверждения 4.

Замечание 2. Определения 6, 7, 8 и утверждение 7 добавлены с ил-
люстративными целями, чтобы показать, что определение тензорного
произведения не зависит от порядка на множестве индексов.

2.4. Тождества в алгебрах Ли и Йордана
Обозначение 1. Пусть R — кольцо. Введём обозначения a∗ : R → R,
x 7→ ax и ∗a : R→ R, x 7→ xa, где a ∈ R.

Наблюдение 1. Пусть R — кольцо. Заметим, что d ∈ EndZ-mod(R) яв-
ляется дифференцированием R тогда и только тогда, когда диаграм-
ма (1), где mult — это отображение умножения в R, коммутативна.

R⊗Z R R

R⊗Z R R

mult

d⊗1+1⊗d d

mult

(1)

Введём обозначения λ(a) := a ⊗ 1 и ρ(a) := 1 ⊗ a, где a ∈ EndZ-mod(R).
Тогда (2) — это, по сути, проверка того, что коммутатор дифференци-
рований является дифференцированием.

[λ(a)+ρ(a), λ(b)+ρ(b)] = [λ(a), λ(b)]+ [ρ(a), ρ(b)] = λ([a, b])+ρ([a, b]) (2)

Наблюдение 2. Пусть R — ассоциативное кольцо. Введём обозначения
λ(a) := a∗ и ρ(a) := ∗(−a), где a ∈ R. Тогда (2) — это проверка того, что
коммутатор в R удовлетворяет тождеству Якоби –Лейбница.
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Наблюдение 3. Пусть R — ассоциативное кольцо. Тогда антикоммута-
тор в R, то есть йорданово умножение (a, b) 7→ a◦b := ab+ba : R×R→ R,
удовлетворяет йорданову тождеству, потому что если a ∈ R и b ∈ R
коммутируют, то a ∗+ ∗ a и b ∗+ ∗ b тоже коммутируют.
Наблюдение 4. Пусть R — кольцо. То, что d ∈ EndZ-mod(R) является
дифференцированием R, эквивалентно тому, что [d, a∗] = (da)∗ для
любого a ∈ R.
Замечание 1. Например, в алгебре Вейля, то есть алгебре дифферен-
циальных операторов с полиномиальными коэффициентами, выполня-
ется соотношение [∂/∂x, x] = 1, невозможное для конечных матриц в
характеристике 0, в чём можно убедиться, взяв след.
Наблюдение 5. Обычно ea⊗1+1⊗a = ea ⊗ ea и ea∗−∗a = ea ∗ ◦ ∗ e−a, когда
эти выражения имеют смысл.
Наблюдение 6. Форма Киллинга — это след произведения. Взяв след
от тождества [a, bc] = [a, b]c+ b[a, c], получаем её инвариантность.
Наблюдение 7. Если (3, слева) — коммутативная диаграмма моду-
лей над ассоциативным коммутативным унитальным кольцом A, то
(3, справа) — тоже.

V V V ⊗A V V ⊗A V

V V V ⊗A V V ⊗A V

d′

g g

d′⊗1+1⊗d′

g⊗g g⊗g

d d⊗1+1⊗d

(3)

Наблюдение 8. Пусть R — алгебра над ассоциативным коммутатив-
ным унитальным кольцом A, отображение d : R→ R — дифференциро-
вание R над A, а a и b — элементы A. Тогда мы имеем коммутативную
диаграмму (4), где mult — это отображение умножения в R, которая
делает очевидной формулу (5), где x, y ∈ R, а n ∈ N0.

R⊗A R R⊗A R

R R

mult

(d−a)⊗1+1⊗(d−b)

mult
d−(a+b)

(4)

(d− (a+ b))n(xy) =
n∑
i=0

(
n

i

)
((d− a)n−i(x))((d− b)i(y)) (5)



2.5. ИЗБЕГАНИЕ ПРОСТЫХ (PRiME AVOiDANCE) 49

Наблюдение 9. Пусть A := K[X]/(Xp − 1), где K — поле характери-
стики p 6= 0, а x ∈ A — образ X ∈ K[X]. Тогда у нас есть два K-ли-
нейных отображения: x : A → A, f 7→ xf и ∂/∂x : A → A, f 7→ ∂f/∂x.
Так как [∂/∂x, x] = 1, то [x∂/∂x, x] = [x, x]∂/∂x + x[∂/∂x, x] = x, по-
этому x и x∂/∂x порождают двумерную разрешимую подалгебру Ли в
EndK-mod(A). Множество {xn | 0 ⩽ n < p} ⊂ A — является собственным
базисом для x∂/∂x с попарно различными собственными значениями,
но в нём нет собственных векторов для x : A → A. Следовательно, у
эндоморфизмов x и x∂/∂x нет общего собственного вектора.

Наблюдение 10. Пусть R := Q〈X,Y 〉/(P ∈ Q〈X,Y 〉 | deg(P ) ⩾ 3) —
алгебра усечённых многочленов от двух не коммутирующих перемен-
ных, а x, y ∈ R — образы X,Y ∈ Q〈X,Y 〉. Тогда, в понятном смысле,
выполняются равенства exey = ex+y+(1/2)(xy−yx) и exeye−xe−y = exy−yx.

Замечание 2. Первая формула наблюдения 10 — это усечённая форма
формулы Бейкера –Кэмпбелла –Хаусдорфа.

Следствие 1. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а x, y ∈
R — его элементы, такие что x2 = y2 = xyx = yxy = 0. Тогда, в
понятном смысле, выполняется равенство exeye−xe−y = exy−yx.

Замечание 3. Можно взять x = x′ε1 и y = y′ε2, где ε1 и ε2 — центральные
элементы, такие что ε2

1 = ε2
2 = 0. Ещё можно взять x = vxux и y = vyuy,

где uxvx = uyvy = uxvy = 0. Если ux и uy — строки, а vx и vy — столбцы,
то отсюда получается коммутационная формула для трансвекций.

2.5. Избегание простых (prime avoidance)
Соглашение 1. В этом разделе кольца не подразумеваются униталь-
ными, а простым идеалом называется собственный двусторонний иде-
ал, дополнение которого замкнуто относительно умножения.

Теорема 1. Пусть G — группа, а H,K ⊊ G — её собственные под-
группы. Тогда H ∪K ⊊ G.

Доказательство. Мы можем предположить, что H 6⊂ K и K 6⊂ H, то
есть существуют h ∈ H \K и k ∈ K \H. Тогда hk /∈ H ∪K.
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Следствие 1. Пусть G — группа, а G′, H,K ⊂ G — её подгруппы. Если
G′ ⊂ H ∪K, то G′ ⊂ H или G′ ⊂ K.

Доказательство. Применим теорему 1 к покрытию G′ группами H ′ :=
G′ ∩H и K ′ := G′ ∩K.

Теорема 2. Пусть (Ii)i∈I — конечное семейство двусторонних идеалов
ассоциативного кольца R, такое что R =

⋃
i∈I Ii 6=

⋃
j∈J Ij для любого

J ⊊ I. Тогда для любого i ∈ I идеал Ii не простой.

Доказательство. Для каждого i ∈ I выберем ai ∈ Ii\
⋃
j∈I\{i} Ij. Пусть

идеал Ie, где e ∈ I, простой. Выберем биекцию ρ : {1, 2, . . . , n} ∼−→ I \{e},
где n ∈ N1. Тогда ae +

∏n
k=1 aρ(k) /∈

⋃
i∈I Ii = R — противоречие.

Замечание 1. Теорема 2 утверждает, что если ассоциативное кольцо
представлено в виде объединения конечного семейства двусторонних
идеалов, то из этого семейства можно выкинуть все простые идеалы.

Следствие 2 (ИЗБЕГАНИЕ ПРОСТЫХ). Пусть R — ассоциативное уни-
тальное кольцо, S ⊂ R — его подкольцо, а (Ii)i∈I — конечное се-
мейство двусторонних идеалов в R, такое что S ⊂

⋃
i∈I Ii. Пусть

I ′ := {i ∈ I | идеал Ii простой и S 6⊂ Ii}. Тогда S ⊂
⋃
i∈I\I′ Ii.

Доказательство. Примерим теорему 2 к семейству (S ∩ Ii)i∈I двусто-
ронних идеалов кольца S.

2.6. Собственные отображения
Лемма о трубке
Наблюдение 1 (ЛЕММА О ТРУБКЕ). Пусть (Xi)i∈I , (Yi)i∈I и (Ui,α)i∈I,α∈Ω
— три семейства множеств, такие что Yi, Ui,α ⊂ Xi для любых i ∈ I и
α ∈ Ω, причём

∏
i∈I Yi ⊂

⋃
α∈Ω

∏
i∈I Ui,α. Для каждого i ∈ I определим

множество Vi :=
⋂

Θ⊂Ω|Yi⊂
∪

α∈Θ Ui,α

⋃
α∈Θ Ui,α =

⋃
yi∈Yi

⋂
α∈Ω|yi∈Ui,α

Ui,α ⊂
Xi. Тогда выполняются вложения

∏
i∈I Yi ⊂

∏
i∈I Vi ⊂

⋃
α∈Ω

∏
i∈I Ui,α.

Определение 1 (ЗАМКНУТОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ). Пусть X и Y — топо-
логические пространства. Тогда отображение f : X → Y называется
замкнутым, если для любого замкнутого подмножества C ⊂ X мно-
жество f(C) ⊂ Y замкнуто.
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Наблюдение 2 (ПРООБРАЗ И ОБРАЗЫ). Пусть f : X → Y — отображе-
ние множеств. Оно индуцирует тройку отображений между решётками
подмножеств: f∃, f∀ : 2X →←→ 2Y : f−1, таких что f∃ a f−1 a f∀. Для S ⊂ X
множество f∀(S) будем называть строгим образом S.

Наблюдение 3. Отображение замкнуто тогда и только тогда, когда
строгие образы открытых множеств открыты.

Теорема 1. Пусть K ⊂ X и K ′ ⊂ X ′ — подмножества топологиче-
ских пространств X и X ′, такие что K × K ′ ⊂ X × X ′ компактно,
а O — открытая окрестность K × K ′ в X × X ′. Тогда существует
базовая открытая окрестность K ×K ′ в X ×X ′, содержащаяся в O.

Доказательство. Представим O как объединение семейства базовых
открытых подмножеств в X×X ′, выберем из этого семейства конечное
подпокрытие множества K ×K ′ и применим к нему наблюдение 1.

Лемма 1. Пусть K и X — топологические пространства, причём K
компактно. Тогда каноническая проекция π : K × X → X является
замкнутым отображением.

Доказательство. Пусть O ⊂ K × X — открытое множество, а x ∈
π∀(O). Применив теорему 1 к π−1(x) ⊂ O, получаем базовую открытую
окрестность π−1(x) ⊂ K × U ⊂ O. Тогда U — открытая окрестность
точки x, содержащаяся в π∀(O). Мы доказали, что π∀(O) открыто.

Лемма 2. Пусть X и Y — топологические пространства, причём Y
компактно. Пусть f : X → Y — сюръективное замкнутое отображе-
ние с компактными слоями. Тогда X компактно.

Доказательство. Пусть U ⊂ Open(X) — открытое покрытие X. Для
каждого y ∈ Y выберем конечное подпокрытие Uy ⊂ U слоя f−1(y), по-
сле чего выберем из открытого покрытия (f∀(

⋃
U∈Uy

U))y∈Y множества
Y конечное подпокрытие (f∀(

⋃
U∈Uy

U))y∈F , где F ⊂ Y . Тогда
⋃
y∈F Uy —

конечное подпокрытие покрытия U .

Лемма 3. Пусть K и K ′ — два компактных топологических про-
странства. Тогда топологическое пространство K ×K ′ компактно.

Доказательство. Согласно лемме 1 проекция K × K ′ → K ′ является
замкнутым отображением с компактными слоями и компактным обра-
зом, а потому, согласно лемме 2, пространство K ×K ′ компактно.
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Лемма 4. Пусть X — компактное топологическое пространство, а
Y ⊂ X — замкнутое подмножество. Тогда Y компактно.

Доказательство. Пусть U ⊂ Open(X) — открытое покрытие Y , а U :=
X \ Y . Тогда U ∪ {U} — открытое покрытие X, и мы можем выбрать
конечное подпокрытие U ′ ⊂ U ∪ {U}. Тогда U ′ \ {U} — конечное под-
множество U , покрывающее Y .

Наблюдение 4. Пусть X и Y — топологические пространства, S ⊂
Y — подмножество, а f : X → Y — замкнутое отображение. Тогда
отображение x 7→ f(x) : f−1(S) → S, где топологии на множествах
f−1(S) и S индуцированы вложениями f−1(S) ⊂ X и S ⊂ Y , замкнуто.

Теорема 2. Пусть X, Y и Z — топологические пространства, а f :
X → Y и g : Y → Z — два замкнутых отображения с компактными
слоями. Тогда g ◦ f : X → Z является замкнутым отображением с
компактными слоями.

Доказательство. Композиция замкнутых отображений, очевидно, за-
мкнута. Нам нужно доказать, что слои g ◦ f компактны. Отображение
f разлагается в композицию сюръективного замкнутого отображения
и вложения замкнутого подмножества, поэтому достаточно доказать
теорему для случая, когда f сюръективно, и для случая, когда f —
вложение замкнутого подмножества. В первом случае, с учётом наблю-
дения 4, теорема следует из леммы 2, а во втором — из леммы 4.

Теорема 3. Пусть X, X ′, Y , Y ′ — топологические пространства, а
f : X → Y и f ′ : X ′ → Y ′ — два замкнутых отображения с компакт-
ными слоями. Тогда f × f ′ : X × X ′ → Y × Y ′ является замкнутым
отображением с компактными слоями.

Доказательство (из двух частей).

Часть 1. Разложение отображений f и f ′ в композиции сюръективных
отображений и вложений замкнутых подмножеств индуцирует анало-
гичное разложение их произведения: X×X ′ → f(X)×f ′(X ′)→ Y ×Y ′,
так что мы можем предположить, что f и f ′ сюръективны.

Часть 2. Пусть O ⊂ X × X ′ — открытое подмножество, а (x, x′) ∈
(f ×f ′)∀(O). Применив теорему 1 к (f ×f ′)−1(x, x′) = f−1(x)×f ′−1(x′) ⊂
O, получаем базовую открытую окрестность U × U ′ ⊂ O множества
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f−1(x)× f ′−1(x′). Тогда f∀(U)× f ′
∀(U ′) = (f × f ′)∀(U ×U ′) ⊂ (f × f ′)∀(O)

— открытая окрестность точки (x, x′), содержащаяся в (f×f ′)∀(O). Мы
доказали, что множество (f × f ′)∀(O) открыто.

Теорема 4. Если K и K ′ — дизъюнктные компактные подмноже-
ства хаусдорфова топологического пространства X, то у них есть
дизъюнктные открытые окрестности.

Доказательство. Пространство X хаусдорфово тогда и только тогда,
когда диагональ ∆ ⊂ X×X замкнута. Применим теорему 1 к компакт-
ному множеству K ×K ′ с открытой окрестностью (X ×X) \∆.

Замечание 1. Теорема 4 не понадобится в этом разделе.

Собственные отображения
Определение 2 (СОБСТВЕННОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ). Пусть X и Y — то-
пологические пространства. Отображение f : X → Y называется соб-
ственным, если если для любого топологического пространства Z отоб-
ражение IdZ × f : Z ×X → Z × Y замкнуто.

Наблюдение 5. Композиция собственных отображений является соб-
ственным отображением.

Наблюдение 6. Пусть X, X ′, Y , Y ′ — топологические пространства.
Пусть f : X → Y и f ′ : X ′ → Y ′ — два собственных отображения. Тогда
отображение f × f ′ : X ×X ′ → Y × Y ′ собственно, так как для любого
топологического пространства Z отображение IdZ × f × f ′ является
композицией замкнутых отображений IdZ × IdX × f ′ и IdZ × f × IdY ′.

Наблюдение 7. Пусть X и Y — топологические пространства, S ⊂
Y — подмножество, а f : X → Y — собственное отображение. Тогда
отображение x 7→ f(x) : f−1(S) → S, где топологии на множествах
f−1(S) и S индуцированы вложениями f−1(S) ⊂ X и S ⊂ Y , собственно.

Определение 3 (ФИЛЬТР НА МНОЖЕСТВЕ). Пусть X — множество.
Непустое собственное подмножество множества всех подмножеств в X,
замкнутое относительно конечных пересечений и перехода к надмно-
жествам, называется фильтром на множестве X.
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Определение 4 (ПРОСТРАНСТВО ФИЛЬТРОВ). Пусть X — множество.
Множество всех фильтров на X, которое в этом разделе будет обо-
значаться F(X), снабжено топологией, заданной базой открытых мно-
жеств ({F ∈ F(X) | S ∈ F} | S ∈ 2X).

Наблюдение 8. Пусть X — множество. Тогда каноническое вложение
ι : X → F(X), x 7→ {S ∈ 2X | x ∈ S} обладает плотным образом.

Определение 5 (ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ ФИЛЬТРА). Пусть X — топо-
логическое пространство, а F ∈ F(X). Тогда элементы пересечения
замыканий всех элементов F называются предельными точками F .

Наблюдение 9. Топологическое пространство X компактно тогда и
только тогда, когда у любого фильтра на X есть предельные точки.

Обозначение 1. Символом pt обозначается одноточечное топологиче-
ское пространство.

Теорема 5. Пусть X — топологическое пространство. Если отоб-
ражение X → pt собственно, то есть для любого топологического
пространства Z проекция π : Z×X → Z замкнута, то X компактно.

Доказательство. Пусть Z := F(X), а Γ ⊂ Z × X — график канони-
ческого вложения ι : X → Z. С одной стороны, Γ := ClZ×X(Γ) состоит
из пар (F, x) ∈ Z × X, таких что x — предельная точка F . С другой
стороны, π(Γ) ⊃ π(Γ) = ι(X), а потому, по условию, π(Γ) = Z.

Определение 6 (СЛАБО СОБСТВЕННОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ). Пусть X и
Y — топологические пространства. Тогда отображение f : X → Y на-
зывается слабо собственным, если для любого компактного K ⊂ Y
множество f−1(K) ⊂ X компактно.

Теорема 6 (ХАРАКТЕРИЗАЦИИ СОБСТВЕННОСТИ). Пусть X и Y —
топологические пространства, f : X → Y — отображение. Тогда
следующие три условия на f эквивалентны: (а) f собственно; (б) f
замкнуто и слабо собственно; (в) f замкнуто с компактными слоями.

Доказательство. Докажем импликацию (а) =⇒ (б). Пусть K ⊂ Y —
компактное подмножество. Композиция соответствующего ограниче-
ния f−1(K)→ K и K → pt собственна как композиция двух собствен-
ных отображений, поэтому f−1(K) компактно. Импликация (б) =⇒ (в)
очевидна, а импликация (в) =⇒ (а) следует из теоремы 3.
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Определение 7 (УНИВЕРСАЛЬНО ЗАМКНУТОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ). Пусть
X и Y — топологические пространства. Отображение f : X → Y на-
зывается универсально замкнутым, если оно непрерывно, и если для
любого непрерывного отображения Y ′ → Y индуцированное отображе-
ние X ′ := Y ′ ×Y X → Y ′ замкнуто.

Теорема 7 (СОБСТВЕННОСТЬ И УНИВЕРСАЛЬНАЯ ЗАМКНУТОСТЬ). Не-
прерывное отображение f : X → Y между топологическими про-
странствами универсально замкнуто тогда и только тогда, когда
оно собственно, то есть для любого топологического пространства
Z отображение IdZ × f : Z ×X → Z × Y замкнуто.

Доказательство. Часть «только тогда» следует из того, что отобра-
жение IdZ×f является пуллбэком f вдоль проекции Z×Y → Y . Часть
«тогда» следует из того, что любое непрерывное отображение Z → Y
разлагается в композицию гомеоморфизма со своим графиком, вложен-
ным в произведение, и проекции произведения: Z → Z × Y → Y .

Теорема Тихонова
Наблюдение 10. Пусть X и Y — топологические пространства, f :
X → Y — отображение. Отображение f непрерывно тогда и только
тогда, когда f(Cl(S)) ⊂ Cl(f(S)) для любого S ⊂ X. Отображение f
замкнуто тогда и только тогда, когда f(Cl(S)) ⊃ Cl(f(S)) для любого
S ⊂ X.

Наблюдение 11. Если (Xi | i ∈ I) — семейство топологических про-
странств, S ⊂

∏
i∈I Xi — подмножество, а a ∈

∏
i∈I Xi — элемент, то

a ∈ Cl(S) тогда и только тогда, когда πIF (a) ∈ Cl(πIF (S)) для любого
конечного F ⊂ I, где πIF :

∏
i∈I Xi →

∏
i∈F Xi — стандартная проекция.

Теорема 8 (ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ТИХОНОВА). Пусть I — мно-
жество, (Xi)i∈I и (Yi)i∈I — семейства топологических пространств,
(fi : Xi → Yi)i∈I — семейство собственных отображений. Тогда отоб-
ражение

∏
i∈I fi :

∏
i∈I Xi →

∏
i∈I Yi собственно.

Доказательство (из четырёх частей).

Часть 1. Зафиксируем обозначения. Пусть Z — топологическое про-
странство. Пусть XJ := Z × (

∏
i∈J Xi) × (

∏
i∈I\J Yi), где J ⊂ I. Пусть
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fJK := IdZ × (
∏

i∈K IdXi
) × (

∏
i∈J\K fi) × (

∏
i∈I\J IdYi

) : XJ → XK , где
K ⊂ J ⊂ I. Пусть S = SI ⊂ XI — подмножество, а SJ := f IJ (SI), где
J ⊂ I. Согласно наблюдению 10 нам нужно доказать, что любой эле-
мент множества Cl(S∅) можно поднять до элемента множества Cl(SI).

Часть 2. Построим частично упорядоченное множество O. Элемента-
миO являются пары (J, a), где J ⊂ I, а a ∈ Cl(SJ), причём (K, b) ≼ (J, a)
тогда и только тогда, когда K ⊂ J и fJK(a) = b.

Часть 3. Пусть ((K, aK))K∈K, гдеK ⊂ 2I , — цепь вO. Докажем, что она
имеет верхнюю грань. Пусть J :=

⋃
K∈K K. Существует единственный

aJ ∈ XJ , такой что fJK(aJ) = aK для любого K ∈ K. Докажем, что aJ ∈
Cl(SJ). По наблюдению 11 нам нужно проверить, что π(aJ) ∈ Cl(π(SJ))
для любой проекции на конечное подпроизведение π : XJ → T . Такая
проекция разлагается в композицию XJ → XK → T для какого-то
K ∈ K, где XJ → XK — это fJK , а XK → T — это проекция на конечное
подпроизведение. Поэтому из того, что aK ∈ Cl(SK) для любого K ∈ K
следует, что aJ ∈ Cl(SJ).

Часть 4. Теперь мы можем применить к O лемму Цорна. Для любо-
го (∅, a) ∈ O существует максимальный элемент (J, b) ∈ O, больший
(∅, a). Предположим, что J 6= I. Для любого e ∈ I \ J отображение
f
J∪{e}
J замкнуто, так как отображение fe собственно, а потому b ∈ Cl(SJ)

можно поднять до элемента множества Cl(SJ∪{e}) — противоречие.

2.7. Коммутативная локализация
Локализация коммутативного моноида
Определение и задание

Определение 1 (ЛОКАЛИЗАЦИЯ МОНОИДА). Пусть дано отображение
множества S в мультипликативный моноид T . Определим локализа-
цию T по S, обозначаемую S−1T , как начальный объект в категории
моноидов под T , в которых образы элементов S обратимы.

Наблюдение 1 (ЗАДАНИЕ ЛОКАЛИЗАЦИИ). Ясно, что локализация мо-
ноида T по множеству S ⊂ T может быть задана добавлением к T
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семейства переменных (Xs)s∈S и факторизацией по семейству соотно-
шений (Xss = sXs = 1)s∈S.

Определение 2 (МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЕ МНОЖЕСТВО). Подмоноид в
мультипликативном моноиде иногда называется мультипликативным
множеством.

Наблюдение 2. Очевидно, что локализация моноида T по множеству
S совпадает с локализацией T по свободному моноиду, порождённому
S, и совпадает с локализацией T по образу S в T .

Определение 3 (ЛОКАЛИЗАЦИЯ МНОЖЕСТВА С ДЕЙСТВИЕМ МОНОИ-
ДА). Пусть T — моноид, S ⊂ T — мультипликативное множество, а X
— T -множество. Определим локализацию X по S, обозначаемую S−1X,
как начальный объект в категории T -множеств Y под X, таких что для
любого s ∈ S отображение y 7→ sy : Y → Y биективно.

Обозначение 1. Пусть S — моноид, X — So-множество, а Y — S-мно-
жество. Тогда X ?S Y := (X × Y )/((xs, y) ∼ (x, sy))s∈S,x∈X,y∈Y .

Наблюдение 3. Пусть T — моноид, S ⊂ T — мультипликативное мно-
жество, а X — T -множество. Тогда T -множество XS := (S−1T ) ?S X,
где a[(w, x)] := [(aw, x)] для любых a ∈ T , w ∈ S−1T и x ∈ X, снаб-
жённое гомоморфизмом x 7→ [(1, x)] : X → XS, является локализацией
T -множества X по S.

Наблюдение 4. Пусть T — моноид, а S ⊂ T — мультипликативное
множество. Тогда из наблюдения 3 сразу ясно, что локализация T по
S как T -множества и локализация T по S как моноида канонически
отождествляются.

Явное описание в коммутативном случае

Наблюдение 5. Пусть T — коммутативный моноид, S ⊂ T — муль-
типликативное множество, а X — T -множество. Тогда T -множество
XS := (X × S)/((x, s) ∼ (rx, rs))x∈X,s,r∈S, где a[(x, s)] := [(ax, s)] для лю-
бых a ∈ T , x ∈ X и s ∈ S, снабжённое гомоморфизмом x 7→ [(x, 1)] :
X → XS, является локализацией T -множества X по S.

Обозначение 2. В обозначениях наблюдения 5 класс [(x, s)] ∈ XS пары
(x, s) ∈ X×S будет обозначаться через x/s или x

s
и называться дробью.
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Лемма 1. Пусть X — множество, а S — коммутативный моноид,
действующий на X инъективными эндоморфизмами. Тогда канониче-
ский гомоморфизм X → S−1X инъективен.

Доказательство. Введём на множестве X × S отношение (x1, s1) ∼
(x2, s2) ⇐⇒ x1s2 = s1x2. Пусть (x1, s1), (x2, s2), (x3, s3) ∈ X × S. Тогда
условие (x1, s1) ∼ (x2, s2) эквивалентно условию x1s2s3 = s1x2s3, условие
(x2, s2) ∼ (x3, s3) — условию s1x2s3 = s1s2x3, а условие (x1, s1) ∼ (x3, s3)
— условию x1s2s3 = s1s2x3, откуда ясно, что ∼ — это отношение эк-
вивалентности. Сразу видно, что данное отношение эквивалентности
порождено соотношениями (x, s) ∼ (rx, rs), где x ∈ X, s, r ∈ S.

Теорема 1. Пусть S — коммутативный моноид, X — S-множество,
а x, y ∈ X — элементы X. Тогда равенство образов x и y в S−1X
эквивалентно существованию s ∈ S, такого что sx = sy.

Доказательство. Действие моноида S на X наследуется множеством
X := X/(x ∼ y | ∃s ∈ S : sx = sy), причём элементы S действуют на
X инъекциями. Очевидно, что локализации X и X по S канонически
изоморфны. Осталось применить лемму 1.

Наблюдение 6. Пусть S — коммутативный моноид, а ι : X → Y —
инъективный гомоморфизм S-множеств. Тогда индуцированный гомо-
морфизм S−1ι : S−1X → S−1Y инъективен.

Определение 4 (САТУРАЦИЯ ПОДМОНОИДА). Пусть T — коммутатив-
ный мультипликативный моноид, а S ⊂ T — его подмоноид. Опреде-
лим насыщение или сатурацию S как Ssat := {a ∈ T | ∃s ∈ S : a | s}.
Множество Ssat мультипликативно. Если S = Ssat, то S называется на-
сыщенным или сатурированным мультипликативным множеством.

Наблюдение 7. Пусть T — коммутативный мультипликативный мо-
ноид, а S ⊂ T — его подмоноид. Тогда Ssat = {a ∈ T | a/1 ∈ (S−1T )×}.

Аддитивная локализация полукольца
Определение

Обозначение 3 (ФОРМАЛЬНЫЕ РАЗНОСТИ). Если T — аддитивно за-
писываемый коммутативный моноид, а S ⊂ T — его подмоноид, то
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элементы локализации T по S, обозначаемой T − S, называются фор-
мальными разностями и записываются в виде a− s, где a ∈ T , s ∈ S.

Определение 5 (АДДИТИВНАЯ ЛОКАЛИЗАЦИЯ ПОЛУКОЛЬЦА). Пусть
дано отображение множества S в полукольцо с нулём R. Определим
аддитивную локализацию R по S, обозначаемую R − S, как началь-
ный объект в категории полуколец с нулём под R, в которых образы
элементов S аддитивно обратимы.

Определение 6 (ДВУСТОРОННИЙ ПОЛУИДЕАЛ). Пусть R — полуколь-
цо с нулём. Тогда подмножество S ⊂ R называется двусторонним полу-
идеалом, если S является аддитивным подмоноидом R и RS +SR ⊂ R.

Наблюдение 8. Ясно, что аддитивная локализация полукольца с ну-
лём R по подмножеству S ⊂ R совпадает с аддитивной локализацией
R по двустороннему полуидеалу в R, порождённому S.

Явное описание

Теорема 2. Пусть R — полукольцо с нулём, S ⊂ R — двусторонний
полуидеал, а R − S — соответствующая локализация аддитивных
моноидов. Тогда на R− S существует единственное дистрибутивное
умножение, относительно которого канонический аддитивный сохра-
няющий ноль гомоморфизм R→ R− S мультипликативен.

Набросок доказательства. Произведение двух формальных разностей
определяется формулой (a1 − s1)(a2 − s2) = (a1a2 + s1s2)− (a1s2 + s1a2).
Сразу видно, что это определение корректно.

Наблюдение 9. В обозначениях теоремы 2 полукольцо с нулём R− S
является аддитивной локализацией полукольца с нулём R по S.

Локализация коммутативного кольца
Определение и задание

Определение 7 (ЛОКАЛИЗАЦИЯ КОЛЬЦА). Пусть дано отображение
множества S в ассоциативное унитальное кольцо R. Определим локали-
зацию R по S, обозначаемую S−1R, как начальный объект в категории
ассоциативных унитальных колец над R, в которых образы элементов
S мультипликативно обратимы.
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Замечание 1. Кольцо S−1R иногда обозначается через RS или R[S−1].
Если S = R\p — теоретико-множественное дополнение простого идеала
p ⊂ R, то вместо RS часто пишут Rp.

Наблюдение 10 (ЗАДАНИЕ ЛОКАЛИЗАЦИИ). Ясно, что локализация
ассоциативного унитального кольца R по множеству S ⊂ R может быть
задана добавлением к R семейства переменных (Xs)s∈S и факториза-
цией по семейству соотношений (Xss = sXs = 1)s∈S.

Определение 8 (ЛОКАЛИЗАЦИЯ МОДУЛЯ). Пусть M — модуль над
ассоциативным унитальным кольцом R, а S ⊂ R — мультипликативное
множество. Определим локализацию M по S, обозначаемую S−1M , как
начальный объект в категории R-модулей N под M , таких что для
любого s ∈ S отображение v 7→ sv : N → N биективно.

Наблюдение 11. Пусть M — модуль над ассоциативным унитальным
кольцом R, а S ⊂ R — мультипликативное множество. Тогда R-модуль
(S−1R)⊗RM является локализацией R-модуля M по S.

Наблюдение 12. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а S ⊂
R — мультипликативное множество. Тогда из наблюдения 11 сразу яс-
но, что локализация R по S как R-модуля и локализация R по S как
кольца канонически отождествляются.

Явное описание в коммутативном случае

Теорема 3. ПустьM — модуль над ассоциативным коммутативным
унитальным кольцом A, а S ⊂ A — мультипликативное множество.
Тогда каноническое отображение из локализации M по S как A-мно-
жества в локализацию M по S как A-модуля биективно.

Доказательство. Пусть MS — это локализация M по S как A-множе-
ства. Определим сумму двух элементов MS формулой v1/s1 + v2/s2 =
(v1s2 + s1v2)/(s1s2). Сразу видно, что это определение корректно и пре-
вращает MS в локализацию M по S как A-модуля.

Наблюдение 13. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
кольцо, а S ⊂ A — мультипликативное множество. Тогда, согласно
наблюдению 6, A-модуль S−1A плоский.
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Локализация кольца и идеалы

Обозначение 4. Пусть дано отображение множества S в ассоциатив-
ное унитальное кольцо R. Двусторонний идеал в S−1R, порождённый
образом двустороннего идеала I ⊂ R, будем обозначать через S−1I.

Обозначение 5. Если f : R→ E — гомоморфизм ассоциативных уни-
тальных колец, а I ⊂ E — двусторонний идеал, то идеал f−1(I) иногда
будем обозначать через R ∩ I.

Наблюдение 14 (ЛОКАЛИЗАЦИЯ КОММУТИРУЕТ С ФАКТОРИЗАЦИЕЙ).
Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, S ⊂ R — множество,
а I ⊂ R — двусторонний идеал. Тогда, по универсальным свойствам
факторизации и локализации, существует единственный изоморфизм
(S−1R)/(S−1I) ∼= S−1(R/I) колец над R.

Наблюдение 15. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
кольцо, S ⊂ A — мультипликативное множество, а a ⊂ A и b ⊂ S−1A
— идеалы. Тогда S−1a = {a/s ∈ S−1A | a ∈ a, s ∈ S}, и выполняются
следующие равенства:

S−1(A ∩ b) = b, так как a

s
= a

1
· 1
s
∈ b ⇔ a

1
= a

s
· s

1
∈ b ⇔ a ∈ A ∩ b;

A ∩ (S−1a) = Ker(A→ S−1A→ (S−1A)/(S−1a)) =
= Ker(A→ A/a→ S−1(A/a)) = {a ∈ A | ∃s ∈ S : sa ∈ a}.

Наблюдение 16. Пусть A — ассоциативное коммутативное униталь-
ное кольцо, а S ⊂ A — мультипликативное множество. Тогда условия
Ker(A → S−1A) 6= 0 и Ker(A → S−1A) = A эквивалентны наличию в S
делителя нуля из A и нуля из A соответственно. Все делители нуля в
A нильпотентны тогда и только тогда, когда для любого мультиплика-
тивного множества S ⊂ A идеал Ker(A→ S−1A) равен 0 или A.

Теорема 4. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
кольцо, а S ⊂ A — мультипликативное множество. Тогда если в A
все делители нуля нильпотентны, то то же верно и для S−1A.

Доказательство. Любая локализация S−1A имеет вид T−1A, где T ⊂ A
— мультипликативное множество, такое что S ⊂ T . Пусть T — такое
множество, а b := Ker(S−1A→ T−1A). Если b = S−1(A∩ b) 6= (0), (1), то
Ker(A→ T−1A) = A ∩ b 6= (0), (1), что противоречит условию.
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Теорема 5. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
кольцо, а S ⊂ A — мультипликативное множество. Тогда если в A
все делители нуля равны нулю, то то же верно и для S−1A.

Доказательство. Предположим, что S−1A 6= 0, то есть 0 /∈ S. Пусть
T = A \ {0} — мультипликативное множество не делителей нуля в A, а
b := Ker(S−1A → T−1A). Тогда Ker(A → T−1A) = A ∩ b = 0, а потому
b = S−1(A ∩ b) = 0 и S−1A целостно как подкольцо поля T−1A.

Следствие 1. Пусть A— ассоциативное коммутативное унитальное
кольцо, а S ⊂ A — мультипликативное множество. Тогда соответ-
ствие Галуа между идеалами кольца A и идеалами кольца S−1A, ин-
дуцированное каноническим гомоморфизмом A → S−1A, индуцирует
биекцию между простыми/примарными идеалами A, дизъюнктными
с S, и простыми/примарными соответственно идеалами S−1A.

Наблюдение 17. Насыщенные мультипликативные множества в ассо-
циативном коммутативном унитальном кольце — это в точности допол-
нения объединений семейств простых идеалов.



Глава 3

Относительно новые
тексты

3.1. Полные метрические пространства
Наблюдение 1. Пусть X — метрическое пространство, (ai)i∈I и (bj)j∈J
— две сходящиеся последовательности в X. Тогда выполняется равен-
ство d(lim(ai | i ∈ I), lim(bj | j ∈ J)) = lim(d(ai, bj) | (i, j) ∈ I × J).

Теорема 1 (ХАРАКТЕРИЗАЦИИ МЕТРИЧЕСКОЙ ПОЛНОТЫ). Пусть X
— метрическое пространство. Тогда следующие два условия эквива-
лентны.

а) Любая последовательность Коши в X сходится;

б) Для любой пары (Y, Y ′) из метрического пространства Y и его
плотного подмножества Y ′ ⊂ Y любое равномерно непрерывное
отображение f ′ : Y ′ → X продолжается до непрерывного отоб-
ражения f : Y → X.

Доказательство (из двух частей).

Часть (а) ⇒ (б). Пусть y ∈ Y . Выберем сходящуюся к y в Y последо-
вательность s : I → Y ′. Заметим, что s является последовательностью
Коши, а потому f ′ ◦ s — тоже. Определим f(y) как предел f ′ ◦ s. Пусть
r : J → Y ′ — другая сходящаяся к y в Y последовательность. Тогда
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s t̄ r : I t J → Y ′ — последовательность Коши, а потому f ′ ◦ (s t̄ r) —
тоже, а потому пределы f ′◦s и f ′◦r равны и отображение f определено
корректно. Непрерывность f следует из наблюдения 1.

Часть (б) ⇒ (а). Обозначим образ вложения n 7→ 2−n : N0 → [0, 1] че-
рез N ′, а замыкание N ′ в [0, 1] — через N . Тогда последовательности
N0 → X естественно биективны отображениям N ′ → X, а пределы по-
следовательностей задаются непрерывными продолжениями этих отоб-
ражений на N . Осталось заметить, что последовательность N0 → X
является последовательностью Коши тогда и только тогда, когда соот-
ветствующее отображение N ′ → X равномерно непрерывно.

Определение 1 (ПОЛНОЕ МЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО). Метриче-
ское пространство X называется метрически полным или просто пол-
ным, если оно удовлетворяет эквивалентным условиям теоремы 1.

Определение 2 (ПОПОЛНЕНИЕ МЕТРИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА). По-
полнением метрического пространства X называется полное метриче-
ское пространство Y , снабжённое изометрическим вложением X → Y
с плотным образом.

Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что между любыми двумя попол-
нениями метрического пространства X существует единственная изо-
метрия, тождественная на X.

Определение 3 (ВЛОЖЕНИЕ КУРАТОВСКОГО). Пусть X — метриче-
ское пространство, а F — пространство непрерывных функций из X в
R с sup-расстоянием. Тогда изометрическое вложение x 7→ dX(x,−) :
X → {f ∈ F | dF (f, dX(x′,−)) <∞ для всех x′ ∈ X} называется вложе-
нием Куратовского.

Наблюдение 2. Замыкание образа вложения Куратовского метриче-
ского пространства является его метрическим пополнением.

3.2. Теорема Островского
Теорема 1 (ТЕОРЕМА ОСТРОВСКОГО). Любая нетривиальная муль-
типликативная норма ‖−‖ на Q эквивалентна либо обычному абсо-
лютному значению, либо какой-то из p-адических норм.
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Доказательство (из трёх пунктов).

Общее неравенство. Пустьm,n ∈ Z, причёмm,n ⩾ 2. Тогда мы можем
записать n-ичное разложение m:

m = a0 + a1n+ · · ·+ ab ln(m)
ln(n) cn

b ln(m)
ln(n) c.

Заметив, что для любого a ∈ N0 выполняется неравенство ‖a‖ ⩽ a,
получаем:

‖m‖ ⩽ ‖a0‖+ ‖a1‖‖n‖+ · · ·+ ‖ab ln(m)
ln(n) c‖‖n‖

b ln(m)
ln(n) c ⩽

⩽ n · (1 + ‖n‖+ · · ·+ ‖n‖b ln(m)
ln(n) c).

Подставив вместо m элемент mt, где t ∈ N1, возведя в степень 1/t и
устремив t к +∞, получаем:

‖m‖ ⩽ lim
t→+∞

(1 + ‖n‖+ · · ·+ ‖n‖bt· ln(m)
ln(n) c)

1
t =при ‖n‖6=1

=при ‖n‖6=1 lim
t→+∞

(
‖n‖bt· ln(m)

ln(n) c+1 − 1
‖n‖ − 1

) 1
t

= lim
t→+∞

(
‖n‖t·

ln(m)
ln(n) +1±1 − 1
‖n‖ − 1

) 1
t

.

(1)

Неархимедов случай. Пусть существует число n ∈ Z, такое что n ⩾ 2
и ‖n‖ ⩽ 1. Тогда, согласно неравенству (1), для любого m ∈ Z вы-
полняется неравенство ‖m‖ ⩽ 1. Пусть p, l ∈ N1 — два различных
простых числа, таких что ‖p‖, ‖l‖ 6= 1. Выберем числа N,M ∈ N1, та-
кие что ‖p‖N , ‖l‖M < 1/2. Тогда норма любого элемента множества
ZpN + ZlM = Z строго меньше 1, но ‖1‖ = 1 — противоречие.

Архимедов случай. Пусть для всех n ∈ Z, таких что n ⩾ 2, выпол-
няется неравенство ‖n‖ > 1. Тогда из неравенства (1) получаем, что
‖m‖ ⩽ ‖n‖

ln(m)
ln(n) для всех m,n ∈ Z, таких что m,n ⩾ 2. По симметрии

существует число c ∈ R>1, такое что c = ‖m‖1/ ln(m) = ‖n‖1/ ln(n) для
всех m,n ∈ Z, таких что m,n ⩾ 2. Отсюда получаем, что ‖n‖ = cln(n) =
eln(c) ln(n) = nln(c) для всех n ∈ Z, таких что n ⩾ 2.
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3.3. Категории как полугруппы
Мультипликативные полугруппы с нулём
Определение 1 (БИНАР). Множество X, снабжённое отображением
(x, y) 7→ xy : X × X → X называется бинаром в мультипликативной
записи или мультипликативным бинаром.

Определение 2 (НУЛЕВОЙ ЭЛЕМЕНТ). Пусть X — мультипликатив-
ный бинар. Тогда элемент z ∈ X называется поглощающим элементом
(англ. absorbing element), нулевым элементом или просто нулём, если
xz = z = zx для любого x ∈ X.

Теорема 1 (ЕДИНСТВЕННОСТЬ НУЛЯ). Пусть X — мультипликатив-
ный бинар, а z, z′ ∈ X — два нулевых элемента. Тогда z = z′.

Доказательство. Из определения 2 следует, что z = zz′ = z′.

Обозначение 1. Нулевой элемент в мультипликативном бинаре часто
обозначается символом 0.

Определение 3 (ПОЛУГРУППА). Мультипликативный бинар X назы-
вается мультипликативной полугруппой, если для любых x, y, z ∈ X
выполняется равенство x(yz) = (xy)z.

Определение категории
Обозначение 2. «Полугруппа*» — это „полугруппа“, совокупность эле-
ментов которой не подразумевается малой, то есть не подразумевается
множеством. Обозначения «отображение*» и «категория*» имеют ана-
логичный смысл.

Определение 4. Пусть C — мультипликативная полугруппа* с нулём.
Определим Ein(C) := {e ∈ C \ {0} | ex, xe ∈ {0, x} для любого x ∈ C}.

Замечание 1. Обозначение «Ein» в определении 4 происходит от немец-
кого слова «einheit».

Определение 5 (КАТЕГОРИЯ*). Мультипликативная полугруппа* с
нулём C называется категорией*, если для всех x, y, z ∈ C из того, что
xy, yz 6= 0 следует, что xyz 6= 0, и для любого x ∈ C \ {0} существуют
e′, e′′ ∈ Ein(C), такие что e′x, xe′′ 6= 0.
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Области и кообласти
Теорема 2. Пусть C — мультипликативная полугруппа* с нулем,
x ∈ C \ {0}, e, e′ ∈ Ein(C) и ex, e′x 6= 0. Тогда e = e′.

Доказательство. Понятно, что раз ex, e′x 6= 0, то ex = e′x = x. Тогда
e′ex = e′x = x 6= 0. Отсюда следует, что e′e 6= 0, а из этого, в свою
очередь, следует, что e = e′e = e′.

Определение 6 (ОБЛАСТЬ И КООБЛАСТЬ). Пусть C — категория*.
Определим отображения* s, t : C \ {0} →→ Ein(C) следующими свой-
ствами: xs(x), t(x)x 6= 0 для любого x ∈ C \ {0}.

Замечание 2. Корректность определения 6 следует из теоремы 2, при-
менённой к C и Co, и определения 5.
Замечание 3. Буквы «s» и «t», которыми обозначаются отображения*
области и кообласти в определении 6, — это первые буквы английских
слов «source» и «target».

Теорема 3. Пусть C — категория*, а x, y ∈ C \ {0}. Тогда условие
xy 6= 0 эквивалентно условию t(y) = s(x), причём если xy 6= 0, то
s(xy) = s(y) и t(xy) = t(x).

Доказательство. Если xy 6= 0, то xy = xs(x)y 6= 0, поэтому s(x)y 6= 0,
то есть s(x) = t(y). Если e = s(x) = t(y), то x = xe 6= 0 и y = ey 6= 0,
откуда, по определению 5, следует, что xey 6= 0, а xey = xy. Равенства
s(xy) = s(y) и t(xy) = t(x) при xy 6= 0 совсем очевидны.

Наблюдение 1. Пусть C — категория*, а e ∈ Ein(C). Тогда выполня-
ются равенства e = es(e) = s(e) и e = t(e)e = t(e).

Общие замечания
Доказанного в этом разделе достаточно, чтобы заметить эквивалент-
ность определения 5 и стандартного определения категории через со-
вокупность объектов и совокупность морфизмов. Вне этого раздела,
как правило, будет использоваться стандартное определение катего-
рии. Причём, несмотря на то, что определение 5 является, по сути,
определением «большой» категории или «метакатегории», обычно в
этом тексте будет подразумеваться, что совокупность морфизмов меж-
ду любыми двумя объектами категории образует множество.





Часть II

Сгруппированные тексты





Глава 4

Теория множеств

4.1. Диагональный аргумент Кантора
Обозначение 1 (МНОЖЕСТВО ПОДМНОЖЕСТВ). Множество подмно-
жеств множества X, иногда называемое булеаном X, будем обозначать
символом 2X — так же, как множество отображений из X в 2 = {0, 1}.

Теорема 1 (ТЕОРЕМА КАНТОРА). Если X — множество, а ϕ : X → 2X
— отображение, то ϕ не сюръективно.

Доказательство. Пусть C := {x ∈ X | x /∈ ϕ(x)}. Тогда если c ∈ X и
ϕ(c) = C, то утверждение «c ∈ C» эквивалентно утверждению «c /∈ C»
— противоречие.

Замечание 1. В обозначениях формулировки и доказательства теоре-
мы 1 характеристическая функция X → {0, 1} подмножества X\C ⊂ X
разлагается в композицию диагонального отображения X → X ×X и
отображения X × X → {0, 1}, соответствующего ϕ : X → 2X , поэтому
рассуждение из приведённого доказательства теоремы 1 часто называ-
ют диагональным аргументом Кантора.

Наблюдение 1 (ПАРАДОКС РАССЕЛА). Предположим, что существу-
ет множество всех множеств, которое мы обозначим буквой X. Тогда
отображение x 7→ x ∩X : X → 2X сюръективно, так как обратно слева
вложению x 7→ x : 2X → X, что противоречит теореме Кантора.
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Наблюдение 2 (НЕСЧЁТНОСТЬ МНОЖЕСТВА ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ).
По теореме Кантора множество вещественных чисел из интервала [0, 1],
у которых существует троичное разложение, в котором не участвует
цифра 1, биективное 2N1 и называемое множеством Кантора, несчёт-
но. Как следствие, множество вещественных чисел несчётно.

4.2. Теорема Кантора–Бернштейна–
Шрёдера

Теорема 1 (ТЕОРЕМА КАНТОРА –БЕРНШТЕЙНА–ШРЁДЕРА). Пусть
ι : X → X — вложение множества X в себя, а Y ⊂ X — подмноже-
ство X, такое что ι(X) ⊂ Y . Тогда существует биекция ρ : X ∼−→ Y .

Доказательство. Для любого i ∈ N1 множества X \ Y и ιi(X \ Y ) ⊂ Y
дизъюнктны, а потому, по инъективности ι, для любых i, j ∈ N0, таких
что i < j, множества ιi(X \ Y ) и ιj(X \ Y ) тоже дизъюнктны. Пусть
Z :=

⊔∞
i=0 ι

i(X \Y ) ⊂ X. Ясно, что X = Z t (X \Z) и Y = ι(Z)t (X \Z).
Определим биекцию (ρ : X ∼−→ Y ) := (x 7→ ι(x) : Z ∼−→ ι(Z))t (IdX\Z).

Замечание 1. Теорему 1 можно переформулировать следующим обра-
зом: «Если два множества вкладываются друг в друга, то они равно-
мощны».

4.3. Лемма Цорна
Определение 1 (ЗАМКНУТОЕ ВЛЕВО ПОДМНОЖЕСТВО). Подмноже-
ство Y частично упорядоченного множества X называется замкнутым
влево, если

⋃
y∈Y X⩽y ⊂ Y . Множество замкнутых влево подмножеств

частично упорядоченного множества X будет обозначаться через [1]X .

Определение 2 (ПОСЛЕДУЮЩИЕ ЭЛЕМЕНТЫ). Пусть X — частично
упорядоченное множество, а x ∈ X — его элемент. Тогда минимальные
элементы X>x будут называться последующими к x элементами.

Определение 3 (ФУНДИРОВАННОСТЬ). Частично упорядоченное мно-
жество X называется фундированным, если в множестве [1]X у любого
не максимального элемента есть последующий.
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Определение 4 (ОРДИНАЛ). Фундированное линейно упорядоченное
множество называется ординалом.
Определение 5 (ПОДОРДИНАЛ). Ординал B называется подординалом
ординала A, что записывается B ≼ A, если B является замкнутым
влево подмножеством A с индуцированным порядком.
Определение 6 (ОТОБРАЖЕНИЕ ПОСЛЕДОВАНИЯ). Пусть A — орди-
нал. Тогда отображение последования rA : [1]A \ {A} → [1]A переводит
любой не максимальный элемент [1]A в последующий элемент [1]A.
Лемма 1 (ЛЕММА О СРАВНЕНИИ). Пусть A и B — два ординала, та-
кие что отображения последования rA и rB принимают одинаковые
значения на пересечении их областей определения. Тогда какой-то из
ординалов A и B является подординалом другого.
Доказательство. Пусть C — это объединение общих подординалов A
и B, которое является наибольшим общим подординалом A и B. Если
C 6= A и C 6= B, то определён ординал rA(C) = rB(C), который строго
больше C и является подординалом A и B — противоречие.
Теорема 1 (ЛЕММА КУРАТОВСКОГО –ЦОРНА). Пусть U — частично
упорядоченное множество, аM — множество цепей в U , являющихся
ординалами, упорядоченное отношением «быть подординалом». Тогда,
в предположении аксиомы выбора, в M есть максимальный элемент.
Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда для каждого
A ∈ M , существует A′ ∈ M , такой что A — максимальный собствен-
ный подординал в A′. Воспользовавшись аксиомой выбора, выберем
отображение rU : M → M , сопоставляющее каждому A ∈ M такой
A′. Пусть L := {A ∈ M | rA(B) = rU(B) для всех B ≺ A}. Тогда, вос-
пользовавшись леммой о сравнении, легко увидеть, что

⋃
A∈LA ∈ L. Но⋃

A∈LA ≺ rU(
⋃
A∈LA) ∈ L — противоречие.

Наблюдение 1 (ПРИНЦИП МАКСИМУМА ХАУСДОРФА). Теорема 1 до-
пускает следующую эквивалентную переформулировку, называемую
принципом максимума Хаусдорфа: «В любом частично упорядоченном
множестве существует максимальная по включению цепь».
Замечание 1. Ещё одна стандартная переформулировка теоремы 1 зву-
чит так: «Частично упорядоченное множество, в котором любая цепь
имеет верхнюю грань, содержит максимальный элемент».
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Пример 1. Частично упорядоченное множество счётных подмножеств
несчётного множества удовлетворяет условию наличия верхних граней
у счётных цепей, но не содержит максимальных элементов.



Глава 5

Вещественные числа

5.1. Сечения Дедекинда
Пара слов о целых и рациональных числах
Кольцо целых чисел, обозначаемое Z, — это кольцо формальных раз-
ностей, то есть кольцо Гротендика, полукольца N0. Поле рациональных
чисел, обозначаемое Q, — это поле частных кольца Z. Структура по-
ля на Q единственным образом продолжается до структуры линейно
упорядоченного поля.

Дедекиндовы пары и леммы об обратимости
Обозначение 1. Пусть X — частично упорядоченное множество, а y ∈
X — его элемент. Тогда X⩽y := {x ∈ X | x ⩽ y}, X⩾y := {x ∈ X | x ⩾ y},
X<y := {x ∈ X | x < y}, X>y := {x ∈ X | x > y}.

Определение 1 (ЛЕВЫЕ И ПРАВЫЕ СЕЧЕНИЯ ДЕДЕКИНДА). Назовём
подмножество Y линейно упорядоченного множества X левым/правым
сечением Дедекинда, если Y 6= ∅, X и для любого y ∈ Y выполняется
включение X⩽y ⊊ Y или, соответственно, X⩾y ⊊ Y .

Определение 2 (ДЕДЕКИНДОВЫ ДОПОЛНЕНИЯ И ПАРЫ). Пусть X —
это Q или Q>0. Левое сечение Дедекинда L ⊂ X и правое сечение Де-
декинда R ⊂ X называются дедекиндовыми дополнениями друг друга,
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а пара (L,R) — дедекиндовой парой, если L ∩ R = ∅, и для любого
рационального ε > 0 существуют l ∈ L и r ∈ R, такие что r − l ⩽ ε.

Наблюдение 1. ПустьX — этоQ илиQ>0. Дизъюнктные левое сечение
Дедекинда L ⊂ X и правое сечение Дедекинда R ⊂ X являются деде-
киндовыми дополнениями друг друга тогда и только тогда, когда для
любого рационального ε > 0 открытая ε-окрестность множества L име-
ет непустое пересечение с R, то есть {x ∈ X | ∃l ∈ L : |x−l| < ε}∩R 6= ∅,
или, эквивалентно, открытая ε-окрестность множества R имеет непу-
стое пересечение с L, то есть L ∩ {x ∈ X | ∃r ∈ R : |x − r| < ε} 6= ∅.
Эти условия эквивалентны тому, что L — максимальное по включе-
нию левое сечение Дедекинда, дизъюнктное с R, а R — максимальное
по включению правое сечение Дедекинда, дизъюнктное с L. Отсюда
следует, что у любого левого/правого сечения Дедекинда в X суще-
ствует единственное дедекиндово дополнение.

Определение 3 («ПОЭЛЕМЕНТНОЕ» СЛОЖЕНИЕ, УМНОЖЕНИЕ И ОБ-
РАЩЕНИЕ ПОДМНОЖЕСТВ). Для подмножеств M,M ′,M ′′ ⊂ Q, в част-
ности, левых или правых сечений Дедекинда, определим множества
−M := {−x ∈ Q | x ∈M}, M ′ +M ′′ := {x′ +x′′ ∈ Q | x′ ∈M ′, x′′ ∈M ′′} и
M ′ ·M ′′ := {x′ · x′′ ∈ Q | x′ ∈M ′, x′′ ∈M ′′}. Если M ⊂ Q×, то определим
множество M :(−1) := {x−1 ∈ Q | x ∈M}.

Определение 4 (СЛОЖЕНИЕ ДЕДЕКИНДОВЫХ ПАР В Q). Пусть (L′, R′)
и (L′′, R′′) — дедекиндовы пары в Q. Определим их сумму как дедекин-
дову пару (L′ + L′′, R′ +R′′).

Наблюдение 2. Дедекиндовы пары в Q образуют абелеву группу от-
носительно сложения. Нулём в этой группе является пара (Q<0,Q>0),
а аддитивно обратной к паре (L,R) является пара (−R,−L).

Лемма 1. Пусть (L,R) — дедекиндова пара в Q>0. Тогда (R:(−1), L:(−1))
— это дедекиндова пара в Q>0.

Набросок доказательства. Заметим, что существует C ∈ Q>0, такое
что если l ∈ L и r ∈ R достаточно близки, то C ⩽ l ⩽ r, после чего
воспользуемся тождеством 1/l − 1/r = (r − l)/(lr).

Лемма 2. Пусть (L′, R′) и (L′′, R′′) — дедекиндовы пары в Q>0. Тогда
(L′ · L′′, R′ ·R′′) — это дедекиндова пара в Q>0.
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Набросок доказательства. Заметим, что существует C ′ ∈ Q>0, такое
что если l′ ∈ L′ и r′ ∈ R′ достаточно близки, то l′ ⩽ r′ ⩽ C ′, и аналогично
для пары (L′′, R′′), после чего воспользуемся тождеством r′r′′ − l′l′′ =
r′(r′′ − l′′) + (r′ − l′)l′′.

Определение 5 (УМНОЖЕНИЕ ДЕДЕКИНДОВЫХ ПАР В Q>0). Пусть
(L′, R′) и (L′′, R′′) — дедекиндовы пары в Q>0. Определим их произ-
ведение как дедекиндову пару (L′ · L′′, R′ ·R′′).

Наблюдение 3. Дедекиндовы пары в Q>0 образуют коммутативную
группу относительно умножения. Единицей в этой группе является па-
ра ({x ∈ Q>0 | x < 1}, {x ∈ Q>0 | 1 < x}), а мультипликативно обратной
к паре (L,R) является пара (R:(−1), L:(−1)).

Конструкция поля дедекиндовых сечений
Определение 6 (СЕЧЕНИЕ ДЕДЕКИНДА). Правые сечения Дедекинда
в Q будем называть просто сечениями Дедекинда.

Определение 7 (ОТНОШЕНИЕ ПОРЯДКА НА СЕЧЕНИЯХ ДЕДЕКИНДА).
Стандартным порядком на множестве сечений Дедекинда будем счи-
тать порядок, противоположный порядку, заданному вложенностью се-
чений друг в друга как множеств.

Наблюдение 4. Порядок на множестве сечений Дедекинда линейный
и ограниченно полный: инфимумам соответствуют объединения.

Определение 8 (СЛОЖЕНИЕ СЕЧЕНИЙ ДЕДЕКИНДА). Суммой сечений
Дедекинда R′ и R′′ назовём сечение Дедекинда R′ +R′′.

Наблюдение 5. Сечения Дедекинда образуют упорядоченную адди-
тивную абелеву группу. Аддитивная обратимость любого сечения Де-
декинда следует из наблюдения 2.

Определение 9 (УМНОЖЕНИЕ НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ СЕЧЕНИЙ ДЕДЕ-
КИНДА). Пусть R′ и R′′ — неотрицательные, то есть такие, что R′ ⩾ 0
и R′′ ⩾ 0, сечения Дедекинда. Определим их произведение как неотри-
цательное сечение Дедекинда R′ ·R′′.
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Наблюдение 6. Множество неотрицательных сечений Дедекинда об-
разует полукольцо с нулём. Если мы отождествим множество всех се-
чений Дедекинда с кольцом Гротендика, то есть кольцом формаль-
ных разностей, этого полукольца, то увидим, что операция умножения
неотрицательных сечений Дедекинда однозначно двусторонне дистри-
бутивно продолжается на множество всех сечений Дедекинда, превра-
щая его в упорядоченное кольцо.

Наблюдение 7. По наблюдению 3 строго положительные, то есть стро-
го большие нуля, сечения Дедекинда мультипликативно обратимы, от-
куда следует, что кольцо сечений Дедекинда является полем. Часто
оно отождествляется с полем вещественных чисел, также называемых
действительными числами, и обозначается символом R.

Единственность полного по Дедекинду линейно
упорядоченного поля
Наблюдение 8. Любое линейно упорядоченное поле имеет характери-
стику ноль.

Определение 10 (АРХИМЕДОВО ПОЛЕ). Линейно упорядоченное поле
R называется архимедовым, если множество Z ⊂ R не ограничено в R.

Наблюдение 9. Пусть R — архимедово линейно упорядоченное поле.
Тогда для любого a ∈ R× множество aZ ⊂ R не ограничено.

Теорема 1. Пусть R — архимедово линейно упорядоченное поле. Тогда
для любых a, b ∈ R, таких что a < b, существует рациональное число
r ∈ Q, такое что a < r < b.

Доказательство. По наблюдению 9 существует число m ∈ N1, такое
что m(b − a) > 1. Пусть n ∈ Z — минимальный элемент Z, такой что
ma < n. Тогда ma < n < mb и a < n/m < b.

Определение 11 (ПОЛНОТА ПО ДЕДЕКИНДУ). Линейно упорядоченное
поле называется полным по Дедекинду, если оно является ограничен-
но полным как частично упорядоченное множество, то есть содержит
супремумы ограниченных сверху подмножеств или, эквивалентно, со-
держит инфимумы ограниченных снизу подмножеств.
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Теорема 2. Пусть R — полное по Дедекинду линейно упорядоченное
поле. Тогда R архимедово.

Доказательство. Пусть s ∈ R — супремум Z ⊂ R. Так как s − 1 < s,
то существует число n ∈ Z, такое что s − 1 < n, откуда следует, что
s < n+ 1 — противоречие.

Теорема 3. Пусть R — произвольное полное по Дедекинду линейно
упорядоченное поле, а D — поле сечений Дедекинда. Тогда существует
единственный изоморфизм R ∼−→ D линейно упорядоченных полей.

Набросок доказательства. Во-первых, воспользовавшись теоремами 1
и 2, легко убедиться, что Q∩R>a ∈ D для любого a ∈ R, а отображение
a 7→ Q ∩ R>a : R → D биективно и является сохраняющим порядок
кольцевым гомоморфизмом. Во-вторых, у поля R нет сохраняющих
порядок нетривиальных автоморфизмов, так как их нет у Q.

Замечание 1. Отметим, что любой автоморфизм поля R сохраняет по-
рядок, так как переводит квадраты в квадраты.

5.2. Компактность и связность отрезка
Определение 1 (ИНТЕРВАЛ). Назовём подмножество I ⊂ X частично
упорядоченного множества X интервалом, если для любых x, y ∈ I и
z ∈ X, таких что x ⩽ z ⩽ y, выполняется включение z ∈ I.

Теорема 1 (КОМПАКТНОСТЬ И СВЯЗНОСТЬ ОТРЕЗКА). Пусть U ⊂
Open([0, 1])— множество открытых подмножеств отрезка [0, 1] ⊂ R,
такое что

⋃
U∈U U замкнуто в [0, 1] и не пусто. Тогда [0, 1] является

конечным объединением элементов U .

Доказательство. Для произвольного подмножества X ⊂ [0, 1] обозна-
чим через IX множество открытых в [0, 1] интервалов, содержащихся
в конечных объединениях элементов U и содержащих X.

По условию существует непустой I ∈ I∅. Пусть Imax — это объеди-
нение элементов II , Cinf := inf(Imax), Csup := sup(Imax). Тогда Cinf , Csup ∈
Cl(Imax) ⊂ Cl(

⋃
U∈U U) =

⋃
U∈U U , поэтому существуют Iinf ∈ I{Cinf} и

Isup ∈ I{Csup}. Так как Iinf ∩ Imax 6= ∅ и Isup ∩ Imax 6= ∅, то существу-
ют Ileft, Iright ∈ II , такие что Iinf ∩ Ileft 6= ∅ и Isup ∩ Iright 6= ∅. Тогда
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Ibig := Iinf∪Ileft∪Iright∪Isup ∈ II . Если Cinf 6= 0 или Csup 6= 1, то Ibig 6⊂ Imax,
что противоречит определению Imax. Поэтому Ibig = Imax = [0, 1].

Замечание 1. Очевидно, что теорема 1 допускает следующую эквива-
лентную переформулировку: единичный вещественный отрезок ком-
пактен и связен.



Глава 6

Дифференциальное
исчисление

6.1. Теорема Банаха о фиксированной точке
Определение 1 (РАСТЯЖЕНИЕ И ЛИПШИЦЕВОСТЬ). Пусть X и Y —
метрические пространства, а ϕ : X → Y — отображение. Инфимум
λ ∈ R, таких что dY (ϕ(x′), ϕ(x′′)) ⩽ λ · dX(x′, x′′) для всех x′, x′′ ∈ X,
называется растяжением или липшицевой нормой ϕ. Если липшицева
норма ϕ не равна +∞, то ϕ называется липшицевым.

Определение 2 (РАВНОМЕРНО СЖИМАЮЩЕЕ ОТОБРАЖЕНИЕ). Отоб-
ражение между метрическими пространствами называется равномерно
сжимающим, если его растяжение строго меньше единицы.

Теорема 1 (ТЕОРЕМА БАНАХА О ФИКСИРОВАННОЙ ТОЧКЕ). Пусть X
— полное метрическое пространство, а ϕ : X → X — равномерно
сжимающее отображение. Тогда у ϕ существует единственная фик-
сированная точка.

Доказательство. Единственность очевидна — остальные точки обя-
заны приближаться к фиксированной. Теперь докажем существова-
ние. Обозначим растяжение ϕ через λ и выберем произвольную точку
x ∈ X. Из неравенств d(ϕ◦(n+1)(x), ϕ◦(n+2)(x)) ⩽ λ · d(ϕ◦n(x), ϕ◦(n+1)(x)),
где n ∈ N0, следует, что расстояния между членами последовательно-
сти (ϕ◦n(x))∞

n=0 не больше расстояний между соответствующими члена-
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ми последовательности (c·sn)∞
n=0, где c := d(x, ϕ(x)), sn :=

∑n
i=1 λ

i−1. Так
как последовательность (sn)∞

n=0 сходится, то она является последова-
тельностью Коши, откуда следует, что последовательность (ϕ◦n(x))∞

n=0
является последовательностью Коши, и, как следствие, сходится. Пре-
дел и будет фиксированной точкой, так как из непрерывности ϕ сле-
дует, что ϕ(limn→∞ ϕ◦n(x)) = limn→∞ ϕ(ϕ◦n(x)) = limn→∞ ϕ◦n(x).

6.2. Теорема об обратной функции
Теорема 1 (НЕРАВЕНСТВО ЛАГРАНЖА). Пусть E — евклидово про-
странство, а γ : [0, 1]→ E — непрерывное отображение, дифференци-
руемое на интервале (0, 1). Тогда существует точка x ∈ (0, 1), такая
что |γ(1)− γ(0)| ⩽ ‖D(γ)x‖.

Набросок доказательства. Пусть L — это прямая, проходящая через
γ(0) и γ(1), а π : E → L — это ортогональная проекция на L. Так как
дифференциалы π во всех точках имеют норму не больше 1, то замена
γ на π ◦γ сводит доказательство теоремы к случаю одномерного E, где
она следует из классической теоремы Лагранжа о среднем.

Теорема 2. Пусть E — это евклидово пространство, а ϕ : E → E —
это дифференцируемое отображение, такое что ϕ(0) = 0, отображе-
ние D(ϕ)0 биективно, а отображение x 7→ D(ϕ)x : E → HomR-mod(E,E)
непрерывно в нуле. Тогда существует открытая окрестность нуля
U ⊂ E, такая что ϕ(U) открыто, а x 7→ ϕ(x) : U → ϕ(U) биективно.

Доказательство. Сначала сделаем два наблюдения. Во-первых, для
любого y ∈ E решения уравнения ϕ(x) = y совпадают с фиксирован-
ными точками отображения ψy : E → E, x 7→ ϕ(x) + x− y. Во-вторых,
без потери общности можно предположить, что D(ϕ)0 = −Id, заменив
ϕ на (−(D(ϕ)0)◦(−1)) ◦ ϕ. Тогда D(ψy)0 = 0 для всех y ∈ E.

Теперь зафиксируем два вещественных числа ε, ρ > 0, таких что
ε+ ρ = 1. Так как D(ψ0)0 = 0, а отображение x 7→ D(ψ0)x 7→ ‖D(ψ0)x‖ :
E → HomR-mod(E,E)→ R непрерывно в нуле, то мы можем найти веще-
ственное число R > 0, такое что для любого x ∈ E, удовлетворяющего
условию |x| ⩽ R, выполняется неравенство ‖D(ψ0)x‖ ⩽ ε, экививалент-
ное неравенству ‖D(ψy)x‖ ⩽ ε для произвольного y ∈ E.
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Согласно неравенству Лагранжа (теорема 1) для любого y ∈ E рас-
тяжение ограничения ψy на замкнутый шар {x ∈ E | |x| ⩽ R} не превос-
ходит ε. В частности, |ψ0(x)| ⩽ εR для всех x ∈ E, таких что |x| ⩽ R, и
|ψy(x)| = |ψ0(x) + y| < R для всех x, y ∈ E, таких что |x| ⩽ R и |y| < ρR.

Зафиксируем произвольный y ∈ E, такой что |y| < ρR, и применим
теорему Банаха о фиксированной точке к отображению x 7→ ψy(x) :
{x ∈ E | |x| ⩽ R} → {x ∈ E | |x| ⩽ R}. Мы получим, что существует
единственная точка x ∈ E, такая что |x| ⩽ R и ϕ(x) = y, причём |x| =
|ψy(x)| < R. Множество U := {x ∈ E | |x| < R}∩ϕ−1({y ∈ E | |y| < ρR}),
для которого ϕ(U) = {y ∈ E | |y| < ρR}, подходит условию теоремы.

6.3. Равенство смешанных производных
Теорема 1 (РАВЕНСТВО СМЕШАННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ). Пусть U =
U ′×U ′′ ⊂ R2 — открытая окрестность нуля, а f : U → R — функция,
такая что f(0) = 0, вторая частная производная ∂2∂1f существует
во всех точках U и непрерывна в нуле. Пусть g : U → R, (x1, x2) 7→
f(x1, x2)−f(x1, 0)−f(0, x2). Тогда ∂2∂1f(0) = limx1,x2→0(g(x1, x2)/(x1x2)).

Доказательство. Зафиксируем точку (x1, x2) ∈ U . Применив теорему
Лагранжа о среднем к функции α 7→ g(αx1, x2) : [0, 1] → R, получаем,
что g(x1, x2) = x1∂1g(α1x1, x2) для какого-то α1 ∈ (0, 1). Применив тео-
рему Лагранжа о среднем к функции α 7→ x1∂1g(α1x1, αx2) : [0, 1]→ R,
получаем, что g(x1, x2) = x1x2∂2∂1g(α1x1, α2x2) для какого-то α2 ∈ (0, 1).
Заметив, что ∂2∂1g = ∂2∂1f как функции на U , и устремив x1 и x2 к
нулю, получаем, что ∂2∂1f(0) = limx1,x2→0(g(x1, x2)/(x1x2)).

6.4. Лемма Адамара
Обозначение 1. Пусть r ⩾ i ⩾ 0 — целые числа. Символом Ci

r будем
обозначать биноминальный коэффициент, равный r!/(i!(r − i)!).

Наблюдение 1. Пусть r ∈ N1. В результате разложения выражения
(1− 1)r по биному Ньютона получается формула

∑r
i=0(−1)iCi

r = 0.

Лемма 1. Пусть f : R → R — функция класса Cr, где r ∈ N1, такая
что f(0) = 0. Пусть g : R \ {0} → R, x 7→ f(x)/x, а t ∈ R \ {0}. Тогда
существуют вещественные числа αi ∈ (0, 1), где 1 ⩽ i ⩽ r, такие что
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g(r−1)(t) = 1
r

∑r
i=1(−1)i−1Ci

rf
(r)(αit). Помимо этого, если f класса Cr+1,

то существуют вещественные числа βi ∈ (0, 1), где 1 ⩽ i ⩽ r, такие
что g(r−1)(t) = 1

r
f (r)(0) + 1

r(r+1)
∑r

i=1(−1)i−1Ci+1
r+1f

(r+1)(βit)t.

Доказательство. Применяя правило Лейбница, получаем равенство
g(r−1)(t) =

∑r
i=1 C

i−1
r−1(−1)i−1(i − 1)!t−if (r−i)(t). По теореме Тейлора для

каждого 1 ⩽ i ⩽ r существует вещественное число αi ∈ (0, 1), такое
что f (r−i)(t) = (

∑i−1
j=0

1
j!f

(r−i+j)(0)tj) + 1
i!f

(r)(αit)ti. Подставив это выра-
жение в выражение для g(r−1)(t) и произведя необходимые сокращения,
получаем первую формулу.

Вторая формула аналогичным образом получается подстановкой
выражения f (r−i)(t) = (

∑i
j=0

1
j!f

(r−i+j)(0)tj) + 1
(i+1)!f

(r+1)(βit)ti+1, где βi ∈
(0, 1) для каждого 1 ⩽ i ⩽ r, в выражение для g(r−1)(t).

Замечание 1. По первой формуле леммы 1 сразу вычисляется пре-
дел limt→0 g

(r−1)(t) = 1
r

∑r
i=1(−1)i−1Ci

rf
(r)(0) = 1

r
f (r)(0), а по второй —

предел limt→0((g(r−1)(t)− 1
r
f (r)(0))/t) = 1

r(r+1)
∑r

i=1(−1)i−1Ci+1
r+1f

(r+1)(0) =
1

r(r+1)(C
1
r+1 − C0

r+1)f (r+1)(0) = 1
r+1f

(r+1)(0).

Теорема 1 (ЛЕММА АДАМАРА). Пусть f : Rn → R — функция класса
Cr, где r ∈ N1, а l : Rn → R — ненулевая линейная функция, такая
что {x ∈ Rn | l(x) = 0} ⊂ {x ∈ Rn | f(x) = 0}. Тогда существует
единственная функция g : Rn → R класса Cr−1, такая что f = g · l.

Набросок доказательства. Мы можем предположить, что в Rn выбра-
ны координаты, а l — это отображение (xi)ni=1 7→ x1 : Rn → R.

Сначала рассмотрим случай r = 1. Пусть (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, при-
чём x1 6= 0. Тогда f(x1, x2, . . . , xn)/x1 = ∂1f(αx1, x2, . . . , xn) для какого-
то α ∈ (0, 1). Это показывает, что функция Rn → R, которая переводит
x ∈ Rn в f(x)/l(x) при l(x) 6= 0, и в ∂1f(x) при l(x) = 0, является
непрерывной и подходит в качестве g. Единственность g очевидна.

Теперь рассмотрим случай r ⩾ 2. Пусть (ki)ni=1 — семейство элемен-
тов N0, такое что

∑n
i=1 ki ⩽ r − 1. Нам нужно доказать, что функция

∂k1
1 · · · ∂kn

n g : Rn → R существует и непрерывна. Очевидная непосред-
ственная проверка показывает, что функция ĝ := ∂k2

2 · · · ∂kn
n g : Rn → R

существует и является в точности единственной непрерывной функци-
ей на Rn, удовлетворяющей равенству f̂ = ĝ · l, где f̂ := ∂k2

2 · · · ∂kn
n f .
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Доказательство существования и непрерывности функции ∂k1
1 ĝ по-

лучается последовательным применением двух формул леммы 1 к огра-
ничениям f̂ на слои проекции (xi)ni=1 7→ (xi)ni=2 : Rn → Rn−1.

Следствие 1. Пусть f : Rn → R — функция класса Cr, где r ∈ N1 ∪
{∞}, такая что f(0) = 0. Пусть li : Rn → R, где 1 ⩽ i ⩽ n, —
стандартные координатные функции. Тогда существуют функции gi :
Rn → R класса Cr−1, где 1 ⩽ i ⩽ n, такие что f =

∑n
i=1 gi · li.

Доказательство. Докажем теорему индукцией по n. Введём обозна-
чение H := {x ∈ Rn | ln(x) = 0}. По предположению индукции огра-
ничение f |H : H → R представляется в виде

∑n−1
i=1 ĝi · l̂i, где ĝi имеют

класс Cr−1, а l̂i — это стандартные координатные функции. Для каж-
дого 1 ⩽ i ⩽ n − 1 возьмём gi := ĝi ◦ π, где π : Rn → H — стандартная
проекция. По теореме 1 функция f − (f |H ◦ π) = f −

∑n−1
i=1 gi · li пред-

ставляется в виде gn · ln, где gn имеет класс Cr−1.

Замечание 2. Часто леммой Адамара называется следствие 1, а не тео-
рема 1.

6.5. Лемма Морса
Теорема 1. Пусть (A,m, k) — ассоциативное коммутативное уни-
тальное локальное кольцо, такое что 2 ∈ A×, а M — конечно по-
рождённый A-модуль, снабжённый формой b : S2

A(M)→ A такой что
индуцированная форма b : S2

k(M)→ k, где M := M/mM , невырождена.
Тогда модуль M свободен, а форма b невырождена и диагонализуема.

Доказательство. Докажем теорему индукцией по m := dimk(M). Если
m = 0, то M = 0 по лемме Накаямы. Теперь рассмотрим случай m ⩾ 1.
Пусть v ∈M — вектор, такой что b(v, v) ∈ k×, а v ∈M — его поднятие.
Тогда b(v, v) ∈ A×, откуда, в частности, следует, что A-гомоморфизм
α 7→ αv : A → Av биективен, так как его ядро лежит в ядре индуци-
рованной на A формы, которое тривиально. Так как индуцированные
формы на Av и kv невырождены, то M = Av⊕ (Av)⊥ и M = kv⊕ (kv)⊥,
причём отображение редукции M →M переводит (Av)⊥ в (kv)⊥ сюръ-
ективно, что позволяет завершить доказательство по индукции.
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Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 кольцо A — это кольцо
ростков в точке 0 функций класса Cr, где r ∈ N0 ∪{∞}, из Rn в R, то
форма b приводится к диагональному виду с ±1 на диагонали.

Доказательство. Это следствие того, что группа A×/(A×):2 состоит из
двух элементов — классов ±1 ∈ A×.

Замечание 1. Очевидно, что при условиях следствия 1 «сигнатура» b
в понятном смысле определена однозначно и совпадает с сигнатурой b.

Теорема 2 (ЛЕММА МОРСА). Пусть f — росток в точке 0 функ-
ции класса Cr+2, где r ∈ N1 ∪ {∞}, из Rn в R, такой что f(0) = 0,
(∂if(0))ni=1 = 0, а матрица (∂i∂jf(0))ni,j=1 невырождена. Пусть веще-
ственная квадратичная форма, заданная матрицей (∂i∂jf(0))ni,j=1, эк-
вивалентна квадратичной форме

∑n
i=1 aiX

2
i , где ai ∈ {±1} для всех

1 ⩽ i ⩽ n. Тогда существует семейство (ui)ni=1 ростков в точке 0
функций класса Cr из Rn в R, таких что ui(0) = 0 для всех 1 ⩽ i ⩽ n,
матрица (∂iuj(0))ni,j=1 невырождена, а f =

∑n
i=1 aiu

2
i .

Доказательство. Применив лемму Адамара к f , получаем разложение
f =

∑n
i=1 gili, где li обозначает росток i-ой координатной функции, а gi

для 1 ⩽ i ⩽ n — это ростки функций класса Cr+1. Прямое вычисление
по правилу Лейбница показывает, что для любого 1 ⩽ i ⩽ n выпол-
няется равенство ∂if(0) = gi(0). Применив лемму Адамара к функци-
ям gi, где 1 ⩽ i ⩽ n, получаем разложение f =

∑n
i,j=1 hi,jlilj, где hi,j

для 1 ⩽ i, j ⩽ n — это ростки функций класса Cr. Заменив hi,j на
(hi,j + hj,i)/2 для каждой пары 1 ⩽ i, j ⩽ n, можно предположить, что
hi,j = hj,i для любых 1 ⩽ i, j ⩽ n. Прямое вычисление по правилу Лейб-
ница показывает, что для любых 1 ⩽ i, j ⩽ n выполняется равенство
∂i∂jf(0) = 2 · hi,j(0), в частности, матрица (hi,j(0))ni,j=1 невырождена.

Пусть A — это кольцо ростков в точке 0 функций класса Cr из Rn в
R. Тогда по следствию 1 существует матрица (si,j)ni,j=1 ∈ GLn(A) такая
что

∑n
i=1 ai(

∑n
j=1 si,jXj)2 =

∑n
i,j=1 hi,jXiXj. Для каждого 1 ⩽ i ⩽ n возь-

мём ui :=
∑n

j=1 si,jlj. Прямое вычисление по правилу Лейбница показы-
вает, что для любых 1 ⩽ i, j ⩽ n выполняется равенство ∂iuj(0) = sj,i(0),
в частности, матрица (∂iuj(0))ni,j=1 невырождена.



Глава 7

Группы перестановок

7.1. Группы и их действия
Основная теорема теории групп
Определение 1 (ТРАНЗИТИВНОСТЬ). Действие группы на множестве
называется транзитивным действием или орбитой, если фактор мно-
жества по этому действию одноточечный.

Наблюдение 1 (РАЗЛОЖЕНИЕ НА ОРБИТЫ). Множество, снабжённое
действием группы, однозначно представляется в виде дизъюнктного
объединения орбит этой группы.

Наблюдение 2 (ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА). Переход к стабилизатору от-
меченной точки задаёт эквивариантную эквивалентность между кате-
горией пунктированных орбит группы и частично упорядоченным мно-
жеством её подгрупп. Квазиобратным к этой эквивалентности является
функтор множества правых смежных классов по подгруппе.

Замечание 1. В частности, примитивные действия группы соответству-
ют её максимальным собственным подгруппам.

Замечание 2. Группа автоморфизмов плоскости, скажем, аффинных
или метрических, — это прекрасный пример для иллюстрации базовых
понятий теории групп.
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Приложения основной теоремы
Наблюдение 3 (РАЗЛОЖЕНИЕ ГРУППЫ НА ДВОЙНЫЕ СМЕЖНЫЕ КЛАС-
СЫ). Пусть G — группа, а K,H ⊂ G — её подгруппы. Рассмотрев дей-
ствие группы K ×Ho на множестве G двусторонним умножением, по-
лучаем разложение G на двойные смежные классы KgH, где g ∈ G.

Наблюдение 4 (ФОРМУЛА ФРОБЕНИУСА ДЛЯ ИНДЕКСА). В услови-
ях наблюдения 3 каждый KgH является дизъюнктным объединением
|K : K ∩ gHg−1| элементов G/H, поскольку KgH — это объединение
элементов орбиты точки gH ∈ G/H под действием K на G/H левым
умножением, при этом StabK(gH) = K ∩ StabG(gH) = K ∩ gHg−1.

Следствие 1 (ФОРМУЛА ПРОИЗВЕДЕНИЯ). В условиях наблюдения 3,
если K и H конечны, то |KH| = |H||K : K ∩H| = |H||K|/|K ∩H|.

Теорема 1. Пусть G — группа, а H,K ⊂ G — её подгруппы. Тогда
выполняется неравенство |G : H ∩K| ⩽ |G : H||G : K|.

Доказательство. Стабилизатор точки (H,K) ∈ (G/H) × (G/K) отно-
сительно очевидного действия G на (G/H)×(G/K) левым умножением
равен H ∩K, при этом |(G/H)× (G/K)| = |G : H||G : K|.

Теорема 2. Пусть G — конечная группа, а H ⊂ G — её подгруппа,
такая что простые делители порядка H не меньше индекса H. Тогда
H нормальна.

Доказательство. Подгруппа H нормальна тогда и только тогда, когда
все орбиты действияH левым умножением на правых смежных классах
G по H одноточечные. Теперь воспользуемся тем, что сумма порядков
орбит, одна из которых одноточечная, равна индексу H, а порядок
каждой орбиты делит порядок H.

Теорема 3 (ТЕОРЕМЫ СИЛОВА).

а) В конечной группе порядка pnm, где m не делится на простое
p, существует подгруппа порядка pn, называемая силовской p-
подгруппой.

б) Все подгруппы порядка pk для какого-то k, называемые p-подгруп-
пами, лежат в силовских p-подгруппах, которые все сопряжены.
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в) Если np — количество силовских p-подгрупп, то np ≡ 1 (mod p).

Доказательство.

а) В нашей группе количество подмножеств мощности pn не делит-
ся на p: (1 + x)pnm ≡ (1 + xp

n)m ≡ 1 + mxp
n + . . . (mod p). Группа

действует умножением на множестве таких подмножеств, причём
порядок по крайней мере одной орбиты не делится на p. Стаби-
лизатор точки из этой орбиты имеет порядок pn.

б) Если мы посмотрим на действие произвольной p-подгруппы на
этой орбите, то порядок какой-то из её орбит не будет делится на
p, то есть она будет одноточечной.

в) Рассмотрим действие силовской p-подгруппы P сопряжением на
множестве силовских p-подгрупп. У неё только одна одноточеч-
ная орбита: сама P , так как если P фиксирует другую силов-
скую p-подгруппу H, то PH — p-подгруппа, строго большая P ,
что невозможно.

Лемма 1. Пусть I — конечное множество, а λ ∈ Q. Тогда у уравнения∑
i∈I 1/Xi = λ конечное число нулей в NI1.

Доказательство. Случаи I = ∅ или λ ⩽ 0 очевидны. Пусть I 6= ∅,
λ > 0, а (xi)i∈I ∈ NI1 — ноль уравнения. Минимальный из xi не мо-
жет быть строго больше |I|/|λ|. Подстановка целых чисел из интервала
(0, |I|/|λ|] в уравнение

∑
i∈I 1/Xi = λ вместо одной из переменных даёт

конечное число уравнений того же типа на остальные переменные, и
лемма доказывается индукцией по |I|.

Теорема 4 (ТЕОРЕМА Э. ЛАНДАУ). Порядок конечной группы с фик-
сированным числом классов сопряжённости элементов ограничен.

Доказательство. Порядок группы равен сумме порядков классов со-
пряжённости, при этом класс сопряжённости единицы одноточечный.
Поделив соответствующее уравнение на порядок группы, мы выразим
число один в виде суммы обратных к натуральным числам, одно из
которых равно порядку группы. Теперь воспользуемся леммой 1.

Теорема 5 («ЛЕММА БЕРНСАЙДА»). Пусть G — конечная группа,
транзитивно действующая на множестве X. Тогда среднее число
фиксированных точек элементов G равно единице: 1

|G|
∑

g∈G|Xg| = 1.
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Доказательство. Множество {(g, x) ∈ G × X | gx = x}, очевидно, би-
ективно и

⊔
g∈G{x ∈ X | gx = x}, и

⊔
x∈X{g ∈ G | gx = x}, а второе из

этих множеств равномощно G.

Следствие 2 (ТЕОРЕМА ЖОРДАНА). Пусть G — группа, транзитив-
но и нетривиально действующая на конечном множестве X. Тогда
существует g ∈ G, который не фиксирует ни одной точки X.

Доказательство. Пусть G′ — это образ G в конечной группе Sym(X).
Так как 1 ∈ G′ фиксирует |X| ⩾ 2 точек X, то, согласно «лемме Берн-
сайда», существует g′ ∈ G′, который не фиксирует ни одной точки X.
Возьмём в качестве g ∈ G любой прообраз g′.

Замечание 3. Теорему Жордана можно количественно усилить, см.
теорему 5 в статье [2].
Замечание 4. Теорему Жордана можно переформулировать так: вло-
жение собственной подгруппы конечного индекса не может быть сюръ-
ективным на классах сопряжённости.
Замечание 5. Не биективное вложение бесконечных множеств J → I
индуцирует не биективное вложение групп финитарных перестановок
FSym(J)→ FSym(I), которое биективно на классах сопряжённости.

7.2. Простота больших знакопеременных
групп

Наблюдение 1. Если умножить перестановку на транспозицию, со-
единяющую элементы разных циклов, то эти циклы сольются, а если
на соединяющую элементы одного цикла, то этот цикл разложится на
два. Это рассуждение сразу даёт разложение перестановки в произве-
дение транспозиций, определение знака и его корректность.

Наблюдение 2. Ограничим действие конечной нетривиальной симмет-
рической группы на себе сопряжением до действия знакопеременной
группы. Тогда орбиты перестановок, у которых в цикленном разло-
жении присутствует цикл чётной длины или два цикла одинаковой
нечётной длины, не изменятся, так как их стабилизаторы содержат
нечётные перестановки, а орбиты перестановок, состоящих из циклов
попарно различной нечётной длины, распадутся на две равномощные.
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Лемма 1. Группа Alt(5) проста.

Доказательство. В Alt(5) содержатся перестановки цикленных типов
(5), (3, 1, 1), (2, 2, 1), (1, 1, 1, 1, 1). Соответствующие классы сопряжён-
ности имеют порядки 12, 12, 20, 15, 1. Никакая нетривиальная сумма
записей этого списка, включающая 1, не делит |Alt(5)| = 60.
Теорема 1. Группа G := Alt(Ω), где 5 ⩽ |Ω| <∞, проста.

Доказательство. Докажем теорему индукцией по |Ω|. Случай |Ω| = 5
— это лемма 1. Пусть |Ω| ⩾ 6, а σ ∈ G \ {1}. Нам нужно доказать,
что сопряжённые к σ в G порождают G. Так как центр G тривиален
и G порождена 3-циклами, то существует 3-цикл τ ∈ G, такой что
γ := [σ, τ ] = σ(τσ−1τ−1) 6= 1. Заметим, что γ является произведением
3-циклов τ ′ := στσ−1 и τ−1. Если τ ′ и τ−1 не независимы, то γ лежит в
стабилизаторе точки из Ω, и мы победили. Если τ ′ и τ−1 независимы,
то, согласно наблюдению 2, перестановка γ′ := τ ′τ сопряжена γ в G.
Тогда γγ′ = τ ′τ−1τ ′τ = (τ ′)2 — 3-цикл, и мы снова победили.

7.3. Автоморфизмы симметрических групп
Автоморфизмы группы Sym(Ω) при |Ω| 6= 6
Определение 1 (СИММЕТРИЧЕСКАЯ ГРУППА). Пусть Ω — множество.
Тогда группа автоморфизмов Ω как множества называется симметри-
ческой группой и обозначается через Sym(Ω).
Определение 2 (ГРУППА ФИНИТАРНЫХ ПЕРЕСТАНОВОК). Пусть Ω —
множество. Тогда подгруппа в группе Sym(Ω), которая состоит из всех
перестановок σ ∈ Sym(Ω), таких что множество фиксированых точек σ
имеет конечное дополнение, обозначается через FSym(Ω) и называется
группой финитарных перестановок.
Обозначение 1. Если n ∈ N0, то Sym(n) := Sym({1, 2, . . . , n}).
Соглашение 1 (ИНВОЛЮЦИЯ). В этом разделе инволюцией называет-
ся нетривиальная перестановка, которая обратна сама себе.
Соглашение 2 (ЗВЕЗДА). В этом подразделе звездой называется про-
извольное множество попарно не коммутирующих транспозиций в ка-
кой-то фиксированной симметрической группе.
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Наблюдение 1. Если k ⩾ 2 и k 6= 3, то у элементов k-элементной
звезды всегда есть ровно одна общая подвижная точка (см. рис. 7.2a).

Наблюдение 2. Максимальные звёзды в Sym(4) делятся на две орбиты
относительно действия Sym(4), индуцированного сопряжением. Звёзды
из одной орбиты порождают Sym(4), а из другой — нет.

Теорема 1. Если автоморфизм Φ′ ∈ Aut(FSym(Ω)), где Ω — произ-
вольное множество, переводит транспозиции в транспозиции, то Φ′

индуцирован каким-то элементом ϕ ∈ Sym(Ω).

Доказательство. Пусть |Ω| ⩾ 3. Тогда Φ′ задаёт перестановку ϕ ∈
Sym(Ω) через действие Φ′ на порождающих звёздах, эквивариантно
биективных элементам Ω. При этом, так как транспозиции — это в
точности пересечения пар различных порождающих звёзд, то Φ′ и ϕ
одинаково действуют на транспозиции, а потому и на все элементы
FSym(Ω). Случаи |Ω| = 0, 1, 2 разбираются отдельно.

Наблюдение 3. Пусть Ω — множество, такое что |Ω| 6= 2. Тогда цен-
трализатор FSym(Ω) в Sym(Ω) тривиален.

Лемма 1. Если Ω — множество, а Ψ ∈ Aut(Sym(Ω)) — автоморфизм,
продолжающий автоморфизм Ψ′ := Id ∈ Aut(FSym(Ω)), то Ψ = Id.

Доказательство. Можно предположить, что |Ω| 6= 2. Тогда, согласно
наблюдению 3, имеем вложение ι : Sym(Ω)→ Aut(FSym(Ω)), σ 7→ (−)σ ,
такое что ι(Ψ(σ)) = Ψ′ ◦ ι(σ) ◦Ψ′−1 = ι(σ) для любого σ ∈ Sym(Ω).

Теорема 2. Если автоморфизм Φ ∈ Aut(Sym(Ω)), где Ω — произволь-
ное множество, переводит транспозиции в транспозиции, то Φ ин-
дуцирован каким-то элементом ϕ ∈ Sym(Ω).

Доказательство. Следует из теоремы 1 и леммы 1, так как, очевидно,
Φ(FSym(Ω)) = FSym(Ω).

Теорема 3. Пусть Ω — множество, такое что |Ω| 6= 6. Тогда любой
автоморфизм группы Sym(Ω) является внутренним автоморфизмом.

Доказательство. Согласно теореме 2 достаточно доказать, что любой
автоморфизм группы Sym(Ω) переводит транспозиции в транспозиции.
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Если Ω конечно, то в классе сопряжённости инволюций, элементы ко-
торого имеют фиксированные точки, есть пара элементов, расположен-
ных как на рис. 7.1a, а в классе, элементы которого не имеют фикси-
рованных точек, — как на рис. 7.1b. Отсюда ясно, что если |Ω| 6= 4, 6,
то в любом классе инволюций, кроме класса транспозиций, есть пара
элементов, порядок произведения которых строго больше 3. А в Sym(4)
все инволюции без фиксированных точек попарно коммутируют, в от-
личие от транспозиций.

a. С фиксированными точками b. Без фиксированных точек

Рис. 7.1. Примеры пар сопряжённых инволюций

Автоморфизмы группы Sym(6)
Соглашение 3 (ДЛИННАЯ ИНВОЛЮЦИЯ). В этом подразделе длинной
инволюцией называется инволюция без фиксированных точек.

Соглашение 4 (ПЯТЁРКА). В этом подразделе пятёрки попарно не
коммутирующих длинных инволюций в Sym(6) называются просто пя-
тёрками.

Наблюдение 4. Длинные инволюции в Sym(6) коммутируют тогда и
только тогда, когда у них есть общий цикл.

Наблюдение 5. Группа Sym(6) транзитивно действует на множестве
упорядоченных пар не коммутирующих длинных инволюций в Sym(6).

Наблюдение 6. Любая пара не коммутирующих длинных инволюций
в Sym(6) однозначно достраивается до пятёрки (см. рис. 7.2b).

Лемма 2. Группа элементов Sym(6), переводящих фиксированную пя-
тёрку в себя, имеет порядок 120 и реализует в точности все пере-
становки элементов пятёрки.
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Доказательство. Согласно наблюдению 5 любую упорядоченную па-
ру различных элементов пятёрки можно перевести в любую другую
упорядоченную пару различных элементов пятёрки действием элемен-
та Sym(6), при этом, согласно наблюдению 6, пятёрка автоматически
перейдёт в себя. Стабилизатор в Sym(6) упорядоченной пары элемен-
тов пятёрки имеет порядок 6 и реализует в точности все перестановки
оставшихся трёх элементов пятёрки (см. рис. 7.2b).

a. Цикленного типа (2, 1,4) b. Цикленного типа (2,3)

Рис. 7.2. Пятёрки попарно не коммутирующих инволюций в Sym(6)

Наблюдение 7. Согласно наблюдениям 5 и 6 группа Sym(6) транзи-
тивно действует на пятёрках. С учётом леммы 2 количество пятёрок
равно 6.

Наблюдение 8. Канонический гомоморфизм из Sym(6) в группу пе-
рестановок шести пятёрок инъективен, так как в Sym(6) нет нетриви-
альной нормальной подгруппы индекса, кратного шести.

Замечание 1. Проверить, что в Sym(6) нет нетривиальной нормальной
подгруппы индекса, кратного шести, можно посмотрев на список 1, 15,
15, 40, 40, 45, 90, 90, 120, 120, 144 порядков классов сопряжённости в
Sym(6) и заметив, что включающая 1 нетривиальная сумма записей
списка не может принадлежать списку 120, 60, 40, 30, … делителей
числа |Sym(6)|/6.

Наблюдение 9. Действие транспозиции из Sym(6) на пятёрку никогда
не переводит её в себя (см. рис. 7.2b), а потому транспозиции переходят
в перестановки шести пятёрок, не имеющие фиксированной точки.

Теорема 4. Группа внешних автоморфизмов группы Sym(6) имеет
порядок 2.
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Доказательство. Мы уже построили нетривиальный элемент в группе
внешних автоморфизмов Sym(6). Осталось заметить, что любой внеш-
ний автоморфизм Sym(6) обязан переводить инволюции цикленного ти-
па (2, 1,4) в инволюции цикленного типа (2,3), и наоборот, откуда, со-
гласно теореме 2, следует, что произведение любых двух внешних авто-
морфизмов Sym(6) является внутренним автоморфизмом Sym(6).

Наблюдение 10. Пятёрки попарно не коммутирующих инволюций без
фиксированных точек на множестве пятёрок попарно не коммутирую-
щих инволюций без фиксированных точек на шестиэлементном мно-
жестве эквивариантно биективны элементам исходного множества.





Глава 8

Модули над
некоммутативными
кольцами

8.1. Разложения и идемпотенты
Наблюдение 1. Пусть R ∼=

⊕
i∈I Ri, где |I| < ∞, — ассоциативное

унитальное кольцо, разложенное в конечное произведение колец, а M
— R-модуль. Тогда M ∼= R ⊗R M ∼= (

⊕
i∈I Ri) ⊗R M ∼=

⊕
i∈I(Ri ⊗R M).

Так как для любого i ∈ I образ Ri ⊗R M в M равен RiM , то M ∼=⊕
i∈I RiM . Иначе говоря, модуль над конечным произведением колец

является прямой суммой образов действий координатных единиц.

Наблюдение 2. Унитальное кольцо Z×I , где I — конечное множество,
можно задать образующими ei, где i ∈ I, соответствующими коорди-
натным единицам, и соотношениями e2

i = ei для любого i ∈ I, eiej = 0
для любых i, j ∈ I, таких что i 6= j, и

∑
i∈I ei = 1. При этом один

из ei и последнее соотношение можно убрать. В частности, существует
очевидный изоморфизм Z[X]/(X2 −X) ∼−→ Z× Z, X 7→ (1, 0).

Пример 1. Пусть M — модуль над ассоциативным унитальным коль-
цом R, а x : M →M — его идемпотентный эндоморфизм. Тогда, соглас-
но наблюдению 2, x индуцирует на M структуру модуля над кольцом
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(Z×Z)⊗Z R ∼= R×R, а потому, согласно наблюдению 1, и разложение
M в прямую сумму двух R-подмодулей.

Пример 2. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, рассматри-
ваемое как бимодуль над собой, а x ∈ EndR⊗ZRo-mod(R) ∼= Z(R) — его
идемпотентный эндоморфизм. Тогда, согласно примеру 1, x индуциру-
ет разложение R в прямую сумму двух двусторонних идеалов.

Наблюдение 3. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, M —
R-модуль, I и J — конечные множества, а E := EndR-mod(M). Тогда
пара гомоморфизмов колец ZI → E и ZJ → E, образы которых поэле-
ментно коммутируют, соответствующих разложениям M =

⊕
i∈I Vi и

M =
⊕

j∈J Uj, индуцирует гомоморфизм колец ZI ⊗Z ZJ ∼= ZI×J → E,
соответствующий разложению M =

⊕
i∈I,j∈J(Vi ∩ Uj).

Следствие 1. Если M — модуль над ассоциативным унитальным
кольцом R, такой что кольцо EndR-mod(M) коммутативно, то раз-
ложение M в конечную внутреннюю прямую сумму неразложимых
подмодулей определено однозначно, если существует.

Следствие 2. Разложение ассоциативного унитального кольца в ко-
нечную внутреннюю прямую сумму неразложимых двусторонних иде-
алов определено однозначно, если существует.

8.2. Модули над кольцом матриц
Эквивалентность категорий
Теорема 1. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а I, J и
K — три конечных непустых множества. Тогда гомоморфизм ρI,J,K :
MI,J(R)⊗MJ (R)MJ,K(R)→ MI,K(R), x⊗y 7→ xy является изоморфизмом.

Доказательство. Стандартные разложения MI,J(R) ∼=
⊕

i∈I M{i},J(R),
MJ,K(R) ∼=

⊕
k∈K MJ,{k}(R) и MI,K(R) ∼=

⊕
i∈I,k∈K M{i},{k}(R) индуциру-

ют разложение ρI,J,K =
⊕

i∈I,k∈K ρ{i},J,{k}. Так как ρJ,J,J — изоморфизм,
то ρpt,J,pt — изоморфизм, а потому ρI,J,K — тоже изоморфизм.

Наблюдение 1. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а I —
конечное непустое множество. Тогда из теоремы 1 ясно, что функторы
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V 7→ MI,pt(R) ⊗R V : R-mod →← MI(R)-mod : Mpt,I(R) ⊗MI(R) U 7→U
задают эквивалентность категорий R-mod и MI(R)-mod.

Наблюдение 2. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, I — ко-
нечное непустое множество, U — MI(R)-модуль, а (ei,j)i,j∈I — стандарт-
ный базис MI(R) как R-модуля. Тогда подкольцо

⊕
i∈I Rei,i ⊂ MI(R)

задаёт разложение U =
⊕

i∈I ei,iU , причём для любых i, j ∈ I действие
ei,j изоморфно переводит ej,jU в ei,iU . Это ещё один способ увидеть
эквивалентность категорий R-mod и MI(R)-mod.

Некоторые централизаторы в кольце матриц
Следствие 1. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а I —
конечное непустое множество. Тогда очевидное вложение кольца Ro

в EndS(RI), где S := EndR-mod(RI), биективно.

Доказательство. Заметим, что EndR(R) ∼= Ro, и применим эквива-
лентность из наблюдений 1 и 2.

Следствие 2. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а I —
конечное непустое множество. Тогда очевидное вложение кольца R в
ZMI(R)(MI(Z)) биективно.

Доказательство. Пусть S := Ro. Согласно следствию 1 централизатор
MI(S) в E := EndZ-mod(SI) равен R. С другой стороны, он равен цен-
трализатору MI(Z) в ZE(S) ∼= MI(R). Иначе говоря, следствие 2 — это
переформулировка следствия 1.

Следствие 3. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а I — ко-
нечное непустое множество. Тогда Z(MI(R)) ∼= Z(R) и ZMI(R)(EI(Z)) ∼=
R. Если card(I) > 1, то Z(GLI(R)) ∼= Z(R)×, а Z(GL1(R)) ∼= Z(R×).

Доказательство. Равенство Z(MI(R)) = Z(R) очевидным образом сле-
дует из следствия 2. Централизатор EI(Z) в MI(R) совпадает с центра-
лизатором Z-подалгебры в MI(R), порождённой EI(Z), которая совпа-
дает с MI(Z). Равенство Z(GL1(R)) = Z(R×) очевидно. Если card(I) > 1,
то Z(GLI(R)) = ZMI(R)(Z〈x |x ∈ GLI(R)〉)× = ZMI(R)(Z〈x |x ∈ EI(R)〉)× =
ZMI(R)(MI(R))× = Z(R)×.

Замечание 1. Для любого ассоциативного унитального кольца R вы-
полняется вложение Z(R)× = R× ∩ Z(R) ⊂ Z(R×).
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Пример 1. Пусть R := C[⋊X] — это фактор копроизведения ассоци-
ативных унитальных колец C и Z[X] по соотношениям Xa = āX, где
a ∈ C. Тогда Z(R)× = R× ⊊ Z(R×) = C×.

Замечание 2. Я узнал о примере 1 из ответа [5] на «Mathematics Stack
Exchange».

Наблюдение 3. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, I —
конечное множество, а S := R×I . Тогда EndSo-mod(S) ∼= S, а потому
ZMI(R)(DI(Z)) = DI(R).

Идеалы в кольце матриц
Следствие 4. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а I —
конечное непустое множество. Тогда любой левый идеал в MI(R) ∼=
RI ⊗R RI имеет вид RI ⊗R U , где U ⊂ RI — R-подмодуль.

Доказательство. Заметим, что эквивалентность категорий переводит
подобъекты в подобъекты, и воспользуемся наблюдением 1 или 2.

Следствие 5. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, а I —
конечное непустое множество. Тогда любой двусторонний идеал в
MI(R) имеет вид MI(I), где I ⊂ R — двусторонний идеал в R.

Доказательство. Пусть S := R⊗Z Ro. Заметим, что MI(R) ∼= RI×I как
модуль над MI(R)⊗ZMI(R)o ∼= MI×I(S), а эквивалентность из наблюде-
ний 1 и 2 переводит S-модуль R в MI×I(S)-модуль SI×I⊗SR ∼= RI×I .

Замечание 3. Следствия 4 и 5 можно получить и напрямую, элемен-
тарными методами.

Следствие 6. Пусть R — простое ассоциативное унитальное кольцо,
а I — конечное непустое множество. Тогда кольцо MI(R) простое.

8.3. Нётеровы и артиновы модули
Основные определения и теорема Гильберта о базисе
Соглашение 1 (О ГРАДУИРОВКАХ И ФИЛЬТРАЦИЯХ). В этом разделе
градуировки и фильтрации абелевых групп — это N0-градуировки и
исчерпывающие N0-фильтрации соответственно.

https://math.stackexchange.com
https://math.stackexchange.com
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Наблюдение 1. Для любого частично упорядоченного множества Θ
следующие два условия эквивалентны: а) Все возрастающие последо-
вательности элементов Θ стабилизируются; б) В любом непустом под-
множестве Θ существует максимальный элемент.

Определение 1 (НЁТЕРОВ/АРТИНОВ МОДУЛЬ). МодульM над ассоци-
ативным унитальным кольцом R называется нётеровым/артиновым,
если множество подмодулей M удовлетворяет условию стабилизации
возрастающих/убывающих соответственно цепочек.

Наблюдение 2. Модуль M над ассоциативным унитальным кольцом
R нётеров тогда и только тогда, когда любой подмодуль M конечно
порождён.

Наблюдение 3. Пусть M — абелева группа с фильтрацией (Mi)∞
i=0,

а N ⊊ M — её собственная подгруппа с индуцированной фильтра-
цией (Ni)∞

i=0 := (N ∩Mi)∞
i=0. Тогда индуцированное вложение gr(N) =⊕∞

i=0 Ni/Ni−1 → gr(M) =
⊕∞

i=0 Mi/Mi−1 не биективно.

Определение 2. Будем называть градуированный модуль M над гра-
дуированным ассоциативным унитальным кольцом R градуированно-
нётеровым/градуированно-артиновым, если частично упорядоченное
множество градуированных подмодулейM удовлетворяет условию ста-
билизации возрастающих/убывающих соответственно цепочек.

Теорема 1. Пусть R — градуированное ассоциативное унитальное
кольцо, а M — фильтрованный R-модуль, такой что присоединённый
градуированный R-модуль gr(M) градуированно-нётеров/градуирован-
но-артинов. Тогда R-модуль M нётеров/артинов соответственно.

Доказательство. Если N ⊂ N ′ ⊂ N ′′ ⊂ N ′′′ ⊂ · · · — строго возраста-
ющая цепочка подмодулей M с индуцированными фильтрациями, то,
согласно наблюдению 3, индуцированная цепочка gr(N) → gr(N ′) →
gr(N ′′) → gr(N ′′′) → · · · градуированных подмодулей gr(M) тоже стро-
го возрастающая, и аналогично для убывающих цепочек.

Теорема 2. Пусть M — градуированный модуль над градуированным
ассоциативным унитальным кольцом R. Тогда R-модуль M нёте-
ров/артинов тогда и только тогда, когда R-модуль M градуированно-
нётеров/градуированно-артинов соответственно.
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Доказательство. Часть «только тогда» очевидна, докажем часть «то-
гда». Градуировка на M индуцирует фильтрацию на M , такую что
присоединённый градуированный R-модуль gr(M) градуированно изо-
морфен M . Осталось применить теорему 1.

Наблюдение 4. Пусть Θ — частично упорядоченное множество, удо-
влетворяющее условию стабилизации возрастающих цепочек. Тогда ча-
стично упорядоченное множество монотонных отображений N0 → Θ
тоже удовлетворяет условию стабилизации возрастающих цепочек.

Теорема 3 (ТЕОРЕМА ГИЛЬБЕРТА О БАЗИСЕ). Пусть R — ассоциа-
тивное унитальное нётерово слева кольцо. Тогда кольцо R[X] тоже
нётерово слева.

Доказательство. На кольце R[X] имеется стандартная градуировка,
такая что градуированные левые идеалы в R[X] имеют вид

⊕∞
i=0 IiX

i,
где I0 ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · — цепочка левых идеалов в R. Осталось вос-
пользоваться теоремой 2 и наблюдением 4.

Теорема 4. Пусть M — модуль над ассоциативным унитальным
кольцом R, а N — подмодуль в M . Тогда если модули N и M/N арти-
новы/нётеровы, то модуль M артинов/нётеров соответственно.

Доказательство. Рассмотрим R как градуированное кольцо, полно-
стью сидящее в градуировке ноль, а M — как модуль с фильтрацией
N ⊂M , после чего применим теорему 1.

Прямые суммы и условия конечности
Теорема 5. Пусть M — модуль над ассоциативным унитальным
кольцом R, а ϕ ∈ EndR-mod(M). Тогда если M артинов/нётеров, а
ϕ инъективен/сюръективен соответственно, то ϕ биективен.

Доказательство. Если ϕ инъективен, но не биективен, то Im(ϕ) ⊋
Im(ϕ2) ⊋ Im(ϕ3) ⊋ · · · — бесконечная строго убывающая последова-
тельность подмодулей в M , а если ϕ сюръективен, но не биективен, то
Ker(ϕ) ⊊ Ker(ϕ2) ⊊ Ker(ϕ3) ⊊ · · · — бесконечная строго возрастающая
последовательность подмодулей в M .
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Замечание 1. Теорема 5 утверждает, что артинов модуль не может
быть изоморфен своему собственному подмодулю, а нётеров — своему
фактормодулю по нетривиальной подгруппе.
Следствие 1. Пусть M — ненулевой артинов или нётеров модуль
над ассоциативным унитальным кольцом R, а I и J — множества,
хотя бы одно из которых конечно. Тогда если R-модули M⊕I и M⊕J

изоморфны, то множества I и J равномощны.

Пример 1. Пусть I — бесконечное множество, R — ассоциативное уни-
тальное кольцо, V := R⊕I , а E := EndRo-mod(V ). Тогда левый E-модуль
E изоморфен V ×I , а потому левые E-модули E и E⊕2 изоморфны.
Наблюдение 5. Пусть (Mi)i∈I — семейство ненулевых конечно порож-
дённых модулей над ассоциативным унитальным кольцом R. Пусть κ
— наименьшая мощность множества образующих R-модуля

⊕
i∈IMi.

Тогда если I бесконечно, то κ = card(I), а если I конечно, то κ — тоже.
Следствие 2. Пусть (Mi)i∈I и (Nj)j∈J — два семейства ненулевых ко-
нечно порождённых модулей над ассоциативным унитальным коль-
цом R, причём множества I и J не равномощны и хотя бы одно из
них бесконечно. Тогда R-модули

⊕
i∈IMi и

⊕
j∈J Nj не изоморфны.

Вопрос 1. Пусть M — ненулевой артинов модуль над ассоциативным
унитальным кольцом R, а I и J — два не равномощных бесконечных
множества. Верно ли, что R-модули M⊕I и M⊕J не изоморфны?

Длина модуля и теорема Жордана–Гёльдера
Определение 3 (КОМПОЗИЦИОННЫЙ РЯД МОДУЛЯ). Пусть M — мо-
дуль над ассоциативным унитальным кольцом R. Тогда конечная по-
следовательность 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn−1 ⊂ Mn = M подмоду-
лей M , такая что для любого i = 1, . . . , n присоединённый R-модуль
Mi/Mi−1 прост, называется композиционным рядом модуля M , а число
n ∈ N0 называется длиной этого композиционного ряда.
Определение 4 (КОМПОЗИЦИОННАЯ ДЛИНА МОДУЛЯ). ПустьM — мо-
дуль над ассоциативным унитальным кольцом R. Тогда композицион-
ная длина или просто длина M , обозначаемая l(M), определяется как
минимальная длина композиционного ряда M , если у M существует
композиционный ряд, и ∞ в противном случае.
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Теорема 6. Модуль M над ассоциативным унитальным кольцом R
является модулем конечной длины тогда и только тогда, когда он
одновременно нётеров и артинов.

Доказательство. Часть «только тогда» очевидна, докажем часть «то-
гда». Если M 6= 0, то, по нётеровости M , в M существует максималь-
ный собственный подмодуль M ′ ⊊M . Если M ′ 6= 0, то, по нётеровости
M ′, в M ′ существует максимальный собственный подмодуль M ′′ ⊊M ′.
Так как M артинов, то продолжая таким образом, мы за конечное чис-
ло шагов дойдём до нуля и получим композиционный ряд.

Теорема 7. Пусть M — модуль над ассоциативным унитальным
кольцом R. Тогда длина M совпадает с супремумом длин конечных
строго возрастающих цепочек подмодулей в M .

Доказательство (из двух частей).

Часть 1. Заметим, что достаточно доказать, что если l(M) < ∞, а
N ⊊ M — собственный подмодуль, то l(N) < l(M), потому что из это-
го утверждения выводится, что длины конечных строго возрастающих
цепочек подмодулей не превосходят длины модуля.

Часть 2. Пусть 0 = M0 ⊊ M1 ⊊ · · · ⊊ Mn = M , где n ∈ N0, — ком-
позиционный ряд. Тогда на N индуцирована фильтрация (Ni)ni=0 :=
(N ∩Mi)ni=0, причём индуцированное вложение gr(N) → gr(M) не би-
ективно по наблюдению 3, но биективно на ненулевых градуирован-
ных компонентах по лемме Шура. Это значит, что если выкинуть из
фильтрации (Ni)ni=0 повторяющиеся элементы, которые там обязатель-
но есть, то получится композиционный ряд для N .

Теорема 8 (ТЕОРЕМА ЖОРДАНА–ГЁЛЬДЕРА). Пусть M — модуль
над ассоциативным унитальным кольцом R, а (Ai)ni=0 и (Bi)ni=0, где
n ∈ N0, — два композиционных ряда для M . Тогда набор классов изо-
морфизма присоединённых факторов фильтрации (Ai)ni=0 совпадает с
соответствующим набором для (Bi)ni=0.
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A1 · · · An−2 A := An−1

0 C1 · · · C := A ∩B M

B1 · · · Bn−2 B := Bn−1

(1)

Доказательство. Докажем теорему индукцией по l(M). Введём обо-
значения A := An−1, B := Bn−1 и C := A∩B. Если A = B, то достаточно
применить индукционное предположение к A = B. Пусть A 6= B. Тогда
A 6= C 6= B и канонические вложения A/C → M/B и B/C → M/A
биективны по лемме Шура. Осталось выбрать произвольный компози-
ционный ряд (Ci)n−2

i=0 для C, посмотреть на диаграмму (1) и применить
индукционное предположение к A и B.

8.4. Полупростые модули
Простые модули и лемма Шура
Определение 1 (ПРОСТОЙ МОДУЛЬ). Модуль над ассоциативным уни-
тальным кольцом называется простым, если у него ровно один соб-
ственный подмодуль — нулевой.

Лемма 1 (ЛЕММА ШУРА). Ненулевой гомоморфизм из простого мо-
дуля инъективен, ненулевой гомоморфизм в простой модуль сюръек-
тивен. Как следствие, ненулевой гомоморфизм из простого модуля в
простой модуль является изоморфизмом.

Доказательство. Следует из рассмотрения ядра и образа гомомор-
физма соответственно.

Следствие 1. Кольцо эндоморфизмов простого модуля является те-
лом.

Определение и основные свойства полупростоты
Определение 2 (ПОЛУПРОСТОЙ МОДУЛЬ). Пусть M — модуль над
ассоциативным унитальным кольцом R. Тогда M называется полупро-
стым, если у любого подмодуля в M есть дополнение в M .
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Теорема 1 (ПОЛУПРОСТОТА ПОДФАКТОРОВ). Пусть M — полупро-
стой модуль над ассоциативным унитальным кольцом R. Тогда под-
модули и фактормодули M являются полупростыми модулями.

Доказательство (из двух частей).

Полупростота подмодулей. Пусть ιMN : N →M и ιNL : L→ N — инъек-
тивные гомоморфизмы. Так как модуль M полупрост, то у ιMN ◦ ιNL есть
левый обратный, а потому у ιNL — тоже.

Полупростота фактормодулей. Пусть πUM : M → U и πVU : U → V
— сюръективные гомоморфизмы. Так как модуль M полупрост, то у
πVU ◦ πUM есть правый обратный, а потому у πVU — тоже.

Лемма 2. Пусть M — ненулевой полупростой модуль над ассоциа-
тивным унитальным кольцом R. Тогда в M есть простой подмодуль.

Доказательство. Так как M 6= 0, то M содержит ненулевой цикличе-
ский подмодуль C ⊂M , который полупрост по теореме 1. В ненулевых
циклических модулях есть максимальные собственные подмодули по
теореме о существовании максимальных идеалов. Дополнение в C к
максимальному собственному подмодулю в C и будет минимальным
ненулевым, то есть простым, подмодулем в C ⊂M .

Теорема 2 (КРИТЕРИЙ ПОЛУПРОСТОТЫ). Модуль M над ассоциатив-
ным унитальным кольцом R полупрост тогда и только тогда, когда
является прямой суммой семейства простых модулей.

Доказательство (из двух частей).

Часть «тогда». Пусть M =
⊕

i∈IMi — прямая сумма простых моду-
лей, а N ⊂M — подмодуль вM . Воспользовавшись леммой Цорна, рас-
смотрим максимальное подмножество J ⊂ I, такое чтоN∩

⊕
j∈JMj = 0.

Пусть e ∈ I. Если Me 6⊂ N ⊕ (
⊕

j∈JMj), то Me ∩ (N ⊕ (
⊕

j∈JMj)) = 0,
так как это подмодуль в Me, откуда e ∈ J — противоречие.

Часть «только тогда». Пусть модуль M полупрост, а (Mi)i∈I — се-
мейство всех простых подмодулей вM . Воспользовавшись леммой Цор-
на, рассмотрим максимальное подмножество J ⊂ I, для которого сум-
ма

∑
j∈JMj прямая. Если дополнение к

∑
j∈JMj в M ненулевое, то в

нём, согласно лемме 2, есть простой подмодуль — противоречие.
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Наблюдение 1. Пусть M — модуль над ассоциативным унитальным
кольцом R, а (Mi)i∈I — семейство простых подмодулей в M , такое что
M =

∑
i∈IMi. Тогда, согласно теореме 1, модуль M полупрост как

гомоморфный образ полупростого, согласно теореме 2, модуля
⊕

i∈IMi.

Разложение на изотипические компоненты
Определение 3 (ИЗОТИПИЧЕСКИЕ КОМПОНЕНТЫ). Пусть R — ассоци-
ативное унитальное кольцо,M — полупростой R-модуль, аN — простой
R-модуль. Тогда сумма всех подмодулей в M , изоморфных N , называ-
ется N-изотипической компонентой модуля M .

Определение 4 (ИЗОТИПИЧЕСКИЙ МОДУЛЬ). Полупростой модуль M
над ассоциативным унитальным кольцом R называется изотипиче-
ским, если у него ровно одна ненулевая изотипическая компонента.

Теорема 3 (РАЗЛОЖЕНИЕ НА ИЗОТИПИЧЕСКИЕ КОМПОНЕНТЫ). Если
M — полупростой модуль над ассоциативным унитальным кольцом
R, то M является прямой суммой своих изотипических компонент.

Доказательство. Пусть M =
⊕

i∈IMi — разложение M в прямую сум-
му простых подмодулей, а N ⊂M — произвольный простой подмодуль
в M . Тогда, согласно лемме Шура, ограничение стандартной проекции
πe :

⊕
i∈IMi → Me, где e ∈ I, на N равно нулю, если N 6' Me. Иначе

говоря, N ⊂
⊕

{i∈I|Mi'N} Mi ⊂
⊕

i∈IMi.

Наблюдение 2. Пусть N — простой модуль над ассоциативным уни-
тальным кольцом R. Тогда гомоморфизмы полупростых R-модулей пе-
реводят N -изотипические компоненты в N -изотипические компоненты.

Полупростота и условия конечности
Наблюдение 3. Для полупростых модулей свойства артиновости, нё-
теровости и конечной порождённости совпадают. В частности, ассоци-
ативное унитальное кольцо, полупростое как левый модуль над собой,
артиново и нётерово как левый модуль над собой.

Теорема 4. Пусть N — простой модуль над ассоциативным уни-
тальным кольцом R, а I и J — два не равномощных множества.
Тогда модули N⊕I и N⊕J не изоморфны.
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Доказательство. Если I или J бесконечно, то утверждение теоремы
следует из рассмотрения минимальных мощностей порождающих мно-
жеств (следствие 8.3.2), а если I и J конечны — то из нётеровости или
артиновости N (следствие 8.3.1), либо, в качестве альтернативы, мож-
но воспользоваться теоремой Крулля –Шмидта (теорема 8.6.1).

Простые кольца и полупростота
Определение 5 (ЦОКОЛЬ МОДУЛЯ). Пусть M — модуль над ассоциа-
тивным унитальным кольцом R. Тогда сумма всех простых подмодулей
в M называется цоколем M .
Теорема 5. Пусть M — модуль над ассоциативным унитальным
кольцом R, такой что у M нетривиальный цоколь и M прост как
модуль над R ⊗Z E, где E := EndR-mod(M). Тогда M — изотипический
полупростой R-модуль.
Доказательство. Цоколь и его изотипические компоненты являются
(R⊗Z E)-подмодулями в M .

Замечание 1. Обратное к теореме 5 тоже верно: изотипический полу-
простой модуль M над ассоциативным унитальным кольцом R являет-
ся простым модулем над R⊗Z E, где E := EndR-mod(M).
Следствие 2. Пусть R — простое ассоциативное унитальное кольцо,
в котором существует минимальный ненулевой левый идеал. Тогда
кольцо R полупросто как левый модуль над собой.
Доказательство. Кольцо R просто тогда и только тогда, когда оно
просто как модуль над R⊗ZRo, а Ro ∼= EndR-mod(R). Осталось восполь-
зоваться теоремой 5.
Пример 1. Пусть R := Q〈X, ∂X〉 ⊂ EndQ-mod(Q[X]) — алгебра Вей-
ля. Тогда [∂X , X] = 1 и R =

⊕
n,m∈N0

Q · Xn∂mX — разложение на соб-
ственные подпространства с различными собственными значениями
для операторов (X∗) ◦ [∂X ,−] и (∗∂X) ◦ [−, X]. Кольцо R простое, так
как из любого ненулевого элемента R несколько раз применив опера-
торы [X,−] и [∂X ,−] можно получить ненулевой элемент Q. Так как
R ⊋ R∂X ⊋ R∂2

X ⊋ · · · и R ⊋ XR ⊋ X2R ⊋ · · · — бесконечные строго
убывающие последовательности левых/правых соответственно идеалов
в R, то кольцо R не артиново слева/справа.
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Теорема Джекобсона о плотности
Наблюдение 4 (ТЕОРЕМА ДЖЕКОБСОНА О ПЛОТНОСТИ). Пусть R —
ассоциативное унитальное кольцо, N — простой R-модуль, а I — мно-
жество. Тогда для любого собственного подмодуля L ⊂ N⊕I существует
ненулевой R-гомоморфизм ϕ : N⊕I → N , такой что ϕ(L) = 0.

Замечание 2. Классическая теорема Джекобсона о плотности — это
наблюдение 4, применённое к случаю циклического L и конечного I.

Центральные простые алгебры
Тензорное произведение простых алгебр

Теорема 6. Пусть N — простой модуль над ассоциативным уни-
тальным кольцом R, а D := EndR-mod(N)o. Тогда функтор N ⊗D (−) :
D-mod → R-mod строгий и полный, а его существенный образ за-
мкнут относительно перехода к подмодулям и фактормодулям.

Доказательство. То, что функтор строгий и полный, следует из то-
го, что все модули над D свободные, а R-модуль N конечно порож-
дён — морфизмы в D-mod и его существенном образе, то есть катего-
рии R-модулей, изоморфных прямым суммам N , задаются столбцово-
финитарными матрицами с элементами в Do.

Следствие 3. Пусть N — простой модуль над ассоциативным уни-
тальным кольцом R, а V — модуль над D := EndR-mod(N)o. Тогда любой
R-подмодуль в N ⊗D V имеет вид N ⊗D U , где U ⊂ V — D-подмодуль.

Теорема 7. Пусть k — поле, R — центральная простая ассоциатив-
ная унитальная алгебра над k, а R′ — простая ассоциативная уни-
тальная алгебра над k. Тогда кольцо R⊗k R′ простое.

Доказательство. Введём обозначения S := R⊗Z Ro и S ′ := R′ ⊗Z (R′)o.
Тогда R является простым S-модулем и EndS-mod(R) ∼= Z(R) ∼= k. Со-
гласно следствию 3 произвольный S-подмодуль M ⊂ R⊗kR′ имеет вид
R ⊗k U для какого-то k-подмодуля U ⊂ R′. Если M является ещё и
S ′-подмодулем, то U ⊂ R′ — тоже S ′-подмодуль. Так как R′ — простой
S ′-модуль, то M либо тривиальный, либо несобственный.
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Пример 2. Пусть K — поле, k ⊊ K — его собственное подполе, а R
и R′ — две простые ассоциативные унитальные алгебры над K. То-
гда очевидный сюръективный гомоморфизм R ⊗k R′ → R ⊗K R′ имеет
нетривиальное ядро. Это показывает, что тензорное произведение двух
простых алгебр над полем не обязано быть простой алгеброй.

Теорема 8. Пусть R и R′ — ассоциативные унитальные алгебры над
ассоциативным коммутативным унитальным кольцом A, причём R′

свободен как A-модуль. Тогда если кольцо R⊗A R′ простое, то кольцо
R тоже простое.

Доказательство. Пусть I ⊂ R — нетривиальный собственный двусто-
ронний идеал. Тогда I ⊗A R′ ⊂ R ⊗A R′ — тоже нетривиальный соб-
ственный двусторонний идеал.

Централизаторы в тензорном произведении алгебр

Теорема 9. Пусть R и R′ — ассоциативные унитальные алгебры над
ассоциативным коммутативным унитальным кольцом A, а S ⊂ R
— A-подалгебра, причём R′ свободна как A-модуль. Тогда ZR⊗AR′(S)
совпадает с ZR(S)⊗A R′.

Доказательство. Заметим, что ZR(S) совпадает с инвариантами дей-
ствия S как алгебры Ли на R коммутированием, ZR⊗AR′(S) совпадает с
инвариантами индуцированного действия S как алгебры Ли на R⊗AR′,
а функтор (−)⊗A A⊕I ∼= (−)⊕I , где I — множество, сохраняет инвари-
анты действий.

Следствие 4. Пусть R и R′ — ассоциативные унитальные алгебры
над полем k, а S ⊂ R и S ′ ⊂ R′ — их k-подалгебры. Тогда ZR⊗kR′(S⊗kS ′)
совпадает с ZR(S)⊗k ZR′(S ′).

Пример 3. Пусть R := Z〈X,Y 〉/([X,Y ] − 1) — алгебра Вейля. Тогда
очевидный гомоморфизм Z(R) ⊗Z (Z/pZ) → Z(R ⊗Z (Z/pZ)), где p —
простое число, не сюръективен.

Группа Брауэра поля

Обозначение 1 (ЦПА). Сокращение «ЦПА» означает «центральная
простая ассоциативная унитальная алгебра».



8.4. ПОЛУПРОСТЫЕ МОДУЛИ 111

Теорема 10. Пусть R — конечномерная ЦПА над полем k. Тогда стан-
дартный гомоморфизм R⊗k Ro → Endk-mod(R) биективен.

Доказательство. Гомоморфизм инъективен, так как кольцо R ⊗k Ro

простое, и сюръективен по соображениям размерности.

Определение 6 (ГРУППА БРАУЭРА ПОЛЯ). Пусть k — поле. Тогда мо-
ноид, заданный образующими — классами изоморфизма конечномер-
ных ЦПА над k — и соотношениями — [R ⊗k R′] = [R][R′] для любых
конечномерных ЦПА R и R′ над k и [Mn(k)] = 1 для любого n ∈ N1 —
называется группой Брауэра поля k и обозначается Br(k).

Замечание 3. Группа Брауэра названа так в честь Ричарда/Рихарда
Дагоберта Брауэра (Richard Dagobert Brauer) (10.02.1901–17.04.1977).

Теорема Артина–Веддербёрна
Теорема 11. Унитальное ассоциативное кольцо, полупростое как ле-
вый модуль над собой, изоморфно конечному произведению колец типа
Mn(D), где D — тело, а n ∈ N1. И наоборот, кольца Mn(D) полупросты
как левые модули над собой.

Доказательство. Пусть унитальное ассоциативное кольцо A полупро-
сто как левый A-модуль: A ∼=

⊕
i∈IM

⊕Si
i , где I конечно, все Si ко-

нечные непустые, модули Mi простые, Mi 6' Mj при i 6= j. В пря-
мой сумме конечное число слагаемых, так как A-модуль A конечно
порождён единицей, а нетривиальная бесконечная прямая сумма —
нет. Тогда A ∼= EndA-mod(A)o ∼= (

∏
i∈I MSi

(Di))o ∼=
∏

i∈I MSi
(Do

i ), где
Di := EndA-mod(Mi), по лемме Шура. Обратно, если S — конечное мно-
жество, а D — тело, то MS(D) ∼=

⊕
s∈S MS,{s}(D) — разложение в пря-

мую сумму изоморфных простых MS(D)-подмодулей.

Наблюдение 5. Пусть D — тело, а n ∈ N1. Тогда композиционная
длина Mn(D) как левого модуля над собой равна n, а кольцо эндомор-
физмов любого простого Mn(D)-модуля изоморфно Do.

Наблюдение 6. Согласно следствию 8.1.2 и наблюдению 5, с учётом
простоты кольца матриц над телом, разложение теоремы 11 определено
однозначно в понятном смысле.
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Теорема Нётер–Сколема
Теорема 12 (ТЕОРЕМА НЁТЕР –СКОЛЕМА). Пусть R и S — две ко-
нечномерные простые ассоциативные унитальные алгебры над полем
k, причём k-алгебра R центральна. Тогда для любых двух гомомор-
физмов k-алгебр f, g : S → R существует внутренний автоморфизм
h : R ∼−→ R, такой что h ◦ f = g.

Доказательство. Пусть Rf — это R, рассмотренная как модуль над
S ⊗k Ro путём ограничения скаляров вдоль f ⊗ Id : S ⊗k Ro → R⊗k Ro,
а Rg — вдоль g ⊗ Id : S ⊗k Ro → R⊗k Ro.

Тогда HomS⊗kRo-mod( Rf , Rg ), вложенное в HomRo-mod( Rf , Rg ) ∼= R,
отождествляется с {a ∈ R | af(s) = g(s)a для всех s ∈ S}. В частности,
IsoS⊗kRo-mod( Rf , Rg ) ∼= {a ∈ R× | af(s)a−1 = g(s) для всех s ∈ S}.

Осталось заметить, что так как конечномерная k-алгебра S ⊗k Ro

простая по теореме 7, то все S⊗kRo-модули одинаковой k-размерности
изоморфны, а dimk( Rf ) = dimk(R) = dimk( Rg ).

8.5. Радикал Джекобсона
Определение и эквивалентные характеризации
Определение 1 (АННУЛЯТОР МОДУЛЯ). Пусть R — ассоциативное
унитальное кольцо, а M — R-модуль. Ядро структурного гомоморфиз-
ма R → EndZ-mod(M) называется аннулятором M в R и обозначается
AnnR(M).

Определение 2 (РАДИКАЛ ДЖЕКОБСОНА КОЛЬЦА). Пусть R — ас-
социативное унитальное кольцо. Пересечение аннуляторов простых R-
модулей называется радикалом Джекобсона кольца R.

Определение 3 (АННУЛЯТОР ЭЛЕМЕНТА). Пусть R — ассоциативное
унитальное кольцо, M — R-модуль, а x ∈M — элемент M . Ядро гомо-
морфизма a 7→ ax : R → Rx ⊂ M модулей над R называется аннуля-
тором x в R и обозначается AnnR(x).

Теорема 1 (ХАРАКТЕРИЗАЦИИ РАДИКАЛА ДЖЕКОБСОНА). Пусть J —
радикал Джекобсона ассоциативного унитального кольца R. Тогда J
можно охарактеризовать следующими эквивалентными способами:



8.5. РАДИКАЛ ДЖЕКОБСОНА 113

а) J совпадает с пересечением всех максимальных левых идеалов R;

б) J совпадает с множеством всех x ∈ R, таких что для любого
a ∈ R элемент 1− ax ∈ R обратим слева;

в) J совпадает с множеством всех x ∈ R, таких что для любого
a ∈ R элемент 1− ax ∈ R двусторонне обратим;

г) J совпадает с множеством всех x ∈ R, таких что для любых
a, b ∈ R элемент 1− axb ∈ R двусторонне обратим;

д) J как множество совпадает с радикалом Джекобсона кольца Ro.

Доказательство.

а) Пересечение аннуляторов простых R-модулей совпадает с пересе-
чением аннуляторов ненулевых элементов простых R-модулей, а
это в точности максимальные левые идеалы R.

б) Пусть x ∈ R. Тогда условие «x /∈ J» эквивалентно условию «су-
ществует максимальный левый идеал m ⊂ R, такой что x /∈ m»,
которое эквивалентно условию «существует максимальный левый
идеал m ⊂ R, такой что образ x в R/m не равен нулю», которое
эквивалентно условию «существует максимальный левый идеал
m ⊂ R, такой что существует a ∈ R, такой что ax ≡ 1 (mod m)»,
которое эквивалентно отрицанию условия из пункта (б).

в) Условие из пункта (в), очевидно, сильнее условия из пункта (б).
Докажем обратное. Пусть x ∈ J. Левые обратные к элементам
множества 1 +Rx ⊂ R фиксируют класс 1 +Rx ∈ R/(Rx), а пото-
му и сами ему принадлежат, а потому обратимы слева. Отсюда
следует, что элементы множества 1 +Rx двусторонне обратимы.

г) С одной стороны, условие из пункта (г), очевидно, сильнее усло-
вия из пункта (в), так как можно взять b = 1. С другой стороны,
J является двусторонним идеалом, поэтому если x ∈ J, то xb ∈ J
для любого b ∈ R, откуда следует условие из пункта (г).

д) Пункт (д) является прямым следствием характеризации (г).
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Лемма Накаямы
Общая формулировка и доказательство

Теорема 2 (ЛЕММА НАКАЯМЫ). Пусть M — ненулевой конечно по-
рождённый модуль над ассоциативным унитальным кольцом R, а J
— радикал Джекобсона кольца R. Тогда JM 6= M .

Доказательство. У M есть ненулевой циклический фактор-модуль,
например, фактор M по подмодулю, порождённому максимальным
собственным подмножеством минимального порождающего M множе-
ства, а у ненулевого циклического фактор-модуля есть простой фак-
тор-модуль, который зануляется радикалом Джекобсона.

Лемма Накаямы для коммутативных колец

Теорема 3. Пусть M — конечно порождённый модуль над ассоциа-
тивным коммутативным унитальным кольцом A, а a — идеал в A,
такой что aM = M . Тогда существует x ∈ 1 + a, такой что xM = 0.

Доказательство. Пусть S := 1 + a ⊂ A. Так как идеал aS := aAS ⊂ AS
содержится в радикале Джекобсона кольца AS, и выполняется равен-
ство aSMS = MS, то MS = 0, что в предположении конечной порождён-
ности M эквивалентно существованию x ∈ S, такого что xM = 0.

Замечание 1. Если в условиях теоремы 3 взять в качестве a радикал
Джекобсона кольца A, то элемент x будет обратимым, и из равенства
xM = 0 будет следовать равенство M = 0. Таким образом, теорему 3
можно воспринимать как эквивалентную переформулировку леммы
Накаямы для коммутативных колец.

Следствие 1. Пусть M — конечно порождённый модуль над ассо-
циативным коммутативным унитальным кольцом A. Тогда любой
сюръективный A-эндоморфизм ϕ : M →M является изоморфизмом.

Доказательство. Эндоморфизм ϕ задаёт на M структуру A[X]-моду-
ля, такого что XM = M . Тогда, по теореме 3, существует P (X) ∈ A[X],
такой что (1− P (X)X)M = 0, то есть IdM = P (ϕ) ◦ ϕ = ϕ ◦ P (ϕ).

Следствие 2. Пусть A — ненулевое коммутативное ассоциативное
унитальное кольцо, а ϕ : A⊕n → A⊕m, где n,m ∈ N0, — сюръективный
гомоморфизм A-модулей. Тогда n ⩾ m.
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Доказательство. Пусть n < m. Тогда композиция ϕ и произвольной
координатной проекции с нетривиальным ядром π : A⊕m → A⊕n явля-
ется не биективным, но сюръективным эндоморфизмом A⊕n, что про-
тиворечит следствию 1.

Радикал Джекобсона и полупростота
Наблюдение 1. В артиновом модуле пересечение любого семейства
подмодулей совпадает с пересечением какого-то конечного подсемей-
ства этого семейства.

Наблюдение 2. Для полупростого модуля над ассоциативным уни-
тальным кольцом артиновость эквивалентна нётеровости, которая эк-
вивалентна конечной порождённости.

Определение 4 (РАДИКАЛ ДЖЕКОБСОНА МОДУЛЯ). Пусть M — мо-
дуль над ассоциативным унитальным кольцом R. Пересечение макси-
мальных собственных подмодулей вM называется радикалом Джекоб-
сона или просто радикалом модуля M .

Наблюдение 3. Пусть M — полупростой модуль над ассоциативным
унитальным кольцом R, а JM — радикал Джекобсона M . Тогда, так
как M является прямой суммой простых модулей, то JM = 0.

Теорема 4. Пусть M — артинов модуль над ассоциативным уни-
тальным кольцом R, такой что JM = 0, где JM — это радикал Дже-
кобсона M . Тогда M полупрост.

Доказательство. По наблюдению 1 существует конечное семейство
(Mi)i∈I максимальных собственных подмодулей M , такое что JM =⋂
i∈IMi. Тогда канонический гомоморфизм M →

∏
i∈I(M/Mi) в по-

лупростой модуль
∏

i∈I(M/Mi) ∼=
⊕

i∈I(M/Mi) инъективен и M полу-
прост, так как подмодуль полупростого модуля полупрост.

Следствие 3 (КРИТЕРИЙ ПОЛУПРОСТОТЫ КОЛЬЦА). Ассоциативное
унитальное кольцо полупросто тогда и только тогда, когда оно ар-
тиново слева и его радикал Джекобсона равен нулю.
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Доказательство. Заметим, что полупростое кольцо автоматически ар-
тиново слева по наблюдению 2, так как оно является циклическим мо-
дулем над собой, после чего воспользуемся наблюдением 3 и теоре-
мой 4.

Радикал Джекобсона и артиновы кольца
Теорема Акидзуки–Хопкинса–Левицкого

Определение 5 (АННУЛЯТОР ИДЕАЛА). Пусть R — ассоциативное уни-
тальное кольцо, a — правый идеал в R, а M — R-модуль. Тогда ан-
нулятором a в M , обозначаемым AnnM(a), называется R-подмодуль
{m ∈M | am = 0 для всех a ∈ a} модуля M .

Лемма 1. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо, a — правый
идеал в R, J — радикал Джекобсона R, а M — артинов R-модуль.
Тогда если AnnM(a) ⊊M , то AnnM(a) ⊊ AnnM(aJ).

Доказательство. Пусть N ⊂M — минимальный подмодуль M , строго
содержащий AnnM(a). Тогда JN ⊂ AnnM(a), то есть aJN = 0, так как
N/AnnM(a) — простой R-модуль.

Лемма 2. Пусть R — ассоциативное унитальное артиново слева
кольцо, а J — радикал Джекобсона R. Тогда J нильпотентен, то есть
Jn = 0 для какого-то n ∈ N1.

Доказательство. Так как R артиново слева, то ряд J ⊃ J2 ⊃ J3 ⊃ · · ·
стабилизируется на некотором Jn, где n ∈ N1. По лемме 1 идеал Jn

зануляет все артиновы R-модули, в частности, само R, откуда следует,
что Jn = 0.

Теорема 5 (ТЕОРЕМА АКИДЗУКИ–ХОПКИНСА–ЛЕВИЦКОГО). Пусть
R — ассоциативное унитальное артиново слева кольцо, а M — R-мо-
дуль. Тогда M нётеров тогда и только тогда, когда M артинов.

Доказательство. Пусть J ⊂ R — радикал Джекобсона R. По лемме 2
существует n ∈ N1, такое что Jn = 0. Тогда нётеровость/артиновость
M эквивалентна нётеровости/артиновости каждого из присоединённых
факторов фильтрации M = J0M ⊃ J1M ⊃ J2M ⊃ · · · ⊃ JnM = 0, а
эти факторы являются модулями над полупростым кольцом R/J, для
которого нётеровость и артиновость модулей эквивалентна.
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Следствие 4. Пусть R — ассоциативное унитальное артиново слева
кольцо. Тогда R нётерово слева.

Характеризация коммутативных артиновых колец

Теорема 6. Ассоциативное коммутативное унитальное кольцо ар-
тиново тогда и только тогда, когда оно нётерово и нульмерно по
Круллю.

Доказательство (из двух частей).

Часть «только тогда». Пусть A — артиново ассоциативное коммута-
тивное унитальное кольцо, а J — радикал Джекобсона A. Согласно
наблюдению 1 существует конечное множествоM максимальных иде-
алов в A, такое что J =

⋂
m∈M m. Из леммы 2 и китайской теоремы

об остатках следует, что Jn =
∏

m∈M mn = 0 для некоего n ∈ N1, и
канонический гомоморфизм A →

∏
m∈M A/mn биективен. Для любого

m ∈M в кольце A/mn один простой идеал — образ m. Факторы конеч-
ной фильтрации A-модуля A/mn образами степеней m — это векторные
пространства над полем A/m, для которых артиновость совпадает с нё-
теровостью. Учитывая, что артиновость и нётеровость стабильны от-
носительно перехода к расширениями, подмодулям и фактормодулям,
получаем, что артиновы кольца нульмерны и нётеровы.

Часть «тогда». В нётеровом ассоциативном коммутативном униталь-
ном кольце нильрадикал нильпотентен и является конечным пересече-
нием простых идеалов в соответствии с разложением на неприводимые
компоненты, что в нульмерном случае позволяет применить рассужде-
ние, аналогичное рассуждению из первой части доказательства.

Наблюдение 4. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
артиново кольцо. Тогда топологическое пространство Spec(A) дискрет-
но, а потому A ∼=

∏
p∈Spec(A) Ap.

Наблюдение 5. Ассоциативные коммутативные унитальные локаль-
ные кольца, очевидно, не разлагаются в нетривиальное произведение
колец. Поэтому разложение ассоциативного коммутативного униталь-
ного артинова кольца A в конечное произведение локальных колец яв-
ляется разложением на неразложимые, и, согласно следствию 8.1.2, его
слагаемые однозначно определены как идеалы в A.
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8.6. Теорема Крулля–Шмидта для модулей
Наблюдение 1. Пусть ψ — эндоморфизм абелевой группы V . Тогда
утверждение Ker(ψ) ∩ Im(ψ) = 0 эквивалентно утверждению Ker(ψ) =
Ker(ψ◦2), а утверждение Ker(ψ)+Im(ψ) = V эквивалентно утверждению
Im(ψ) = Im(ψ◦2).

Лемма 1 (ЛЕММА ФИТТИНГА). Пусть M — нётеров и артинов мо-
дуль над ассоциативным унитальным кольцом R, а ϕ ∈ EndR-mod(M).
Тогда существует n ∈ N1, такое что M = Ker(ϕ◦n)⊕ Im(ϕ◦n). В част-
ности, если модуль M неразложим, то эндоморфизм ϕ либо является
изоморфизмом, либо нильпотентен.

Доказательство. Заметим, что так как модуль M нётеров и артинов,
то ряды Ker(ϕ) ⊂ Ker(ϕ◦2) ⊂ · · · и Im(ϕ) ⊃ Im(ϕ◦2) ⊃ · · · стабилизиру-
ются, после чего применим наблюдение 1.

Замечание 1. Если M — модуль над ассоциативным унитальным коль-
цом R, такой что все его эндоморфизмы либо нильпотентны, либо яв-
ляются изоморфизмами, то M неразложим, так как у него не может
быть нетривиального идемпотентного эндоморфизма.

Лемма 2. Если все элементы ассоциативного унитального кольца R,
которые не являются двусторонне обратимыми, являются нильпо-
тентными, то они все лежат в радикале Джекобсона R. В частно-
сти, в этом случае суммы нильпотентов из R нильпотентны.

Доказательство. Пусть x ∈ R — нильпотент, а a ∈ R — произвольный
элемент. Так как x не обратим слева, то ax — тоже, откуда следует, что
ax — нильпотент, откуда следует, что 1− ax двусторонне обратим.

Теорема 1 (ТЕОРЕМА КРУЛЛЯ–ШМИДТА). Пусть M — нётеров и ар-
тинов модуль над ассоциативным унитальным кольцом R, а (Vi)i∈I и
(Uj)j∈J — два конечных семейства неразложимых подмодулей модуля
M , такие что M =

⊕
i∈I Vi =

⊕
j∈J Uj. Тогда для любого e ∈ I суще-

ствует r ∈ J , такой что M = Ve ⊕ (
⊕

j∈J\{r} Uj) = Ur ⊕ (
⊕

i∈I\{e} Vi).

Доказательство. Для любых e ∈ I и r ∈ J через ρr,e : Ve → Ur обо-
значим отображение, проецирующее Ve в Ur вдоль

⊕
j∈J\{r} Uj, а через

πe,r : Ur → Ve — отображение, проецирующее Ur в Ve вдоль
⊕

i∈I\{e} Vi.
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Для произвольного e ∈ I выполняется равенство IdVe =
∑

j∈J πe,j ◦ ρj,e,
из которого, согласно леммам 1 и 2, следует, что для какого-то r ∈ J
эндоморфизм πe,r◦ρr,e является изоморфизмом, откуда, с учётом нераз-
ложимости Ur, следует, что отображения ρr,e и πe,r являются изомор-
физмами, а это утверждение эквивалентно утверждению, которое тре-
буется доказать.

Замечание 2. Помимо Вольфганга Крулля (1899–1971) и Отто Шмид-
та (1891–1956) в формулировке и доказательстве теоремы Крулля –
Шмидта и её вариантов участвовали много математиков, в частности,
Джозеф Веддербёрн (1882–1948) и Роберт Ремак (1888–1942).
Замечание 3. Между прочим, заметим, что доказательство теоремы 1
становится особенно простым, если предположить, что модуль M по-
лупрост — отпадает необходимость в леммах 1 и 2.





Глава 9

Леммы из
гомологической алгебры

9.1. Лемма о четырёх гомоморфизмах
Теорема 1 (4-ЛЕММА). Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо,
(1) — коммутативный квадрат R-модулей, а ρ : Ker(α) → Ker(α′)
и ρ′ : Coker(α) → Coker(α′) — индуцированные гомоморфизмы. Тогда
одновременная сюръективность ρ и инъективность ρ′ эквивалентна
точности тотального комплекса (2) квадрата (1) в среднем члене.

A B

C D

α

β β′

α′

(1) 0→ A
α×̄β−−→ B ⊕ C (−β′)t̄α′

−−−−−→ D → 0 (2)

Доказательство. Пусть ι : C → B⊕C и π : B⊕C → B — стандартные
вложение и проекция, а B ⊂ Z ⊂ B ⊕ C — границы и циклы комплек-
са (2) в среднем члене. Тогда условие сюръективности ρ эквивалентно
условию ι−1(B) = ι−1(Z), а инъективности ρ′ — условию π(B) = π(Z).
Эти два условия вместе эквивалентны условию B = Z.

Наблюдение 1. В обозначениях теоремы 1 инъективность ρ эквива-
лентна точности (2) в A, а сюръективность ρ′ — точности (2) в D.
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Наблюдение 2. В обозначениях теоремы 1 декартовость/кодекарто-
вость квадрата (1) эквивалентны точности слева/справа соответствен-
но его тотального комплекса (2).

9.2. Квадрат суммы-пересечения
Теорема 1 (КВАДРАТ СУММЫ-ПЕРЕСЕЧЕНИЯ). ПустьM,N ⊂ U — мо-
дули над ассоцативным унитальным кольцом R. Тогда имеем два сле-
дующих бидекартовых коммутативных квадрата, называемых «квад-
рат суммы-пересечения» и «факторквадрат суммы-пересечения»:

M ∩N M U/(M ∩N) U/M

N M +N, U/N U/(M +N).

Доказательство. Бидекартовость первого квадрата очевидна, напри-
мер, пара элементов m ∈ M и n ∈ N , имеющих одинаковый образ в
M +N , является образом элемента из M ∩N , что доказывает точность
тотального комплекса 0 → M ∩ N → M ⊕ N → M + N → 0 в среднем
члене. Второй квадрат является фактором U , то есть бидекартового
квадрата, составленного из четырёх копий U и тождественных мор-
физмов, по первому квадрату. Осталось перейти к соответствующим
тотальным комплексам и заметить, что фактор точного комплекса по
точному подкомплексу точен.

Следствие 1 (ИЗОМОРФИЗМ СУММЫ-ПЕРЕСЕЧЕНИЯ). В обозначениях
теоремы 1 квадрат суммы-пересечения индуцирует следующий изо-
морфизм между коядрами: M/(M ∩N) ∼−→ (M +N)/N .

9.3. Критерий Бэра инъективности модуля
Теорема 1 (КРИТЕРИЙ БЭРА). Модуль Q над ассоциативным уни-
тальным кольцом R является инъективным тогда и только тогда,
когда для любого левого идеала I ⊂ R любой гомоморфизм R-модулей
I→ Q продолжается до гомоморфизма R-модулей R→ Q.
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Доказательство. Часть «только тогда» напрямую следует из опреде-
ления инъективности. Докажем часть «тогда». Пусть M — R-модуль.
Пусть S — это множество гомоморфизмов из подмодулей модуля M
в Q, упорядоченных так, что быть меньше значит быть ограничением.
К S можно применить лемму Цорна, и получить, что каждый элемент
S мажорируется максимальным. Пусть f : N → Q, где N ⊂ M , —
максимальный элемент S. Пусть N 6= M . Пусть C — циклический под-
модуль вM , порождённый некоторым a ∈M\N . По теореме о квадрате
суммы-пересечения (теорема 9.2.1) сумма двух подмодулей является их
абстрактной амальгамированной суммой над их пересечением, поэтому
чтобы продолжить f : N → Q до гомоморфизма N +C → Q, и, тем са-
мым, прийти к противоречию, нам нужно найти гомоморфизм C → Q,
совпадающий с f на N ∩ C. То есть нам достаточно доказать, что го-
моморфизмы в Q продолжаются с подмодулей циклических модулей
на сами циклические модули. Так как циклические модули изоморфны
фактормодулям R, то нам достаточно доказать, что гомоморфизмы в
Q продолжаются с подмодулей R на само R.





Глава 10

Теория полей

10.1. Теория Галуа
Предисловие
Большинство материала этого раздела основано на курсе по теории Га-
луа М. Вербицкого [6]. Помимо этого использовался учебник Джеймса
Милна [9].

Диагонализуемые алгебры и расширения Галуа
Определение 1 (ДИАГОНАЛИЗУЕМАЯ АЛГЕБРА). Конечномерная ассо-
циативная коммутативная унитальная алгебра A над полем k называет-
ся диагонализуемой над полем K/k, если K-алгебра K⊗kA изоморфна
K-алгебре K×I для какого-то конечного множества I.

Замечание 1. В ситуации определения 1 изоморфизм K ⊗k A
∼−→ K×I

называется диагонализацией.

Определение 2 (РАСШИРЕНИЕ ГАЛУА). Конечное расширение полей
K/k называется расширением Галуа, если k-алгебра K диагонализуема
над K.

Определение 3 (ГРУППА ГАЛУА). Пусть K/k — конечное расширение
Галуа. Тогда его группой Галуа называется группа Autk-ring(K).
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Скрученное групповое кольцо
Определение 4 (СКРУЧЕННОЕ ГРУППОВОЕ КОЛЬЦО). Пусть R — ас-
социативное унитальное кольцо, G — группа, а ρ : G → AutRing(R),
g 7→ (λ 7→ λg ) — действие G на R. Определим скрученное групповое
кольцо R[⋊ρG] как фактор копроизведения ассоциативных унитальных
колец R и Z[G] по соотношениям gλ = λg g, где g ∈ G, λ ∈ R.

Замечание 2. Из определения 4 сразу следует, что модуль над скру-
ченным групповым кольцом R[⋊ρG] — это R-модуль с ρ-полулинейным
действием G. Примером является само R с действием G.

Наблюдение 1. Если в условиях определения 4 кольцо R коммута-
тивно, то антиавтоморфизмы g 7→ g−1 : G ∼−→ Go и λ 7→ λ : R ∼−→ Ro

порядка два индуцируют антиавтоморфизм R[⋊G] ∼−→ R[⋊G]o порядка
два, который переводит R[⋊G]o-модули в R[⋊G]-модули, и наоборот.

Наблюдение 2. В обозначениях определения 4 гомоморфизм R-моду-
лей (αg)g∈G 7→ αgg : R⊕G → R[⋊ρG] биективен.

Изоморфизм диагонализации
Наблюдение 3. Пусть K — поле, а I — конечное множество. Тогда
гомоморфизмы K-алгебр K×I → K — это в точности проекции на со-
множители.

Теорема 1. Пусть A — конечномерная ассоциативная коммутатив-
ная унитальная алгебра над полем k, а θ : K⊗kA

∼−→ K×I — её диагона-
лизация над расширением полей K/k. Тогда существует единственная
перенумерация I ∼−→ S := Homk-ring(A,K), которая переводит в θ гомо-
морфизм K-алгебр K⊗kA ∼−→ K×S, индуцированный

∏
ϕ∈S ϕ : A→ K×S.

Доказательство. Нужной перенумерацией является сквозная биекция
I

∼−→ HomK-ring(K×I , K) ∼−→ HomK-ring(K⊗kA,K) ∼−→ Homk-ring(A,K). Пер-
вая из этих трёх биекций взята из наблюдения 3, а последняя следует
из универсального свойства тензорного произведения.

Теорема 2. Пусть K/k — конечное расширение Галуа, G — его группа
Галуа, а K[⋊G] — скрученное групповое кольцо. Тогда гомоморфизм
K[⋊G]-бимодулей α⊗ β 7→ α(

∑
g∈G g)β : K ⊗k K → K[⋊G] биективен.
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Доказательство. Отображение из формулировки теоремы 2 получает-
ся композицией отображения из формулировки теоремы 1 для A = K
и биективного отображения (αg)g∈G 7→

∑
g∈G αgg : K×G → K[⋊G].

Замечание 3. Изоморфизм теоремы 2 тоже иногда будет называться
изоморфизмом диагонализации.

Основная теорема теории Галуа
Обозначение 1 (ИНВАРИАНТЫ ДЕЙСТВИЯ). ЕслиG— группа, действу-
ющая на множестве X, то XG := {x ∈ X | g(x) = x для любого g ∈ G}.

Лемма 1. Пусть K/k — конечное расширение Галуа, а G — его группа
Галуа. Тогда KG = k.

Доказательство. Изоморфизм диагонализации K ⊗k K
∼−→ K×G пере-

водит α⊗1 в (α)g∈G, а 1⊗α в ( αg )g∈G для любого α ∈ K, откуда следует,
что KG = Ker(α 7→ α⊗ 1− 1⊗ α : K → K ⊗k K) = k.

Лемма 2. Пусть K/k — конечное расширение Галуа, G — его группа
Галуа, а H ⊊ G — собственная подгруппа G. Тогда KG ⊊ KH .

Доказательство. Если KH = KG = k, то (K ⊗k K){1}×H ∼= K ⊗k KH ∼=
K ⊗k k. Но множество инвариантов действия Ho правым умножением
на K[⋊G] содержит K · (

∑
h∈H h) 6⊂ K · (

∑
g∈G g) — противоречие.

Соглашение 1. ПустьK/k — расширение полей. Условимся, что струк-
тура K-алгебры на кольце K ⊗k K по умолчанию будет задаваться го-
моморфизмом α 7→ α⊗ 1 : K → K ⊗k K.

Теорема 3. Пусть k ⊂ E ⊂ K — последовательность вложенных по-
лей, причём K/k — конечное расширение Галуа. Тогда K/E — конечное
расширение Галуа.

Доказательство. Очевидная сюръекция K×I ∼= K ⊗k K → K ⊗E K
алгебр над K индуцирует изоморфизм K×J ∼= K ⊗E K алгебр над K
для какого-то подмножества J ⊂ I.

Теорема 4 (ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА ТЕОРИИ ГАЛУА). Пусть K/k — ко-
нечное расширение Галуа, G — его группа Галуа, G — множество
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подгрупп группы G, а K — множество подполей поля K, содержа-
щих поле k. Тогда отображения H 7→ KH : G →← K : AutE-ring(K) 7→E
являются взаимно обратными биекциями.

Набросок доказательства. Утверждение тривиальным образом следу-
ет из теоремы 3, леммы 1 и леммы 2.

Расширения Галуа как максимально симметричные
расширения
Лемма 3. Пусть K/k — расширение полей, а E/k — конечное при-
митивное расширение полей. Тогда если |Homk-ring(E,K)| = [E : k], то
k-алгебра E диагонализуема над K.

Доказательство. Зафиксировав изоморфизм E
∼−→ k[X]/P (X) и заме-

тив, что так как |Homk-ring(E,K)| = [E : k], то (P (X)) = (
∏

α∈S(X − α))
в K[X], где S ⊂ K, получаем следующую цепочку изоморфизмов:
K ⊗k E

∼−→ K ⊗k (k[X]/P (X)) ∼−→ K[X]/P (X) ∼−→ K[X]/
∏

α∈S(X − α) ∼−→∏
α∈S(K[X]/(X − α)) ∼−→

∏
α∈SK.

Теорема 5. Пусть K/k и E/k — два конечных расширения полей.
Тогда если |Homk-ring(E,K)| = [E : k], то k-алгебра E диагонализуема
над K.

Доказательство. Выберем башню полей k = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E,
такую что для любого i = 1, . . . , n расширение Ei/Ei−1 примитивно.

Из условия теоремы следует, что |HomE0-ring(E1, K)| = [E1 : E0],
поэтому, согласно лемме 3, имеем следующий изоморфизм K-алгебр:
K⊗E0E1

∼−→
⊕

ϕ∈HomE0-ring(E1,K) Kϕ, гдеKϕ — это копияK, рассмотренная
как E1-алгебра с помощью ϕ : E1 → K.

Естественно, из условия теоремы также следует, что для произволь-
ного ϕ ∈ HomE0-ring(E1, K) выполняется равенство |HomE1-ring(E2, Kϕ)| =
[E2 : E1], поэтому, согласно лемме 3, имеем следующий изоморфизм K-
алгебр: Kϕ ⊗E1 E2

∼−→
⊕

ψ∈HomE1-ring(E2,Kϕ) Kψ, где Kψ — это копия K,
рассмотренная как E2-алгебра с помощью ψ : E2 → K.

Продолжая таким образом, мы с помощью полученных изоморфиз-
мов и изоморфизмов дистрибутивности тензорного произведения диа-
гонализуем K-алгебру K ⊗k E ∼= K ⊗E0 E1 ⊗E1 E2 ⊗E2 · · · ⊗En−1 En.



10.1. ТЕОРИЯ ГАЛУА 129

Следствие 1. Пусть K/k — конечное расширение полей, такое что
|Autk-ring(K)| = [K : k]. Тогда K/k — расширение Галуа.

Расширения Галуа и сепарабельные многочлены
Теорема 6. Пусть k — поле, P (X) ∈ k[X] — многочлен, E/k — поле
над k, порождённое как k-алгебра корнями P (X) в E, а K/k — поле
над k, такое что P (X) разлагается на линейные множители в K[X].
Тогда N := |Homk-ring(E,K)| ⩾ 1 и N = [E : k], если P (X) сепарабелен.

Доказательство. Выберем башню полей k = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E,
такую что Ei := Ei−1[xi]

∼←− Ei−1[Xi]/Pi(Xi) : xi 7→Xi и P (xi) = 0 для
любого i = 1, . . . , n.

Теперь заметим, что для любого i = 1, . . . , n и любого k-гомоморфиз-
ма ϕ : Ei−1 → K многочлен Pi

ϕ (X) делит P (X) = Pϕ (X) в Ei−1
ϕ [X] ⊂

K[X], а потому Pi
ϕ (X) разлагается на линейные множители в K[X]

и сепарабелен, если P (X) сепарабелен, откуда следует, что ϕ имеет
продолжение до Ei → K и имеет [Ei : Ei−1] = deg(Pi(X)) продолжений
до Ei → K, если P (X) сепарабелен.

Теорема 7. Пусть G — конечная группа, действующая на поле K, а
α ∈ K — элемент K. Тогда многочлен P (X) :=

∏
β∈O(X − β) ∈ K[X],

где O — это орбита α под действием G, является минимальным
многочленом α над k := KG.

Доказательство. С одной стороны, очевидно, что все коэффициенты
P (X) инвариантны относительно действия G, а потому лежат в k. С
другой стороны, очевидно, что любой многочлен из k[X] с корнем α
имеет в качестве корней все β ∈ O, а потому делится на P (X).

Наблюдение 4. Пусть E/k — конечное сепарабельное расширение по-
лей, P ⊂ k[X] — множество унитарных минимальных многочленов над
k элементов какого-то фиксированного базиса E над k, а K — поле раз-
ложения над E сепарабельного многочлена

∏
P∈P P . Тогда K является

наименьшим расширением E, таким что K/k — расширение Галуа.
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Теорема о нормальном базисе
Наблюдение 5. Пусть M и N — артиновы и нётеровы модули над
ассоциативным унитальным кольцом R. Тогда если M⊗n ' N⊗n для
какого-то n ∈ N1, то M ' N по теореме Крулля –Шмидта.

Теорема 8 (ТЕОРЕМА О НОРМАЛЬНОМ БАЗИСЕ). Пусть K/k — конеч-
ное расширение Галуа с группой Галуа G. Тогда K изоморфно k[G] как
k[G]-модуль.

Доказательство. Кольцо k[G] действует на K ⊗k K через действие на
левый сомножитель и действует на K[⋊G] левым умножением, причём
эти действия согласованы с изоморфизмом диагонализации теоремы 2.
Так как K⊗kK ' K⊕[K:k] и K[⋊G] ' k[G]⊕[K:k] как определённые выше
k[G]-модули, то K ' k[G] как k[G]-модуль по наблюдению 5.

Дополнение: теорема Артина
Лемма 4. Пусть K — поле, а G — группа, действующая на K авто-
морфизмами. Пусть Ω — класс K[⋊G]-модулей, у которых все ненуле-
вые подмодули содержат ненулевые G-инвариантные элементы. То-
гда K⊕I ∈ Ω для любого конечного множества I.

Доказательство. Очевидно, что K ∈ Ω и Ω замкнуто относительно
расширений: подмодуль расширения V с помощьюW либо имеет нетри-
виальное пересечение с W , либо изоморфен подмодулю V .

Теорема 9 (ТЕОРЕМА АРТИНА). Пусть K — поле, а G — конечная
группа, действующая на K автоморфизмами. Тогда [K : KG] ⩽ |G|.

Доказательство. Нам нужно доказать, что любое семейство (αi)i∈I ∈
K⊕I , где I — конечное множество, такое что |I| > |G|, линейно зави-
симо над KG. Иначе говоря, уравнение

∑
i∈I αiXi = 0 имеет нетриви-

альный G-инвариантный ноль в K⊕I . Заметим, что такой ноль должен
являться нулём системы уравнений (

∑
i∈I αi

g Xi = 0)g∈G. Множество ну-
лей этой системы G-инвариантно, то есть является K[⋊G]-подмодулем
K⊕I , причём ненулевым, так как число уравнений строго меньше числа
переменных. Применение леммы 4 завершает доказательство.
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10.2. Базисы трансцендентности
Теорема 1. Пусть K — поле, k ⊂ K — его подполе, а (xi)i∈I и (yj)j∈J —
два конечных семейства элементов K, такие что K алгебраично над
k(xi | i ∈ I) и (yj)j∈J алгебраически независимо над k. Тогда |J | ⩽ |I|.

Доказательство. Докажем теорему индукцией по |J |. Случай |J | =
0 тривиален. Пусть |J | > 0. Выберем произвольный e ∈ J . Введём
обозначение k′ := k(ye). Так как ye алгебраичен над k(xi | i ∈ I), то
между ye и (xi)i∈I существует соотношение P ∈ k[Ye, Xi | i ∈ I], такое
что degYe

(P ) > 0. Так как ye не алгебраичен над k, то существует индекс
r ∈ I, такой что degXr

(P ) > 0, откуда следует, что xr алгебраичен над
k′(xi | i ∈ I \{r}), а потому всё поле K алгебраично над k′(xi | i ∈ I \{r}),
и мы можем по индукции применить теорему к семействам (xi)i∈I\{r} и
(yj)j∈J\{e} элементов расширения полей K/k′.

Определение 1 (БАЗИС ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТИ). Если K — поле, а
k ⊂ K — его подполе, то максимальное алгебраически независимое над
k подмножество K называется базисом трансцендентности K над k.

Наблюдение 1. Пусть K — поле, а k ⊂ K — его подполе. Тогда базисы
трансцендентности K над k — это в точности минимальные подмноже-
ства S ⊂ K, такие что K алгебраично над k(s | s ∈ S).

Теорема 2. Пусть K — поле, а k ⊂ K — его подполе. Тогда все конеч-
ные базисы трансцендентности K над k равномощны.

Доказательство. Теорема 2 следует из теоремы 1, точнее, даже экви-
валентна ей.

Пример 1. Пусть k — поле, A := k[X,Y, Z]/(XY,XZ), а x, y и z —
это образы X, Y и Z соответственно в A. Тогда {x} и {y, z} — два
максимальных алгебраически независимых над k подмножества A.

Замечание 1. Я узнал о примере 1 из ответа [7] на «Mathematics Stack
Exchange».





Глава 11

Целая зависимость

11.1. Целое замыкание
Соглашение 1. В этом разделе все кольца и алгебры считаются ассо-
циативными, коммутативными и унитальными.

Определение 1 (КОНЕЧНАЯ АЛГЕБРА). Алгебра над кольцом A назы-
вается конечной над A, если она конечно порождена как A-модуль.

Теорема 1 (ДЖОЙН ДВУХ КОНЕЧНЫХ ПОДАЛГЕБР КОНЕЧЕН). Пусть
B — алгебра над кольцом A, а C и D — две её конечные подалгебры.
Тогда джойн C и D в решётке подалгебр алгебры B конечен над A.

Доказательство. Джойн C и D является образом индуцированного
гомоморфизма C⊗AD → B, а тензорное произведение конечно порож-
дённых модулей является конечно порождённым модулем.

Определение 2 (ЦЕЛОЕ ЗАМЫКАНИЕ). Пусть B — алгебра над коль-
цом A. Объединение конечных подалгебр алгебры B называется целым
замыканием A в B. По теореме 1 оно является подалгеброй в B.

Определение 3 (ЦЕЛЫЙ ЭЛЕМЕНТ). Пусть B — алгебра над кольцом
A. Элемент b ∈ B называется целым над A, если порождённая им по-
далгебра A[b] ⊂ B конечна над A, или, эквивалентно, b является корнем
унитарного многочлена с коэффициентами в A, то есть bn =

∑n−1
i=0 aib

i

для какого-то n ∈ N1 и каких-то ai ∈ A, где 0 ⩽ i ⩽ n− 1.
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Теорема 2 (ВСЕ ЭЛЕМЕНТЫ КОНЕЧНОЙ АЛГЕБРЫ ЦЕЛЫЕ). Пусть B —
конечная алгебра над кольцом A. Тогда любой элемент b ∈ B является
целым над A.

Первое доказательство. Применим теорему Гамильтона –Кэли к эн-
доморфизму x 7→ bx : B → B конечно порождённого A-модуля B.

Второе доказательство. Если кольцо A нётерово, то теорема верна
автоматически. Сведём общий случай к этому.

Пусть (bi)i∈I — конечное семейство образующих A-модуля B, со-
держащее b, а (ci,j,k)i,j,k∈I — семейство элементов A, такое что bibj =∑

k∈I ci,j,kbk для всех i, j ∈ I. Тогда кольцо A′ := Z[ci,j,k | i, j, k ∈ I] ⊂ A
нётерово, и b лежит в конечной A′-алгебре

∑
i∈I A

′bi ⊂ B. По предыду-
щему рассуждению элемент b целый над A′, а потому и над A.

Следствие 1. Пусть B — алгебра над кольцом A. Тогда целое замы-
кание A в B состоит в точности из элементов B, целых над A.

Замечание 1. Теорему 2 можно переформулировать следующим обра-
зом: «Конечно порождённая подалгебра конечной алгебры конечна».

Пример 1. Пусть M — конечно порождённый модуль над кольцом A,
а N — подмодуль в M , который не является конечно порождённым.
Тогда в соответствующем A-модулю M «тривиальном расширении с
квадратом ноль» A ⊕ M , которое является конечной A-алгеброй, со-
держится A-подалгебра A⊕N , которая не является конечной.

11.2. Лемма Нётер о нормализации
Лемма 1. Пусть (Pj)j∈J — конечное семейство ненулевых полиномов
от конечного семейства переменных (Xi)i∈I с коэффициентами в бес-
конечном поле Q. Пусть Z ⊂ Q — бесконечное подмножество Q. Тогда
существует точка в ZI , не являющаяся нулём ни одного из Pj.

Доказательство. Зафиксируем e ∈ I. Для произвольного j ∈ J мно-
гочлен Pj, рассмотренный как многочлен от Xe с коэффициентами в
поле рациональных дробей Q((Xi)i∈I\{e}), имеет конечное число корней.
Поэтому существует число c ∈ Z, такое что после подстановки Xe = c
во все многочлены семейства (Pj)j∈J они все останутся ненулевыми, и
лемма доказывается индукцией по мощности I.
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Лемма 2. Пусть K — ассоциативное коммутативное унитальное
кольцо, I — конечное множество, а f ∈ K[(Xi)i∈I ] — многочлен. Тогда
для любого e ∈ I, такого что degXe

(f) > 0, существуют автоморфизм
ϕ ∈ AutK-ring(K[(Xi)i∈I ]) и элементы n ∈ N1 и c ∈ K \ {0}, такие что
выполняется равенство ϕ(f) = cXn

e + (члены меньшей степени по Xe).

Доказательство. Для любого семейства (mi)i∈I\{e} ∈ (N1)I\{e} опреде-
лён автоморфизм ϕ : K[(Xi)i∈I ] → K[(Xi)i∈I ], такой что ϕ(Xe) = Xe и
ϕ(Xi) = Xi + Xmi

e для любого i ∈ I \ {e}. Тогда для любого семейства
(ni)i∈I ∈ (N0)I выполняется равенство

ϕ(
∏

i∈I X
ni
i ) = X

ne+
∑

i∈I\{e} nimi

e + (члены меньшей степени по Xe).

По лемме 1, взяв Q = Q и Z = N1, мы можем выбрать (mi)i∈I\{e} таким
образом, чтобы степени по Xe образов различных мономов, входящих
в f , были попарно различными, так как для любых двух различных
семейств (n′

i)i∈I , (n′′
i )i∈I ∈ (N0)I соответствующий многочлен

(n′
e +

∑
i∈I\{e} n

′
iMi)− (n′′

e +
∑

i∈I\{e} n
′′
iMi) ∈ Q[(Mi)i∈I\{e}]

не равен нулю.

Доказательство для бесконечного поля. Предположим, что K — бес-
конечное поле. Для любого семейства (λi)i∈I\{e} ∈ KI\{e} определён
автоморфизм ϕ : K[(Xi)i∈I ] → K[(Xi)i∈I ], такой что ϕ(Xe) = Xe и
ϕ(Xi) = Xi + λiXe для любого i ∈ I \ {e}. Тогда для любого семей-
ства (ni)i∈I ∈ (N0)I выполняется равенство

ϕ(
∏

i∈I X
ni
i ) = (

∏
i∈I\{e} λ

ni
i )X

∑
i∈I ni

e + (члены меньшей степени по Xe).

Отсюда видно, что старший по Xe коэффициент ϕ(f) является нену-
левым полиномом от (λi)i∈I\{e}. По лемме 1, взяв Q = K и Z = K, мы
можем выбрать (λi)i∈I\{e} таким образом, чтобы этот коэффициент был
ненулевым.

Теорема 1 (ЛЕММА НЁТЕР О НОРМАЛИЗАЦИИ). Пусть A — ненуле-
вая ассоциативная коммутативная унитальная конечно порождён-
ная алгебра над полем K. Тогда существует K-подалгебра алгебры
A, изоморфная алгебре многочленов от конечного числа переменных с
коэффициентами в K, над которой A конечна.
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Доказательство. Пусть (xi)i∈I — это конечное семейство образующих
A как K-алгебры, то есть гомоморфизм π : K[(Xi)i∈I ] → A, такой что
π(Xi) = xi для любого i ∈ I, сюръективен. Пусть 0 6= f ∈ Ker(π).
Применив лемму 2, получаем цепочку гомоморфизмов

K[(Xi)i∈I\{e}] K[(Xi)i∈I ]/(ϕ(f)) K[(Xi)i∈I ]/(f) A,ῑ ϕ−1

∼
π̄

где гомоморфизм π̄ индуцирован π, а гомоморфизм ῑ индуцирован
очевидным вложением ι : K[(Xi)i∈I\{e}] → K[(Xi)i∈I ]. Так как кольцо
K[(Xi)i∈I ]/(ϕ(f)) конечно над K[(Xi)i∈I\{e}], то A — тоже. Мы полу-
чили, что K-алгебра A конечна над K-алгеброй с меньшим числом
образующих. Доказательство завершается по индукции.

11.3. Теорема Гильберта о нулях
Обобщённая лемма Зарисского
Обозначение 1 (ПОЛЕ ЧАСТНЫХ). Поле частных ассоциативного ком-
мутативного унитального целостного кольца A обозначается Frac(A).

Определение 1 (КОЛЬЦО ДЖЕКОБСОНА). Ассоциативное коммута-
тивное унитальное кольцо A называется кольцом Гильберта или коль-
цом Джекобсона, если любой простой идеал в A является пересечением
всех содержащих его максимальных идеалов.

Теорема 1. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
целостное кольцо, такое что Frac(A) цело над A. Тогда A = Frac(A).

Доказательство. Пусть a ∈ A \ {0}. Так как элемент a−1 ∈ Frac(A)
целый над A, то a−n ∈

∑n−1
i=0 Aa

−i для какого-то n ∈ N1. Умножив это
соотношение на an−1, получаем, что a−1 ∈ A.

Теорема 2. Пусть ассоциативное коммутативное унитальное це-
лостное кольцо B цело над своим подкольцом A. Тогда A является
полем тогда и только тогда, когда B является полем.

Доказательство. Если B — поле, то Frac(A) ⊂ B цело над A, а потому
совпадает с A. Если A — поле, то, Frac(B) алгебраично над A, а потому
цело над B, а потому совпадает с B.
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Наблюдение 1. Пусть A — ассоциативное коммутативное унитальное
целостное кольцо. Тогда A-алгебра Frac(A) не является конечно порож-
дённой тогда и только тогда, когда для любого f ∈ A\{0} кольцо A[f−1]
не является полем, то есть существует ненулевой простой идеал p ⊂ A,
не содержащий f .

Замечание 1. Между прочим, ассоциативное коммутативное униталь-
ное целостное кольцо A, такое что A-алгебра Frac(A) является конечно
порождённой, называется областью Голдмана или G-областью.

Теорема 3. Пусть K — поле. Тогда K-алгебра Frac(K[X]) = K(X) не
является конечно порождённой.

Доказательство. Достаточно доказать, чтоK[X][f−1] 6= K(X) для лю-
бого f ∈ K[X] \ K. Из элементов K[X] обратимыми в K[X][f−1] ста-
новятся в точности делители степеней f , а, например, (f − 1) ∤ fn для
любого n ∈ N0, так как fn ≡ 1 6≡ 0 (mod (f − 1)).

Пример 1. Между прочим, K[[X]][X−1] = K((X)) для любого поля K.

Теорема 4. Ассоциативное коммутативное унитальное кольцо A яв-
ляется кольцом Джекобсона тогда и только тогда, когда для любого
не максимального простого идеала p ⊂ A соответствующая A-алгебра
Frac(A/p) не является конечно порождённой.

Доказательство. Часть «только тогда» выводится из наблюдения 1.
Докажем часть «тогда». Пусть p ⊂ A — простой идеал, A′ := A/p,
f ∈ A′ \{0}, а m ⊂ A′[f−1] — максимальный идеал. Так как A′[f−1]/m ∼=
(A′/(A′ ∩m))[f−1] — поле, то, по условию, A′/(A′ ∩m) — поле, а потому
A′ ∩m — максимальный идеал в A′, не содержащий f .

Теорема 5 (ОБОБЩЁННАЯ ЛЕММА ЗАРИССКОГО). Ассоциативное ком-
мутативное унитальное кольцо A является кольцом Джекобсона то-
гда и только тогда, когда любая конечно порождённая A-алгебра K,
которая является полем, конечна над A.

Доказательство (из двух частей).

Часть «тогда». Пусть p ⊂ A — простой идеал. Тогда если A-алгебра
Frac(A/p) является конечно порождённой, то, согласно условию, она
конечна над A. По теореме 2 из этого следует, что p — максимальный
идеал. Согласно теореме 4 мы доказали, что A — кольцо Джекобсона.
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Часть «только тогда». Сначала заметим, что можно заменить коль-
цо A на его образ в K, и считать, что A ⊂ K. Пусть (xi)i∈I — ко-
нечное семейство элементов алгебры K, такое что K = A[xi | i ∈ I], а
(xj)j∈J , где J ⊂ I, — максимальное алгебраически независимое над A
подсемейство семейства (xi)i∈I . Для каждого индекса i ∈ I \ J пусть
Pi ∈ A[xj | j ∈ J ][Xi] — какое-то нетривиальное алгебраическое соотно-
шение между xi и (xj)j∈J , а fi ∈ A[xj | j ∈ J ] — старший поXi коэффици-
ент Pi. Тогда поле K цело над кольцом A′ := A[xj | j ∈ J ][f−1

i | i ∈ I \ J ],
откуда, по теореме 2, следует, что A′ = Frac(A)(xj | j ∈ J). Так как A′

конечно порождено как A-алгебра, то A′ = Frac(A) согласно теореме 3
и Frac(A) = A согласно наблюдению 1. Мы доказали, что K — конечно
порождённая целая, то есть конечная, алгебра над A.

Классическая теорема о нулях
Теорема 6 (NULLSTELLENSATZ). Пусть k — поле, kalg — его алгебра-
ическое замыкание, A — конечно порождённая ассоциативная ком-
мутативная унитальная алгебра над k. Тогда максимальные идеалы
m ⊂ A — это в точности ядра гомоморфизмов A→ kalg над k.

Доказательство (из двух частей).

Часть 1. Пусть m ⊂ A — максимальный идеал. Тогда поле A/m яв-
ляется конечным расширением поля k по лемме Зарисского, следова-
тельно, вкладывается в kalg над k. Идеал m является ядром сквозного
гомоморфизма A→ A/m→ kalg.

Часть 2. Пусть ϕ : A→ kalg — гомоморфизм над k. Так как k-алгебра
kalg целостная и целая над k, то её подалгебра ϕ(A) — тоже, поэтому
ϕ(A) является полем по теореме 2.

Следствие 1 («СИЛЬНАЯ ТЕОРЕМА О НУЛЯХ»). Пусть k — поле, kalg —
его алгебраическое замыкание, A — конечно порождённая ассоциатив-
ная коммутативная унитальная алгебра над k, а f ∈ A — элемент
A. Если для любого гомоморфизма ϕ : A → kalg над k выполняется
равенство ϕ(f) = 0, то f — нильпотент.

Доказательство. Пусть Af — локализация A по f . Алгебра Af явля-
ется конечно порождённой алгеброй над k: в качестве её образующих
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можно взять f−1 и образующие A, но k-гомоморфизмов Af → kalg не
существует. Следовательно, Af = 0, то есть f ∈ A — нильпотент.

Замечание 2. Приведённое доказательство следствия 1 иногда называ-
ют «трюком Рабиновича».
Замечание 3. Из следствия 1 в его же обозначениях следует, что если
k-гомоморфизмов A → kalg не существует, то все элементы A нильпо-
тентны, то есть A = 0. Поэтому следствие 1 и называется «сильная
теорема о нулях».





Часть III

Совсем сырые или
мелкие тексты





Глава 12

Сырые и мелкие тексты

12.1. Категория Лямбда
Категория элементов и колчан элементов
Определение 1 (КАТЕГОРИЯ ЭЛЕМЕНТОВ). Если F : C → Sets — функ-
тор, то его категорией элементов называется категория F cdFun(C,Sets)o C,
которую можно отождествить с pt cdF C и с C ×F Sets (pt cd Sets).

Замечание 1. Иногда категория (F cd C)o ∼= Co cd F = Co cdFun(C,Sets) F тоже
называется категорией элементов функтора F : C → Sets.

Определение 2 (КОЛЧАН ЭЛЕМЕНТОВ). Если F : I → Sets — представ-
ление колчана I, то его колчаном элементов называется расслоенное
произведение I ×F Sets (pt cd Sets) в категории колчанов.

Определение 3 (КОМПОНЕНТЫ СВЯЗНОСТИ). Слои универсального
функтора из данной категории в дискретную категорию называют-
ся компонентами связности. Компоненты связности топологического
пространства определяются аналогично.

Пример 1. Элементы копредела функтора F : I → Sets, где I — малая
категория, можно интерпретировать как компоненты связности кате-
гории F cd I, а элементы предела — как сечения проекции F cd I → I.

Пример 2. Если мы рассмотрим вложение Кэли группы как представ-
ление однообъектного группоида отображениями множеств, ограничим
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его на подколчан и рассмотрим колчан элементов, то получится соот-
ветствующий граф Кэли.

Пример 3. Для представлений колчана-стрелки и колчана-петли отоб-
ражениями множеств изображение колчана элементов даёт традицион-
ные картинки, связанные с морфизмами и эндоморфизмами множеств.

Пример 4. Действие группы на множестве является транзитивным
действием или орбитой тогда и только тогда, когда у соответствующего
группоида элементов ровно одна компонента связности.

Определение категории Лямбда
Определение 4 (ЦИКЛИНАР). Категория, свободно порождённая кол-
чаном элементов стандартной циклической перестановки x 7→ x + 1
множества Z/nZ, где n ∈ N1, обозначается через [n]Λ и называется
циклинаром порядка n.

Замечание 2. Термин «циклинар» не стандартный и придуман по ана-
логии с термином «ординал». Я не знаю стандартного термина.

Наблюдение 1. Для категорий [n] и [n]Λ число n — это количество
стрелок в порождающем колчане. Порождающий колчан свободной ка-
тегории однозначно восстанавливается по ней.

Обозначение 1 (ГРУППОИДОФИКАЦИЯ). В этом разделе локализацию
малой категории C по всем морфизмам будем обозначать через Cgrp.

Наблюдение 2. Группа автоморфизмов категории [n]Λ — это цикли-
ческая группа порядка n. Группа автоморфизмов соответствующего
группоида [n]grp

Λ — это диэдральная группа порядка 2n.

Замечание 3. Обратите внимание на группы Aut([2]grp
Λ ) и Aut([1]grp

Λ )!

Определение 5 (СТРОГОСТЬ/ПОЛНОТА НА ЭНДОМОРФИЗМАХ). Функ-
тор ϕ : C → E называется строгим/полным на эндоморфизмах, ес-
ли для любого C ∈ Ob(C) индуцированный гомоморфизм моноидов
ϕC : EndC(C)→ EndE(ϕ(C)) инъективен/сюръективен соответственно.
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Определение 6 (КАТЕГОРИЯ ЛЯМБДА). Категория, объектами кото-
рой являются циклинары [n]Λ, где n ∈ N1, а морфизмами являются
функторы, строгие и полные на эндоморфизмах, обозначается симво-
лом Λ и называется категорией Лямбда.

Лемма 1. Пусть ϕ : [n]Λ → [m]Λ, где n,m ∈ N1, — функтор. Тогда
индуцированные гомоморфизмы свободных циклических моноидов ϕx :
End[n]Λ(x)→ End[m]Λ(ϕ(x)), где x ∈ Ob([n]Λ), изоморфны друг другу как
объекты категории стрелок категории моноидов.

Доказательство. Для индуцированного морфизма группоидов ϕgrp :
[n]grp

Λ → [m]grp
Λ индуцированные гомоморфизмы свободных циклических

групп ϕgrp
x : End[n]grp

Λ
(x) → End[m]grp

Λ
(ϕ(x)), где x ∈ Ob([n]Λ) = Ob([n]grp

Λ ),
изоморфны друг другу как объекты категории стрелок категории мо-
ноидов, так как все объекты категории [n]grp

Λ изоморфны друг другу.
Теперь заметим, что не изоморфные гомоморфизмы свободных цикли-
ческих моноидов индуцируют не изоморфные гомоморфизмы свобод-
ных циклических групп.

12.2. Топология Гротендика
Общее определение
Определение 1 (ЗАМКНУТАЯ СЛЕВА/СПРАВА ПОДКАТЕГОРИЯ). Под-
категория C категории E называется замкнутой слева или влево, если
она содержит все морфизмы из E , кообласти которых лежат в C, и
замкнутой справа или вправо, если Co замкнута слева в Eo.

Наблюдение 1. Замкнутая слева или справа подкатегория всегда яв-
ляется полной подкатегорией.

Наблюдение 2. Пусть F : C → E — функтор, а E ′ — замкнутая сле-
ва/справа подкатегория E . Тогда F−1(E ′) — замкнутая слева/справа
соответственно подкатегория C.

Определение 2 (СИТО/РЕШЕТО). Ситом или решетом на объекте
данной категории называется замкнутая слева подкатегория категории
объектов над ним.
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Определение 3 (ГЛАВНОЕ СИТО). Сито всех объектов над данным
объектом называется главным ситом на нём.

Определение 4 (ОГРАНИЧЕНИЕ СИТА). Любой морфизм определяет
функтор из категории объектов над своей областью в категорию объ-
ектов над своей кообластью. Соответствующий функтор прообраза для
сит называется функтором ограничения вдоль данного морфизма.

Определение 5 (ТОПОЛОГИЯ ГРОТЕНДИКА). Топология Гротендика
на данной категории задаётся классом сит на её объектах, называемых
покрывающими ситами, удовлетворяющим следующим свойствам:

а) Главные сита являются покрывающими;

б) Ограничения покрывающих сит являются покрывающими;

в) Если ограничения сита вдоль всех объектов какого-то покрыва-
ющего сита являются покрывающими, то оно само является по-
крывающим.

Определение 6 (САЙТ). Категория, снабжённая топологией Гротен-
дика, называется сайтом.

Определение 7 (КОАУГМЕНТАЦИЯ ФУНКТОРА). Назовём коаугмента-
цией функтора ко-конус над функтором, то есть его естественное пре-
образование в какой-то постоянный функтор.

Определение 8 (ПУЧОК НА САЙТЕ). Каждое сито на объекте данной
категории снабжено тавтологическим коаугментированным функтором
в эту категорию. Предпучок на сайте называется пучком, если он пере-
водит коаугментированые функторы, соответствующие покрывающим
ситам, в диаграммы пределов.

Случай топологического пространства
Определение 9 (ПУЧОК НА ТОПОЛОГИИ). Пусть T — топологическое
пространство, а C — категория. Функтор F : Open(T )o → C называется
пучком, если он сохраняет пределы замкнутых вправо подкатегорий.

Определение 10 (КОФИНАЛЬНЫЙ ФУНКТОР). Функтор F : J → I на-
зывается кофинальным, если для любого i ∈ I категория i cdF J связна,
и называется ко-кофинальным, если функтор F o : Jo → Io кофинален.
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Наблюдение 3. Пусть S — подмножество множества Open(T ), где T —
топологическое пространство. Тогда полная подкатегория в Open(T ),
заданная множеством объектов {U ∩ V ∈ Open(T ) | U, V ∈ S}, кофи-
нальна в замкнутой влево подкатегории в Open(T ), порождённой S.

12.3. Спектральная последовательность
фильтрации

Соглашение 1 (КОЛЬЦО ДУАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ). В этом разделе символ
R будет обозначать фиксированное ассоциативное унитальное кольцо,
R[∂] — кольцо R[X]/(X2), а ∂ — образ X ∈ R[X] в R[∂].

Замечание 1. Модули над кольцом дуальных чисел иногда называют-
ся дифференциальными модулями. В такой терминологии комплексы
соответствуют дифференциальным градуированным модулям, то есть
Z-градуированным модулям над N0-градуированным кольцом R[∂], где
N0-градуировка на R[∂] унаследована от R[X].

Наблюдение 1. Пусть · · · ⊂ Ci ⊂ Ci+1 ⊂ · · · , где i ∈ Z, — ряд
R[∂]-модулей, Z̃r

i := Ci ∩ ∂−1(Ci−r), B̃r
i := Ci ∩ ∂(Ci+r−1), Zr

i := Z̃r
i /Z̃

r−1
i−1 ,

Br
i := B̃r

i /B̃
r+1
i−1 , где i, r ∈ Z. Тогда оператор ∂ индуцирует гомоморфиз-

мы d̃ri : Zr
i → Zr

i−r/B
r
i−r с ядром Zr+1

i и образом Br+1
i−r /B

r
i−r.

Замечание 2. Чтобы доказать утверждение наблюдения 1 достаточно
заметить, что ∂ индуцирует изоморфизмы Z̃r

i /Z̃
r+1
i

∼−→ B̃r+1
i−r /B̃

r+2
i−r−1, пе-

реводящие классы элементов Z̃r−1
i−1 в классы элементов B̃r

i−r = ∂(Z̃r−1
i−1 ).

Определение 1 (СПЕКТРАЛЬНАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ФИЛЬТРА-
ЦИИ). В обозначениях наблюдения 1 семейство (Er

i , d
r
i , ρ

r
i )i∈Z,r∈N0 , где

Er
i := Zr

i /B
r
i , гомоморфизм dri : Er

i → Er
i−r индуцирован d̃ri , а ρri —

это очевидный изоморфизм Ker(dri )/ Im(dri+r)
∼−→ Er+1

i , называется спек-
тральной последовательностью фильтрации (Ci)i∈Z.

12.4. Универсумы Гротендика
Соглашение 1. Множества, которые являются элементами U , иногда
будут называться U-множествами. Это соглашение будет, как правило,
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применятся тогда, когда U — универсум.

Определение 1 (УНИВЕРСУМ ГРОТЕНДИКА). Множество U называет-
ся универсумом Гротендика или просто универсумом, если выполня-
ются следующие три условия:

а) Объединение всех U-множеств совпадает с U ;

б) Для любого U-множества множество всех его подмножеств явля-
ется U-множеством;

в) Объединение любого индексированного U-множеством семейства
U-множеств является U-множеством.

12.5. Категорный цилиндр
Определение и основные свойства цилиндра
Определение 1 (КАТЕГОРНЫЙ ЦИЛИНДР). Назовём цилиндром диа-
граммы категорий и функторов C $←− B %−→ E категорию Cyl(C |$ %

B E) :=
((C × {0}) t (E × {1})) t(B×{0})t(B×{1}) (B × [1]).

Замечание 1. Понятие категорного цилиндра в некотором смысле яв-
ляется двойственным понятию комма-категории.

Наблюдение 1. Если C $←− B %−→ E — диаграмма категорий, то её ци-
линдр автоматически снабжён функтором Cyl(C |$ %

B E) → [1], слои
которого отождествляются с C ∼= C × {0} и E ∼= E × {1} соответственно.

Наблюдение 2. Пусть S → [1] — функтор, а S0 и S1 — его слои над 0
и 1 соответственно. Тогда S ∼= Cyl(S0 |S0cdSS1 S1).

Определение 2 (ОБРАЗУЮЩИЕ ЦИЛИНДРА). Если Cyl(C |$ %
B E) — ци-

линдр диаграммы C $←− B %−→ E , то компоненты естественного преобра-
зования B × [1]→ Cyl(C |$ %

B E) называются его образующими.

Наблюдение 3. Пусть F : C → I — функтор. Тогда Cyl(C |F I) суще-
ствует и любой морфизм ϕ : c → i в Cyl(C |F I), где c ∈ C, i ∈ I, един-
ственным образом пропускается через образующую #”

F (c) : c→ F (c).
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Наблюдение 4. Пусть функторы α : C → C ′, β : E → E ′ и γ : B → B′

— компоненты морфизма из диаграммы категорий C $←− B %−→ E в диа-
грамму категорий C ′ $′

←− B′ %′
−→ E ′. Тогда α, β и γ индуцируют функтор

Cyl(α |γ β) : Cyl(C |$ %
B E)→ Cyl(C ′ |$

′ %′

B′ E ′).

Пример 1. Пусть ρ : C → E — функтор. В качестве иллюстрации к
введённым обозначениям приведём следующий декартов квадрат:

Cyl(C |ρC E) Cyl(C |C pt)

Cyl(E |E E) Cyl(E |E pt).

Cyl(Id|Id(E→pt))

Cyl(ρ|ρId) Cyl(ρ|ρId)

Cyl(Id|Id(E→pt))

Определение расслоения Гротендика
Определение 3 (ЗАМКНУТОСТЬ ОТНОСИТЕЛЬНО ПУЛЛБЭКОВ). Если C
— категория, а B и P — два класса морфизмов в C, то P называется
замкнутым относительно пуллбэков вдоль морфизмов из B, если любая
диаграмма вида β : c′ → c →c′′ : π, где π ∈ P , а β ∈ B, достраивается
до декартового квадрата, в котором морфизм c′ ×c c′′ → c′ лежит в P .

Определение 4 (РАССЛОЕНИЕ ГРОТЕНДИКА). Функтор F : C → I
называется расслоением Гротендика, если класс образующих цилиндра
Cyl(C |F I) замкнут относительно пуллбэков вдоль морфизмов из I.

Определение 5 (РАССЛОЕНИЕ СТРИТА). Функтор F : C → I называ-
ется расслоением Стрита или расслоением Стрита-Гротендика, если
класс композиций образующих и изоморфизмов в Cyl(C |F I) замкнут
относительно пуллбэков вдоль морфизмов из I.

12.6. Окольцованный спектр кольца
Леммы о покрытиях локализациями
Соглашение 1. В этом подразделе A — это фиксированное коммута-
тивное ассоциативное унитальное кольцо, а (Si)i∈I — семейство муль-
типликативных подмножеств A, такое что множества Spec(ASi

) покры-
вают множество Spec(A).
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Лемма 1. Пусть M — A-модуль. Тогда канонический гомоморфизм
m 7→ (m1 )i∈I : M →

∏
i∈IMSi

инъективен.

Доказательство. Пусть m ∈M переходит в 0 во всех MSi
. Тогда анну-

лятор m в A не дизъюнктен ни с каким из Si, а потому не содержится
ни в каком простом идеале кольца A, а потому равен A.

Следствие 1. Пусть M — A-модуль. Тогда если MSi
= 0 для всех

i ∈ I, то M = 0.

Следствие 2. Пусть M • — коцепной комплекс A-модулей. Тогда если
(H0(M •))Si

∼= H0(M •
Si

) = 0 для всех i ∈ I, то H0(M •) = 0.

Наблюдение 1. Пусть S1, S2 ⊂ A — мультипликативные множества,
M — A-модуль, m1

s1
∈ MS1 и m2

s2
∈ MS2. Тогда если m1

s1
= m2

s2
в MS1S2 , то

существуют r1 ∈ S1 и r2 ∈ S2, такие что для формальных дробей r1m1
r1s1

и r2m2
r2s2

выполняется равенство (r2s2)(r1m1) = (r1s1)(r2m2).

Лемма 2. Пусть M — A-модуль. Пусть множество I конечно. Тогда
гомоморфизм M

ι−→ M ′ := Ker(
∏

i∈IMSi

α−→
∏

(i,j)∈I×IMSiSj
), где ι(m) :=

(m1 )i∈I , а α((mi

si
)i∈I) := (mi

si
− mj

sj
)(i,j)∈I×I , биективен.

Первое доказательство. После применения функтора локализации по
Se для произвольного e ∈ I заданная гомоморфизмами ι и α короткая
последовательность M →

⊕
i∈IMSi

→
⊕

(i,j)∈I×IMSiSj
станет точной

слева по тривиальным причинам. Осталось применить следствие 2.

Второе доказательство. Инъективность ι следует из леммы 1. Дока-
жем сюръективность ι. Пусть (mi

si
)i∈I ∈ M ′. Тогда, согласно наблюде-

нию 1, можно предположить, что simj = sjmi для любых i, j ∈ I. Вы-
берем семейство (ai)i∈I элементов A, такое что

∑
i∈I siai = 1. Возьмём

m :=
∑

i∈I aimi ∈ M . Тогда sim =
∑

j∈I siajmj =
∑

j∈I sjajmi = mi для
любого i ∈ I, откуда следует, что образ m в M ′ равен (mi

si
)i∈I .

Замечание 1. Первое доказательство леммы 2 основано на доказатель-
стве леммы 7.13 из [4, лекция 7].
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Определение окольцованного спектра
Наблюдение 2. Если база топологии состоит из компактных подмно-
жеств, то условия отделимости и склейки для предпучков на этой базе
достаточно проверять для конечных покрытий.

Определение 1 (ОКОЛЬЦОВАННЫЙ СПЕКТР). Если A — ассоциативное
коммутативное унитальное кольцо, то его окольцованным спектром на-
зывается топологическое пространство X := Spec(A), снабжённое пуч-
ком колец OX , заданным на стандарной базе топологии Зарисского ра-
венствами OX(D(f)) := AA\(

∪
p∈D(f) p) ∼= Af , где f ∈ A, и отображениями

ограничения, являющимися гомоморфизмами A-алгебр.

Замечание 2. В случае определения 1 с учётом наблюдения 2 условия
отделимости и склейки следуют из леммы 2.





Глава 13

Совсем мелкие тексты

13.1. Не сгруппированные мелочи I
Наблюдение 1 (ПРЕДУПОРЯДОЧЕНИЯ И УПОРЯДОЧЕНИЯ). Если рас-
сматривать предупорядоченные множества как категории, то это в точ-
ности категории, экивалентные частично упорядоченным множествам.

Наблюдение 2 (РЕШЁТКА РАЗБИЕНИЙ). Разбиения данного множе-
ства образуют полную решётку, так же, как и подмножества.

Соглашение 1 (КОЛЬЦОИДЫ). Категории, обогащённые структурой
абелевой группы/моноида на Hom-ах, стоит называть кольцоидами/по-
лукольцоидами, а не аддитивными/преаддитивными категориями.

Определение 1 (p-АДИЧЕСКАЯ НОРМА). Пусть p ∈ Z — простое число.
Норма x 7→ ‖x‖p : Q → R, такая что ‖p‖p = p−1 и ‖l‖p = 1 для любого
простого l ∈ Z, отличного от p, называется p-адической нормой.

Наблюдение 3 (БАЗИС ЛЕЖИТ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ). Пусть (ei)i∈I
— произвольный базис в евклидовом пространстве E. Тогда существует
вектор v ∈ E, такой что 〈v, ei〉 = 1 > 0 для любого i ∈ I, потому что
структурная билинейная форма в E невырождена.

Наблюдение 4. Разложение конечномерной полупростой алгебры Ли
над алгебраически замкнутым полем характеристики ноль в прямую
сумму простых идеалов очень каноническое.
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Наблюдение 5. Дуальность Жуаяля можно иллюстрировать так:
• • • • • •

• • • •.

Факт 1. Гаусс обнаружил следующую формулу для 16 cos(2π/17):

√
17− 1 +

√
34− 2

√
17 + 2

√
17 + 3

√
17−

√
34− 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17.

Наблюдение 6. Выполняется следующая важная формула для эле-
ментарных трансвекций, где ab = ba = −1:(

1 a
0 1

)(
1 0
b 1

)(
1 a
0 1

)
=

(
1 0
b 1

)(
1 a
0 1

)(
1 0
b 1

)
=

(
0 a
b 0

)
.

Наблюдение 7 (ТОЖДЕСТВА НЬЮТОНА–ЖИРАРА). Зная, что лога-
рифмическая производная геометрической прогрессии равна ей самой,
получаем:

−t d
dt

log
∏
λ∈Λ

(1− λt) =
−t d

dt

∏
λ∈Λ(1− λt)∏

λ∈Λ(1− λt)
=

∑
λ∈Λ

∑
n⩾1

λntn =⇒

=⇒ −kσk =
k∑
i=1

γiσk−i, где
∏
λ∈Λ

(1− λt) =
∑
n⩾0

σnt
n, γn :=

∑
λ∈Λ

λn.

Обозначение 1. В обозначениях N⋊H и N⋋H активная группа тычет
вилками в пассивную.

Наблюдение 8. Закон инерции Сильвестра абсолютно тривиален: у
положительного и отрицательного подпространства тривиальное пере-
сечение, поэтому сумма их размерностей меньше или равна размерно-
сти всего пространства.

Наблюдение 9. Евклидово самосопряжённый оператор расширением
скаляров даёт положительно эрмитово самосопряжённый оператор, а
у таких операторов все собственные числа вещественные. Для само-
сопряжённого оператора ортогонал к инвариантному подпространству
инвариантен. Эти два утверждения дают ортогональную диагонализа-
цию квадратичных форм на евклидовых пространствах.
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Соглашение 2. Для квадратичных форм, возможно, стоит говорить
«положительная», «отрицательная», «полуположительная», «полуот-
рицательная». Вместо «знакоопределённая» говорить «анизотропная».

Наблюдение 10 (ФРОБЕНИУС АБЕЛЕВОЙ ГРУППЫ). Пусть p ∈ Z —
простое число, а V — абелева группа. Тогда мы имеем гомоморфизм
абелевых групп a 7→ [a⊗[p]Λ ] : V → Coker(ΣCp : (V ⊗[p]Λ)Cp → (V ⊗[p]Λ)Cp),
где Cp := Aut([p]Λ), а ΣCp — отображение суммирования по действию
конечной группы Cp из её коинвариантов в инварианты.

Наблюдение 11 (ФУНКТОРИАЛЬНОСТЬ ЖОРДАНОВА РАЗЛОЖЕНИЯ).
Пусть K — поле, а ϕ : V → W — гомоморфизм K[X]-модулей. Тогда ϕ
отображает жорданово подпространство

⋃
n⩾0 Ker((X − λ)n : V → V ),

где λ ∈ K, в жорданово подпространство
⋃
n⩾0 Ker((X − λ)n : W → W ).

Пример 1. Алгебра k[X,Y ]/(XY ), где k — ассоциативное коммута-
тивное унитальное кольцо, не является амальгамированной суммой в
категории ассоциативных коммутативных унитальных колец своих по-
далгебр k[X] и k[Y ] над их пересечением k[X] ∩ k[Y ] = k.

Замечание 1. Пример 1 был подсказан Дмитрием Калединым по ин-
тернету 20 июля 2023 года.

Утверждение 1. Пусть α : S−1R →← T−1E : β — кольцевые гомомор-
физмы между локализациями ассоциативных унитальных колец R и
E по множествам S и T . Если β◦α : S−1R→ S−1R является эндомор-
физмом над R, а образ α содержит образ канонического гомоморфизма
E → T−1E, то β ◦ α = Id и α ◦ β = Id.

Доказательство. Так как все эндоморфизмы S−1R над R тождествен-
ные, то β ◦α = Id. Так как β ◦α = Id, то α ◦ β переводит образ α в себя
тождественно, в частности, является эндоморфизмом над E, откуда
следует, что α ◦ β = Id.

Теорема 1 (ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АРИФМЕТИКИ). Любой ненулевой
главный идеал области главных идеалов однозначно представляется
в виде конечного произведения ненулевых простых главных идеалов.

Определение 2 (КОНСЕРВАТИВНЫЙ ФУНКТОР). Функтор называется
консервативным, если он переводит морфизмы, не являющиеся изо-
морфизмами, в морфизмы, не являющиеся изоморфизмами.
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Обозначение 2 (МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЙ МОНОИД КОЛЬЦА). Пусть R
— ассоциативное унитальное кольцо. Моноид всех элементов R с опе-
рацией умножения обозначается через Rmult.
Определение 3 (ХАРАКТЕР ДИРИХЛЕ). Отображение χ : Z→ C назы-
вается характером Дирихле модуля m, где m ∈ N1, если оно разлагает-
ся в композицию стандартной редукции Z→ Z/mZ и консервативного
гомоморфизма мультипликативных моноидов (Z/mZ)mult → Cmult.
Наблюдение 12 (ЛИСТ МЁБИУСА). Определим раздутие Rn в точке
0 ∈ Rn, где n ∈ N1, как множествоMn := {(x, l) ∈ Rn×Gr(1,Rn) | x ∈ l}
с индуцированной топологией, где Gr(1,Rn) — это грассманиан прямых
в Rn, проходящих через 0 ∈ Rn. Отображение π : Mn → Rn, (x, l) 7→ x
задаёт гомеоморфизм между дополнением особого слоя π−1(0) вMn и
Rn \ {0}. Инверсия относительно единичной сферы на Rn \ {0} одно-
значно продолжается до гомеоморфизмаMn ∼−→ RPn \ {0}. Проколотое
проективное пространство RPn\{0}, в свою очередь, гомеоморфно про-
странству аффинных гиперплоскостей в Rn по проективной двойствен-
ности. Топологическое пространствоM2 называется листом Мёбиуса.
Соглашение 3 (АКСИОМАТИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА). Возможно, стоит на-
зывать алгебру, которую сейчас, в первой четверти XXI века, препода-
ют на первых курсах университетов, аксиоматической алгеброй.
Определение 4 (ВНЕШНИЕ СТЕПЕНИ СПАРИВАНИЯ). Пусть I — конеч-
ное множество, A — коммутативное ассоциативное унитальное кольцо,
v ⊗ w 7→ v · w : V ⊗A W → A — спаривание между двумя A-модуля-
ми. Спаривание ΛI(V ) ⊗A ΛI(W ) → A, индуцированное спариванием
(
⊗

i∈I vi)⊗ (
⊗

i∈I wi) 7→ det((vi · wj)i,j∈I) : V ⊗I ⊗AW⊗I → A, называется
I-ой внешней степенью спаривания v ⊗ w 7→ v · w : V ⊗AW → A.
Определение 5 (ДИСКРИМИНАНТ БИЛИНЕЙНОЙ ФОРМЫ). В условиях
определения 4 при дополнительном предположении V = W ' AI спа-
ривание (

∧
i∈I vi) ⊗ (

∧
i∈I wi) 7→ det((vi · wj)i,j∈I) : ΛI(V ) ⊗A ΛI(V ) → A

называется дискриминантом спаривания v ⊗ w 7→ v · w : V ⊗A V → A.
Наблюдение 13 (МЕТР). Один метр — это примерно одна десятимил-
лионная расстояния между полюсом и экватором по поверхности сфе-
рического приближения к Земле. Десять — это количество пальцев на
обеих руках человека, а семь нулей нужны для того, чтобы метр был
максимально близок к росту человека.
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Наблюдение 14 (ДВА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭКСПОНЕНТЫ). Доказательства
сходимости ряда

∑∞
n=0

1
n!x

n и равенства limm→∞(1 + x
m

)m =
∑∞

n=0
1
n!x

n

довольно простые.
Абсолютная сходимость ряда

∑∞
n=0

1
n!x

n доказывается через баналь-
ное сравнение с геометрической прогрессией, так как |xn

n! | ⩽ |
xn−1

(n−1)! ||
x
n
|,

а при ограниченном x число |x
n
| стремится к 0 когда n стремится к ∞.

По биному Ньютона (1 + x
m

)m =
∑∞

n=0
m(m−1)···(m−(n−1))

mn
1
n!x

n. Коэффи-
циенты этих рядов по модулю не больше соответствующих коэффици-
ентов абсолютно сходящегося ряда

∑∞
n=0

1
n!x

n и стремятся к ним когда
m стремится к ∞, откуда и следует, что limm→∞(1 + x

m
)m =

∑∞
n=0

1
n!x

n.

13.2. Не сгруппированные мелочи II
Наблюдение 1 (ПРЕДАДДИТИВНАЯ КАТЕГОРИЯ). Предаддитивная ка-
тегория в смысле раздела 1.3 статьи [8] — это то же самое, что катего-
рия, в которой конечные произведения и копроизведения существуют
и коммутируют друг с другом.

Определение 1 (АБЕЛЕВА КАТЕГОРИЯ). Аддитивная категория на-
зывается абелевой, если она конечно полна и кополна, и для любого
морфизма X → Y индуцированный морфизм X tX×Y XX → Y ×Y tXY Y
из кообраза в образ является изоморфизмом.

Наблюдение 2. Категория малых категорий содержит все малые пре-
делы и копределы.

Наблюдение 3. Пусть R — ассоциативное унитальное кольцо. Тогда
гомоморфизм a 7→ (v 7→ av : M → M)M∈Ob(R-mod) : Z(R) → End(IdR-mod)
является изоморфизмом.

Наблюдение 4 (АППРОКСИМАЦИЯ 99/70 ≈
√

2). Так как 72 = 49 ≈
50, то имеем очевидную пару приближений 7/5 <

√
2 < 10/7 к

√
2,

такую что (7/5)(10/7) = 2. По формуле (a− b)(a+ b) = a2 − b2 квадрат
среднего арифметического двух чисел больше квадрата их среднего
геометрического на квадрат полуразности, в частности, квадрат числа
(7/5 + 10/7)/2 = 99/70 больше 2 на ((10/7− 7/5)/2)2 = 1/702 = 1/4900.

Замечание 1. Стороны листа бумаги A4 имеют длину 297 мм и 210 мм,
а 297/210 = 99/70.
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Определение 2 (ГРУППОВОЙ ОБЪЕКТ). Групповым объектом в кате-
гории C называется пара (G,µ) из объекта G ∈ Ob(C) и естественного
преобразования (µX : HomC(X,G)× HomC(X,G)→ HomC(X,G))X∈Ob(C),
которое превращает каждое из множеств HomC(X,G) в группу.
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