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A b s t r a c t  

T h r e e  f u n c t i o n s  a r e  e v a l u a t e d  f o r  t h e i r  
s u i t a b i l i t y  a s  t h e  f l o o r  f u n c t i o n  i n  t h e  
c o m p l e x  d o m a i n .  The  f u n c t i o n s  a r e  
e v a l u a t e d  a g a i n s t  a b s t r a c t  c r i t e r i a  s u c h  
a s  s y m m e t r y  a n d  c o n v e x i t y ,  a n d  a l s o  f o r  
s u i t a b i l i t y  i n  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s .  
The  f a m i l y  o f  f u n c t i o n s  d e r i v e d  f r o m  
f l o o r  i s  d e v e l o p e d  a n d  e x a m i n e d  i n  e a c h  
c a s e .  

I n t r o d u c t i o n  

I n  1973 E. E.  M c D o n n e l l  p r e s e n t e d  a p a p e r  
[I] i n  w h i c h  he  p r o p o s e d  an  e x t e n s i o n  o f  
f l o o r  t o  t h e  c o m p l e x  d o m a i n .  H i s  p u r p o s e  
was  t o  e x t e n d  t h e  f u n c t i o n s  f l o o r ,  
c e i l i n g ,  r e s i d u e  a n d  e n c o d e .  M c D o n n e l l  
g a v e  s e v e r a l  p r o p e r t i e s  w h i c h  he  f e l t  a 
' f l o o r '  f u n c t i o n  o u g h t  t o  h a v e .  I n  t h i s  
p a p e r  I c o m p a r e  h i s  f l o o r  f u n c t i o n  w i t h  
two  o t h e r  f u n c t i o n s ,  a s  t h e y  r e l a t e  t o  
M c D o n n e l l ' s  c r i t e r i a  a n d  c e r t a i n  o t h e r  
p r o p e r t i e s .  

N o t a t i o n  

M c D o n n e l l  i n t r o d u c e d  a n o t a t i o n  f o r  
e x p r e s s i n g  c o m p l e x  n u m b e r s  i n  APL i n  
w h i c h  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  r e a l  a n d  
i m a g i n a r y  p a r t s  w e r e  s e p a r a t e d  by  t h e  
l e t t e r  I .  T h u s  314 r e p r e s e n t e d  3 + 4 i .  I n  
t h i s  p a p e r  J w i l l  s e p a r a t e  t h e  p a r t s .  
The  f u n c t i o n s  RE a n d  IM r e t u r n e d  t h e  
r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e i r  
a r g u m e n t s .  T h i s  p a p e r  r e t a i n s  t h a t  
c o n v e n t i o n .  F u r t h e r m o r e  t h e  v a r i a b l e  I 
w i l l  s t a n d  f o r  t h e  c o n s t a n t  i ,  t h a t  i s ,  
OJt. 
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M c D o n n e l l ' s  F u n c t i o n  

M c D o n n e l l ' s  f l o o r  f u n c t i o n ,  w h i c h  I s h a l l  
name MF, c a n  be  d e f i n e d  a s :  

VR~MF Z;A;B;Ai;B1;T 
[ i ]  A÷RE Z 
[2] B÷IM Z 
[3] T÷LA+B 
[4] Bi÷FO.5xT-I+A-B 
[5] AI÷T-BI 
[6] R÷AI+IxBi 

V 

C e i l i n g ,  r e s i d u e  a n d  e n c o d e  f u n c t i o n s  
d e r i v e d  f r o m  MF w i l l  be  named  MC, MR, 
a n d  ME. 
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F i g u r e  1 s h o w s  t h e  s e t  o f  p o i n t s ,  X, f o r  
w h i c h  MF X i s  z e r o .  P o i n t s  on  t h e  t h i c k  
p a r t  o f  t h e  b o u n d a r y  a r e  i n c l u d e d ;  p o i n t s  
on  t h e  t h i n  p a r t  a r e  e x c l u d e d .  The  s e t  
o f  p o i n t s  w h o s e  f l o o r  i s  Y, f o r  a n y  
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i n t e g e r  Y, i s  X+Y, t h a t  i s ,  t h e  d i a g r a m  
i s  s h i f t e d  s o  t h a t  p o i n t  0 i s  a t  Y. 

H u r w i t z ' s  F u n c t i o n  

I n  1 8 8 8  A. H u r w i t z  d e f i n e d  a c o m p l e x  
f u n c t i o n  w h i c h  I s h a l l  name  HF. 

VR÷HF Z 
[ i ]  R÷(L.5+RE Z)+IxLO.5+IM Z 

9 

C e i l i n g ,  r e s i d u e ,  a n d  e n c o d e  f u n c t i o n s  
d e r i v e d  f r o m  HF w i l l  b e  n a m e d  HC, HR, 
a n d  HE. 

T h e  r e g i o n  f o r  w h i c h  HF X i s  z e r o  i s  s h o w n  
i n  F i g u r e  2 .  

T e s s e l a t i o n  

A r e q u i r e m e n t  f o r  a n y  f l o o r  f u n c t i o n ,  F ,  
s a t i s f i e d  b y  MF, HF, a n d  FF, i s  t h a t  
(F X+K)=K+F X f o r  a n y  i n t e g e r  K. T h i s  
i m p l i e s  t h a t  i f  Z i s  t h e  r e g i o n  w h o s e  
f l o o r  i s  0 ,  t h e n  t h e  r e g i o n  w h o s e  f l o o r  
i s  K c a n  b e  f o u n d  b y  s h . i f t i n g  Z a n  
a m o u n t  K. I f  t h e  e n t i r e  p l a n e  i s  m a p p e d  
i n  t h i s  way t h e n  n o  t w o  r e g i o n s  c a n  
o v e r l a p  ( o t h e r w i s e  F w o u l d  b e  m u l t i -  
v a l u e d ) .  S i m i l a r l y  i f  F i s  t o  b e  d e f i n e d  
e v e r y w h e r e ,  t h e n  t h e r e  c a n  b e  n o  p o i n t  
w h i c h  i s  n o t  c o v e r e d  b y  some  r e g i o n .  
T h i s  i s  a n a l o g o u s  t o  c o v e r i n g  t h e  p l a n e  
w i t h  r e p e a t e d  i n s t a n c e s  o f  a t i l e  o f  
s h a p e  Z ,  w i t h o u t  r o t a t i n g  Z.  I t  i s  t h i s  
p r o c e d u r e  w h i c h  I r e f e r  t o  a s  
t e s s e l a t i o n .  
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The Third F l o o r  

A t h i r d  f l o o r  f u n c t i o n ,  FF c a n  b e  d e f i n e d  
a s  

VR~FF Z 
[i] R~(LRE Z)+Ix[IM Z 

V 

C e i l i n g ,  r e s i d u e ,  a n d  e n c o d e  f u n c t i o n s  
d e r i v e d  f r o m  FF w i l l  h e  n a m e d  FC, FR, 
a n d  FE. 

T h i s  f u n c t i o n  i s  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  
H u r w i t z ' s  f u n c t i o n  s i n c e  t h e  l a t t e r  c a n  
b e  w r i t t e n  a s :  

VR~HF Z 
[ ] ]  R~FF 0 . 5 J 0 . 5 + Z  

V 

P r o p e r t i e s  

I w i l l  c o m p a r e  t h e s e  f u n c t i o n s  b y  s h o w i n g  
w h a t  d e f i n i t i o n s  t h e y  l e a d  t o  f o r  t h e  
v a r i o u s  f u n c t i o n s  t h a t  may b e  d e f i n e d  i n  
t e r m s  o f  f l o o r ,  w h a t  i d e n t i t i e s  t h e y  
s a t i s f y  a n d  s o  f o r t h .  Some o f  M c D o n n e l l ' s  
o r i g i n a l  c r i t e r i a ,  s a t i s f i e d  b y  a l l  t h r e e  
f u n c t i o n s ,  h a v e  b e e n  o m i t t e d .  

I d e a l  P r o p e r t i e s  o f  a F l o o r  F u n c t i o n  F 

a )  C o m p a t i b i l i t y  MF HF FF 
y e s  n o  y e s  

I f  O=IM Z t h e n  ( F  z)=LZ 

T h i s  o b v i o u s l y  r u l e s  HF 
o u t  a s  a s e r i o u s  c a n d i d a t e  
f o r  a n  e x t e n s i o n  t o  f l o o r .  

b )  C o n v e x i t y  MF HF FF 
yes yes yes 

If X=F Z1 a n d  X=F Z2 t h e n  
X=F(AxZ1)+BxZ2 f o r  I=A+B; 
A~O a n d  B ~ O  

T h i s  m e a n s  t h a t  i f  Z1 h a s  
t h e  s a m e  f l o o r  a s  Z2 t h e n  
s o  d o e s  a n y  v a l u e  b e t w e e n  
t h e m .  

c) F r a c t i o n a l i t y  

I<[Z-F Z 

MF HF FF 
y e s  y e s  n o  

T h i s  p r o p e r t y  e n s u r e s  t h a t  
f o r  AxO 
( IA)>IAIB f o r  any B. 

d) S y m m e t r y  

I f  (P+I×Q)=F A+I×B t h e n  
(Q+IxP)=F B+IxA 

MF HF FF 
n o  y e s  y e s  

T h i s  r e q u i r e s  t h a t  t h e  
r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  
b e  t r e a t e d  s i m i l a r l y  ( b u t  
n o t  n e c e s s a r i l y  
i n d e p e n d e n t l y ) .  M c D o n n e l l  
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r e q u i r e d  a w e a k e r  
p r o p e r t y ,  t h a t  i f  P=F A 
then (IxP)=F I×A for A 
r e a l .  

MF f a i l s  f o r  e x a m p l e :  
MF 1.5JI.5 

2 J 1  

e )  S e p a r a t i o n  

I f  ( -F-X)=F X t h e n  X=F X 

F l o o r  a n d  c e i l i n g  X a r e  t o  
be e q u a l  i f  a n d  o n l y  i f  X 
i s  a n  i n t e g e r ,  n o t  a t  some  
o t h e r  p o i n t s  a s  w e l l .  MF 
f a i l s  f o r  e x a m p l e :  

MF 0.75J0.25 
1 

MC 0.75J0.25 
1 

f )  E x t e n d a b i l i t y  

MF HF FF 
no yes yes 

MF HF FF 
y e s  y e s  n o  

T h e  f u n c t i o n  c a n  b e  
e x t e n d e d  t o  q u a t e r n i o n s .  
Q u a t e r n i o n s  a r e  t h e  f o u r  
d i m e n s i o n a l  a n a l o g u e  o f  
( t w o  d i m e n s i o n a l )  c o m p l e x  
n u m b e r s .  I t  c a n  b e  s h o w n  
t h a t  t h e  c o n s t r a i n t s  o f  
s y m m e t r y  a n d  c o n v e x i t y  
( g e n e r a l i z e d  t o  f o u r  
d i m e n s i o n s )  a p p l i e d  t o  FF 
i m p l y  a r e g i o n  f o r  X, s u c h  
t h a t  O=FF X, w h i c h  d o e s  
n o t  t e s s e l a t e  t h e  
q u a t e r n i o n  d o m a i n .  

E x t e n d e d  D e f i n i t i o n  o f  C e i l i n g  

C e i l i n g  i s  e x t e n d e d  b y  t h e  r e l a t i o n s h i p  

FX~-~ -L-X 

As was  n o t e d  a b o v e ,  MF h a s  t h e  p e c u l i a r i t y  
t h a t  Y~MC X e q u a l s  MF X a l o n g  a l i n e ,  
r a t h e r  t h a n  a t  t h e  p o i n t  Y a l o n e .  

HG i s  J u s t  HF i t s e l f  e x c e p t  t h a t  t h e  
b o u n d a r i e s  o f  e a c h  r e g i o n  a r e  r e v e r s e d  
w i t h  r e s p e c t  t o  i n c l u s i o n .  F o r  e x a m p l e :  

HF 0.5J0.5 
0 

HC 0.5J0.5 
IJ1 

E x t e n d e d  D e f i n i t i o n  o f  2 e s i d u e  

R e s i d u e  i s  d e r i v e d  f r o m  f l o o r  through t h e  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  i d e n t i t i e s :  

OIB4-' B 
11Bw-" B-LB 
AIB~-" A×IIB~A for  A~O 

F i g u r e  1 s h o w s  t h e  s e t  o f  p o i n t s ,  X, f o r  
w h i c h  X=i MR X. F i g u r e  3 s h o w s  
g e o m e t r i c a l l y  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  A MR B. 

Figure 3 

T i l e  0 i s  c o n s t r u c t e d  w i t h  c o r n e r s  a t  
A x i  0 J 1  - 0 . 5 J 0 . 5  0 . 5 J - 0 . 5 .  T h e  p l a n e  i s  
t e s s e l a t e d  w i t h  s u c h  t i l e s  c e n t r e d  o n  
AxO.25JO.25+K f o r  e a c h  i n t e g e r  K. B i s  
l o c a t e d  i n  some  t i l e  w h i c h  i s  t r a n s l a t e d  
t o  o v e r l a y  t i l e  O, w i t h  B f a l l i n g  o n  B '  
B' i s  A MR B. 

Figures  4 and 5 show the s i m i l a r  way in 
which HR and FR obta in  t h e i r  r e s u l t s .  
Here again the re  i s  a c lose  r e l a t i o n s h i p  
between HR and FR s ince  HR can be 
def ined in terms of FR as:  

R~A HR B 
[I] R~(A FR B +0.5JO.5xA)-O.5JO.5xA 

? 

N o t i c e  t h a t  i n  f i g u r e  5 p a r t  o f  t i l e  0 l i e s  
o u t s i d e  a c i r c l e  o f  r a d i u s  [A a b o u t  0.  
T h i s  s h o w s  t h e  f a i l u r e  o f  ' f r a c t i o n a l i t y '  
f o r  FF. I n  f i g u r e  3 ,  i l l u s t r a t i n g  MR, 
t i l e  0 l i e s  j u s t  w i t h i n  t h a t  r a d i u s ,  
w h i l e  i n  f i g u r e  4 ,  i l l u s t r a t i n g  HR, t i l e  0 
l i e s  well w i t h i n  i t .  

E x t e n d e d  D e f i n i t i o n  o f  Encode  

Encode may be defined in terms of residue. 
Here are several examples with encode 
functions ME, HE, FE. 

TEN-tO 10 10 
CTEN~IOJJO 10JI0 I0,]I0 
EG~789J987 

TEN ME E6' 
8J I IJR -IJ7 

CTEN ME EG 
-5J6 -2 9,17 
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B 

T i l e  0 
.B' 

F igu re  4 
B'=R FR B 
F igu re  5 

TEN HE EG 
2 iJ 1 -IJ-3 

CTEN HE EG 
5J 4 1 IJ-3 

TEN FE EG 
7J9 8J8 9J7 

CTEN FE EG 
-6J6 8J9 -1J17 

I t  i s  p o s s i b l e  t o  s h o w  t h a t  f o r  
s u f f i c i e n t l y  l a r g e  K ( a  f u n c t i o n  o f  B) 
B=A±(KpA)HE B p r o v i d e d  2<IA. W h e t h e r  
c o n v e r g e n c e  c r i t e r i a  c a n  b e  f o u n d  f o r  ME 
a n d  FE r e m a i n s  a n  o p e n  q u e s t i o n .  
C e r t a i n l y  f o r  p o s i t i v e  r e a l  A, n e i t h e r  
f u n c t i o n  c o n v e r g e s  f o r  n e g a t i v e  r e a l  B. 

P r a c t i c a l  A p p l i c a t i o n s  

a) Rounding 

I t  i s  f r e q u e n t l y  n e c e s s a r y  t o  r o u n d  r e a l  
n u m b e r s  t o  a s p e c i f i c  n u m b e r  o f  d e c i m a l  
p l a c e s .  P r e s u m a b l y  c o m p l e x  a p p l i c a t i o n s  
w i l l  r e q u i r e  s o m e t h i n g  s i m i l a r .  R o u n d i n g  
t o  0 d e c i m a l  p l a c e s  ( i . e , ,  t o  t h e  
n e a r e s t  i n t e g e r )  i s  t r i v i a l  w i t h  HF: 

V R~HRND X 
[i] R÷HF X 

V 

a n d  a l m o s t  a s  t r i v i a l  w i t h  FF: 

V R÷FRND X 
[1] R÷FF 0.5JO.5+X 

V 

T h e  a n a l o g u e  o f  t h i s  f u n c t i o n  b a s e d  o n  MF 
i s :  

V R÷MRND X 
[I] R÷MF 0.25JO.25+X 

V 

T h i s  f u n c t i o n  d o e s  n o t  r o u n d  t o  t h e  
n e a r e s t  i n t e g e r  i n  e v e r y  c a s e  h o w e v e r .  
F o r  e x a m p l e :  

O J1 

0 

MRND 0.3J0.4 

HF 0.3J0.4 

b )  C o m p u t a t i o n  o f  GCD 

M c D o n n e l l  c i t e d  f i n d i n g  t h e  GCD o f  t w o  
n u m b e r s  a s  a p r a c t i c a l  u s e  o f  r e s i d u e  
a n d  s u g g e s t e d  t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n :  

V X~-W GCD Y 
[13 X+W 
[2] w~w RES Y 
[ 3 ]  Y÷X 
[ 4 ]  ~W~O 

V 

P r o v i d e d  RES i s  a r e s i d u e  f u n c t i o n  d e r i v e d  
f r o m  a f l o o r  f u n c t i o n  w i t h  
' f r a c t i o n a l i t y ' ,  t h e  a b o v e  f u n c t i o n  w i l l  
c o n v e r g e  t o  a GCD o f  i t s  a r g u m e n t s .  F o r  
r e a l  a r g u m e n t s ,  a l l  v e r s i o n s  o f  GCD 
c o n v e r g e  r a p i d l y  ( p r o p o r t i o n a l  t o  ®W[Y 
f o r  p o s i t i v e  i n t e g e r s ) .  F o r  c o m p l e x  
a r g u m e n t s ,  h o w e v e r ,  s u b s t i t u t i n g  FR f o r  
RES, GCD does not always converge (e.g. 
4 GCD 3J2). Substituting MR for RES, GCD 
always converges, but can do so in time 
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proportional to the magnitude_of its 
arguments (e.g. 99JI GCD 9 9 J  2 takes 100 
i t e r a t i o n s ) .  S u b s t i t u t i n g  HR f o r  RES, GCD 
c o n t i n u e s  t o  c o n v e r g e  l o g a r i t h m i c a l l y .  

c )  C o m p u t a t i o n  o f  C o n t i n u e d  F r a c t i o n s  

A. H u r w i t z [ 2 ]  a n d  J .  O. S h a l l i t [ 3 ]  h a v e  
b o t h  g i v e n  a l g o r i t h m s  f o r  c o m p u t i n g  
c o n t i n u e d  f r a c t i o n  e x p r e s s i o n s  f o r  
c o m p l e x  v a l u e s .  H u r w i t z ' s  a l g o r i t h m  was  
b a s e d  o n  HF; S h a l l i t ' s  was  b a s e d  o n  MF. 
I n  h i s  p a p e r  S h a l l i t  g i v e s  a r u l e  f o r  
d e c i d i n g  w h e t h e r  o r  n o t  a p a r t i c u l a r  
c o n t i n u e d  f r a c t i o n  e x p r e s s i o n  c a n  b e  
g e n e r a t e d  b y  h i s  a l g o r i t h m .  He 
c o n j e c t u r e s  t h a t  n o  s i m i l a r  r u l e  e x i s t s  
f o r  H u r w i t z ' s  a l g o r i t h m .  

C o n c l u s i o n  

No c o m p l e x  f l o o r  f u n c t i o n  i s  p e r f e c t .  HF 
f a i l s  t o  b e  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  ' p r e s e n t  
f l o o r  f u n c t i o n .  FF f a i l s  t o  p o s s e s s  
' f r a c t i o n a l i t y '  a n d  c a n n o t  b e  e x t e n d e d  t o  
t h e  q u a t e r n i o n s .  MF f a i l s  t o  h a v e  
s y m m e t r y  o r  s e p a r a t i o n .  

My f e e l i n g  i s  t h a t  a t t e m p t i n g  t o  c h o o s e  a 
f l o o r  f u n c t i o n  b y  s a t i s f y i n g  i d e n t i t i e s  
p u t s  t h e  c a r t  b e f o r e  t h e  h o r s e .  T h e  
p o i n t  o f  i n s i s t i n g  o n  i d e n t i t i e s  i s  t o  
e n s u r e  a u s e f u l  f u n c t i o n .  N e v e r t h e l e s s ,  
t h e  a c i d  t e s t  o f  a p r i m i t i v e  m u s t  b e  i t s  
u t i l i t y  i t s  a b i l i t y  t o  c o m b i n e  w i t h  
t h e  o t h e r  p r i m i t i v e s  t o  f o r m  u s e f u l  
f u n c t i o n s .  

t h i s  p r o b l e m  e v e n  o n  t h e  r e a l s .  T h e r e  i s  
a d i r e c t  a n a l o g y  w i t h  t h e  a r b i t r a r y  
c h o i c e  f o r  t h e  p h a s e  a n g l e  o f  1 .  

My own r e c o m m e n d a t i o n  i s  t h a t  FF b e  
a d o p t e d  f o r  c o m p l e x  f l o o r  a n d  t h a t  i f  
a n d  w h e n  APL i s  e x t e n d e d  t o  t h e  
q u a t e r n i o n s  H u r w i t z ' s  f u n c t i o n s  b e  
a d o p t e d  a s  p r i m i t i v e s  a l s o .  T h i s  l a t t e r  
r e c o m m e n d a t i o n  a p p l i e s  e v e n  i f  MF i s  
e v e n t u a l l y  c h o s e n  a s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  
c o m p l e x  f l o o r ,  s i n c e  t h e r e  w o u l d  
o t h e r w i s e  b e  n o  c o n v e n i e n t  e x p r e s s i o n  f o r  
i t .  
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On t h i s  b a s i s ,  I p r e f e r  FF. I t  c a n  b e  u s e d  
t o  f i n d  t h e  i n t e g e r  p a r t s  o f  a c o m p l e x  
n u m b e r ,  o r  t h e  n e a r e s t  i n t e g e r  t o  a 
c o m p l e x  n u m b e r  ( b y  u s i n g  i t  t o  e x p r e s s  
HF).  A GCD f u n c t i o n  w r i t t e n  u s i n g  FF ( b y  
s u b s t i t u t i n g  t h e  FR e x p r e s s i o n  f o r  HR 
i n t o  GCD) c o n v e r g e s  f a s t e r  t h a n  a n y  GCD 
f u n c t i o n  w r i t t e n  w i t h  MR. S i m i l a r l y  
c o n t i n u e d  f r a c t i o n s  f o u n d  w i t h  H u r w t i z ' s  
a l g o r i t h m  ( e a s i l y  e x p r e s s e d  w i t h  FF) 
r e q u i r e  f e w e r  t e r m s  f o r  t h e  s a m e  d e g r e e  
o f  a c c u r a c y  t h a n  t h o s e  f o u n d  w i t h  
S h a l l i t ' s  a l g o r i t h m .  T h e  c l a s s i c  t e s t  f o r  
b e i n g  i n t e g r a l ,  (LX)=FX, w o r k s  w h e n  FF 
a n d  FC a r e  u s e d ,  b u t  n o t  w h e n  MF a n d  MC 
a r e  ( o f  c o u r s e  X=LX f a i l s  e q u a l l y  w e l l  
u n d e r  b o t h  d e f i n i t i o n s  w h e n  X i s  n e a r  
0 ) .  

T h e  d i f f i c u l t y  i n  e x t e n d i n g  t h e s e  
f u n c t i o n s  c a n  p r o b a b l y  b e  t r a c e d  t o  t h e  
d e f i n i t i o n  o f  f l o o r  X: t h e  l a r g e s t  o f  
t h e  i n t e g e r s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  X. 
T h e  c o m p l e x  d o m a i n  i s  n o t  o r d e r e d ,  s o  
a n y  a t t e m p t  t o  e x t e n d  s u c h  a d e f i n i t i o n  
i s  b o u n d  t o  b e  i m p e r f e c t .  H u r w i t z ' s  
f u n c t i o n  w h i c h  c o m p u t e s  t h e  n e a r e s t  
i n t e g e r  d o e s  n o t  s u f f e r  f r o m  t h i s  p r o b l e m  
h o w e v e r .  I t  m u s t  r e s o l v e  e q u a l  d i s t a n c e s  
i n  some  a r b i t r a r y  f a s h i o n ,  b u t  i t  h a s  
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